Suite du cours 2

Exemple: Utiliser la méthode de décomposition en LU pour résoudre le systeme suivant:

2 3 —1 T 5
4 4 -3 T2 - 3 5
2 3 -1 23 1
On pose
2 3 -1 5) 1
A= 4 4 -3 |, B=1|3 ]|, X=| 2
2 3 -1 1 25
On utilise la méthode de Gauss pour obtenir U et L,
1) ) 3)
2 3 -1 2 3 -1 2 3 -1
4 4 -3 |1 —-10 -2 -1 - 0 -2 -1 |,
-2 3 -1 0 6 =2 0 0 =5
donc,
2 3 -1
U=10 -2 -1
0 0 =5
D’autre part,
1 0 0 élf)
L=\ loy 1 0|,V k =2,
’ ’ (k)
31 l32 1 Q. j;
& & &)
dou ly; = % = ‘—21 =2,1l31 = % = _72 =—1,139 = % = _% = —3. On obtient alors,
ai,1 ai,1 a2,2
1 0 0
L= 2 1 01,
-1 -3 1
1 0 O 2 3 -1
ensuite: A = LU = 2 1 0 0 —2 —1 |. (on peut faire une vérification de
-1 -3 1 0 0 -5
cette égalité).
Maintenant, on résoud le systeme LY = B
1 0 0 U1 5
2 1 0 Y2 = 3 5
1 -3 1 s 1
Y1 =95,y2=—T,ys = —15.
on résoud aussi le systeme UX =Y
2 3 —1 al 5
0 -2 -1 ) = =7 s
0 0 =5 T3 —15

d’ou 133:3, T2 :2, 1 = 1.



Cours 3
Méthodes indirectes (itératives) de résolution les systémes linéaires

Définition 2.2. Une méthode est dite indirecte ou itérative, si elle donne une suite des
solutions approchées et la solution exacte est la limite de cette suite.

En général, on utilise ces méthodes lorsque (n > 100). Dans ce cours, on va étudier la
méthode de Jacobi.

Le principe de la méthode de Jacobi:

Le systeme AX = B est équivalent a

1171 + 1,272 + ...+ A1 nTn = bl
a2171 + A22T2 + ...+ A2 nTn = b2
Up1T1 + QpoTo + ...+ App®y = by

Supposons que Vi = 1,...,n, a;; # 0, alors le systeme précédent est équivalent aussi a

T by ai 2 _ _ a1n
1 X a1l a2 ai M
a1 as a2 n
T = —L — =y — =gy — ... — /o
2 az,2 az2 1 az23 ag2 ™
b
_ bn _ anja _ Gn,z2 _ n,n—1
Ln an,n an’"l‘l an, nx2 an,n n—1
P b Gij o
ouVi=1,...,n, z; = s Z aTj
JFT
Donc, Le systeme AX = B est équivalent a
T a1 Qi ... Qap T1 Ioh
T2 Q21 e o) 62
= ) + . )
Ln Qpi  vev oo. Qpg Tn B

)

ouVi=1,..,n a,i)=0 et Vj#i ali,j)=—22 et Vi=1,..,n, 3 = 2.

)

Alors, cette égalité est équivalente a
X=aX+p.

Formule récursive de Jacobi
On prend X© comme un vecteur quelconque des valeurs initiales, et on définit une suite des
vecteurs comme suit:

X0+ — o x® 4 3 VE e N.

Si la suite (X (’“))k converge, alors on

X = lim X*®*VY =g lim X% 4+ 8=0aX+8.

k——+o0 k—+o0



Théoreme 2.1. La suite (X (k))k est convergente indépendamment du choix du vecteur
initial X si et seulement si p (o) < 1 ot p(a) = max |Ai| , Ai est une valeur propre de a.

EARA)

( Dans matlab on utilise la commande norm(«) pour calculer p (a) ).
Le critere d’arrét d’algorithme de Jacobi
Soit X la solution exacte du systeme précédent, alors

X k41 _ x (k)
| |

1% = x®| < ,
L= o]

donc pour obtenir une solution approchée du systeme avec une précision donnée FE, il suffit
d’arréter jusqu’a l'itération £ telle que:

X k1) _ x (k)
| |

<E.
1 —{le]

Concernant la norme ||.||, il y a des différents types de définition, par exemple:

VX e R, || X, = z—il lzi|, || Xy = 4 /i_il |z, |1 X, = Zi1r11aXn|:zc,| , et pour les matrices on
définit

VAE M, R). A, = max 3 ol Al =

n n

> laigl, Al = max 3 Jail,

ij=1 i=l..m

- Si on utilise la norme || X *+1) — X("/’)H1 , alors on utilise ||a||, . Dans ce cas on obtient une
approximation de X au sens de ||.||, .
- Si on utilise la norme || X*+D — x®)|
approximation de X au sens de |||, .

- Si on utilise la norme || X*+ — X ®) HOO , alors on utilise ||a|| . Dans ce cas on obtient une
approximation de X au sens de ||.|| -

,» alors on utilise [|a|| . Dans ce cas on obtient une



