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Multiplication par une fonction de classe C∞

Définition

Soient T ∈ D′ (Ω) et f ∈ C∞ (Ω). La forme linéaire fT définie sur D (Ω) par

∀ϕ ∈ D (Ω) : 〈fT, ϕ〉 = 〈T, fϕ〉

est une distribution appelée produit de f par T .

Remarque

Puisque f ∈ C∞ (Ω) et ϕ ∈ D (Ω), alors fϕ ∈ D (Ω) et par suite fT est bien définie, de
plus, on peut vérifier facilement que c’est une distribution.

Proposition

Soient T, S ∈ D′ (Ω) et f, g ∈ C∞ (Ω). On a alors :

1. (f + g)T = fT + gT

2. (f.g)T = f(gT )

3. f(T + S) = fT + fS

Exemples

1. Si f ∈ C∞ (Ω) et g ∈ L1
loc(Ω), alors fTg = Tfg. En effet :

∀ϕ ∈ D (Ω) : 〈fTg, ϕ〉 = 〈Tg, fϕ〉 =

∫
Ω

g(x) [f(x)ϕ(x)] dx =

∫
Ω

(gf) (x)ϕ(x)dx = 〈Tfg, ϕ〉

d’où, le résultat.

2. Si f ∈ C∞ (Ω) et x0 ∈ Ω, alors on a pour tout ϕ ∈ D (Ω) :

〈fδx0 , ϕ〉 = 〈δx0 , fϕ〉 = (fϕ) (x0) = f(x0) ϕ(x0) = f(x0)〈δx0 , ϕ〉 = 〈f(x0)δx0 , ϕ〉

d’où fδx0 = f(x0)δx0 .

En particulier, dans R, pour f(x) = x et x0 = 0, on a : xδ0 = 0
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Dérivation d’une Distribution

Définition (Dérivée partielle d’une distribution)

Soient T ∈ D′ (Ω) et x = (x1, x2, ...xn) ∈ Ω. Pour 1 6 i 6 n, on appelle dérivée partielle,

au sens des distributions, de T par rapport à xi, et on note
∂T

∂xi
, la fonction définie par :

∂T

∂xi
: D (Ω) −→ R

ϕ 7−→ −〈T, ∂ϕ
∂xi
〉

Remarques

1. La fonction
∂T

∂xi
, définie ci-dessus est une distribution. En effet : la linéarité est

claire. Soit maintenant K un compact dans Ω, notons que si ϕ ∈ DK (Ω) alors
∂ϕ

∂xi
∈ DK (Ω).

Alors, en se servant de la caractérisation de la distribution T , on déduit l’existence
de CK > 0 et mK ∈ N tels que pour tout ϕ ∈ DK (Ω), on a :

|〈 ∂T
∂xi

, ϕ〉| = |−〈T, ∂ϕ
∂xi
〉| 6 CK

∑
|α|6mK

sup
x∈K

∣∣∣∣Dα

(
∂ϕ

∂xi

)
(x)

∣∣∣∣ 6 CK
∑

|α|6mK+1

sup
x∈K
|Dαϕ(x)|

Donc,
∂T

∂xi
est une distribution.

2. On déduit de ce qui précède, que si T est une distribution d’ordre m, alors
∂T

∂xi
est

une distribution d’ordre au plus m+ 1.

3. D’après la définition précédente, toute distribution est dérivable. Par suite, toute
fonction localement intégrable est dérivable au sens des distributions (ce qui n’est
pas le cas au sens classique).

Dérivée d’ordre supérieur

En itérant la formule définissant la dérivée partielle d’une distribution, on peut définir la
dérivée de tous ordre α ∈ Nn.

Définition

Soient T ∈ D′ (Ω) et α = (α1, α2, ...αn) ∈ Nn. On appelle dérivée d’ordre α, au sens
des distributions, de T , et on note DαT , la distribution définie par :

DαT : D (Ω) −→ R

ϕ 7−→ (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉

Proposition

Soit (Tn)n>1 une suite de distributions sur Ω. On a l’implication suivante :
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Si (Tn)n>1 converge vers T dans D′ (Ω) alors, pour tout α ∈ Nn, (DαTn)n>1 converge
vers DαT dans D′ (Ω).

Preuve
Soit ϕ ∈ D (Ω), en appliquant la définition de la dérivée d’une distribution puis, en tenant
compte de la convergence de (Tn)n>1 vers T , on obtient :

〈DαTn, ϕ〉 = (−1)|α| 〈Tn, Dαϕ〉 −−−→
n→∞

(−1)|α| 〈Tn, Dαϕ〉 = 〈DαT, ϕ〉

d’où le résultat.

Remarques

1. On déduit de la proposition précédente que l’opérateur Dα défini sur D′ (Ω) est
continue. Notons qu’il est de plus linéaire.

2. Plus généralement, si P =
∑
|α|6m aα(x)∂α est un opérateur différentielle à coef-

ficients de classe C∞ (Ω), si (Tn)n>1 converge vers T dans D′ (Ω) alors, (PTn)n>1

converge vers PT dans D′ (Ω).

Exemples

1. T = δ0 ∈ D′ (R). Pour tout ϕ ∈ D (R), on a

〈δ′0, ϕ〉 = −〈δ0, ϕ
′〉 = ϕ′(0)

et
∀m ∈ N : 〈δ(m)

0 , ϕ〉 = (−1)m〈δ0, ϕ
(m)〉 = ϕ(m)(0)

2. Montrons que fδ′0 = −δ0 où f est la fonction définie sur R par f(x) = x. En effet

∀ϕ ∈ D (R) : 〈fδ′0, ϕ〉 = 〈δ′0, fϕ〉 − 〈δ0, (fϕ)′〉 = − (fϕ)′ (0) = −ϕ(0) = −〈δ0, ϕ〉

3. T = H (La fonction de Heaviside )

∀ϕ ∈ D (R) : 〈H ′, ϕ〉 = −〈H,ϕ′〉 =

∫ ∞
0

ϕ′(x)dx = ϕ(0) = 〈δ0, ϕ〉

Donc : H ′ = δ0

Proposition

Soit f ∈ C1 (R− {x0}). On suppose que f admet des discontinuités de premières espèces
en x0, ç.a.d : f(x+

0 ), f(x−0 ) existent et sont finis. Alors :

(Tf )
′ = Tf ′ + σx0δx0

où : σx0 = f(x+
0 )− f(x−0 ) (le saut en x0)
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Preuve

Notons d’abord que la condition imposée sur f implique que f et f ′ appartiennent à
L1
loc(R), et par suite Tf et Tf ′ ont bien un sens.

Maintenant, pour tout ϕ ∈ D (R), on a :

〈(Tf )′ , ϕ〉 = −〈Tf , ϕ′〉 = −
∫
R
f(x)ϕ′(x)dx = −

∫ x−0

−∞
f(x)ϕ′(x)dx−

∫ ∞
x+0

f(x)ϕ′(x)dx

En effectuant une intégration par parties, en tenant compte du fait que ϕ ∈ D (R), on
obtient :

〈(Tf )′ , ϕ〉 = −f(x−0 )ϕ(x0) + f(x+
0 )ϕ(x0) +

∫ x0

−∞
f ′(x)ϕ(x)dx+

∫ ∞
x0

f ′(x)ϕ(x)dx

=
[
f(x+

0 )− f(x−0 )
]
ϕ(x0) +

∫ ∞
−∞

f ′(x)ϕ(x)dx = σx0ϕ(x0) + 〈Tf ′ , ϕ〉

= σx0〈δx0 , ϕ〉+ 〈Tf ′ , ϕ〉 = 〈σx0δx0 + Tf ′ , ϕ〉

Généralisation (Formule des sauts)

Soit f ∈ C1
(
R− ∪mj=1{xj}

)
. On suppose que f admet des discontinuités de premières

espèces en xj (1 6 j 6 m). Alors :

(Tf )
′ = Tf ′ +

m∑
j=1

σxjδxj

où : σxj = f(x+
j )− f(x−j ) (1 6 j 6 m).

Remarques

1. La proposition précédente et sa généralisation (formule des sauts), restent valables
pour une fonction définie sur un intervalle ouvert de R au lieu de R tout entier.

2. La formule des sauts s’étend aux dérivées successives. Par exemple, pour la dérivées
seconde, on a :
Si f ∈ C2

(
R− ∪mj=1{xj}

)
, f et f ′ admettent des discontinuités de premières espèces

en xj (1 6 j 6 m). Alors :

(Tf )
′′ = Tf ′′ +

m∑
j=1

σxjδ
′
xj

+
m∑
j=1

∼
σxjδxj

où :
∼
σxj = f ′(x+

j )− f ′(x−j ) (1 6 j 6 m).

Lemme

Si f ∈ C1 (R), alors (Tf )
′ = Tf ′
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Preuve

Pour tout ϕ ∈ D (R), on a :

〈(Tf )′ , ϕ〉 = −〈Tf , ϕ′〉 = −
∫ +∞

−∞
f(x)ϕ′(x)dx = −f(x)ϕ(x)|+∞−∞ +

∫ +∞

−∞
f ′(x)ϕ(x)dx

= 0 +

∫ +∞

−∞
f ′(x)ϕ(x)dx = 〈T ′f , ϕ〉

Théorème

Soit T ∈ D′ (R), alors T ′ = 0 si et seulement si T est constante, ç.à.d : T = Tf où
f est une fonction constante sur R.

Preuve

On suppose que T = Tf avec f est une fonction constante sur R. D’après le Lemme
précédent, on a (Tf )

′ = Tf ′ = T0 = 0.

On suppose maintenant que T ′ = 0. Alors :

∀θ ∈ D (R) : 〈T ′, θ〉 = −〈T, θ′〉 = 0

Donc T s’annule sur toute les fonctions ψ ∈ D (R) de la forme ψ = θ′ où θ ∈ D (R).
Rappelons qu’on a la caractérisation suivante :

∃θ ∈ D(R) : ψ = θ′ ⇐⇒ ψ ∈ D(R) et

∫
R
ψ(x)dx = 0

Fixons χ ∈ D(R) avec

∫
R
χ(x)dx = 1.

Soit ϕ ∈ D(R), posons :

ψ(x) = ϕ(x)−
(∫

R
ϕ(t)dt

)
χ(x)

Alors : ψ ∈ D(R) et

∫
R
ψ(x)dx = 0

Ainsi, d’après la caractérisation précédente, il existe θ ∈ D(R) tel que ψ = θ′. Donc :

〈T, ψ〉 = 〈T, θ′〉 = −〈T ′, θ〉 = 0

Puisque

ϕ(x) = ψ(x) +

(∫
R
ϕ(t)dt

)
χ(x)

on a :

〈T, ϕ〉 = 〈T, ψ〉+

(∫
R
ϕ(t)dt

)
〈T, χ〉 = 0 + C〈1, ϕ〉 = 〈C,ϕ〉, où C = 〈T, ψ〉

d’où le résultat.

K. NISSE 1ère Master, Distributions et Anal. Fourier El Oued, 2021/2022 5



Distributions et Analyse de Fourier NISSE Khadidja

Théorème

Pour tout T ∈ D′ (R), il existe S ∈ D′ (R) tel que S ′ = T .

Idée de la preuve

On définie S ∈ D′ (R) par :

∀ϕ ∈ D (R) : 〈S, ϕ〉 = −〈T, θ〉

où θ est l’unique fonction dans D (R) définie par (voir la preuve du théorème précédent)

θ′ = ϕ−
(∫

R
ϕ(t)dt

)
χ

on montre que S est une distribution (linéaire et continue). De plus, on vérifie (grâce à
l’unicité de θ) que ϕ = ψ. Par suite

〈S ′, ϕ〉 = −〈S, ϕ′〉 = 〈T, ϕ〉

D’où le résultat.

Restriction d’une distribution

Rappelons que si U et Ω sont deux ouverts, tels que U ⊂ Ω et si ϕ ∈ D (U), alors le
prolongement de ϕ par zéro sur Ω appartient à D (Ω) :

ϕ ∈ D (U) =⇒ ∼
ϕ ∈ D (Ω) où ∀x ∈ Ω :

∼
ϕ(x) =

{
ϕ(x) si x ∈ U
0 si x ∈ Ω− U

Définition

Soient U et Ω deux ouverts, tels que U ⊂ Ω et T ∈ D′ (Ω).
On appelle restriction de T sur U et on note par T |U , la distribution définie par :

∀ϕ ∈ D (U) : 〈T |U , ϕ〉 = 〈T , ∼ϕ〉

Translation d’une distribution

Définition

Soient T ∈ D′ (Rn) et a ∈ Rn. On appelle translatée τaT de T , la distribution définie
sur Rn par :

∀ϕ ∈ D (Rn) : 〈τaT , ϕ〉 = 〈T , τ−aϕ〉 où τaϕ(x) = ϕ(x− a) ∀x ∈ Rn

Remarque

La définition précédente est une extension de ce que nous obtenons dans le cas où T =
f ∈ L1

loc (Rn). En effet, en utilisant la définition puis le changement de variable y = x−a,
on obtient :

∀ϕ ∈ D (Rn) : 〈τaf , ϕ〉 =

∫
Rn
f(x− a)ϕ(x)dx =

∫
Rn
f(y)ϕ(y + a)dy = 〈f , τ−aϕ〉
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Dilatation d’une distribution

Définition

Soient T ∈ D′ (Rn) et λ 6= 0. On appelle la dilatée de T de rapport λ, qu’on note Tλ, la
distribution définie par :

∀ϕ ∈ D (Rn) : 〈Tλ , ϕ〉 = |λ|n〈T , ϕ 1
λ
〉 où ϕ 1

λ
(x) = ϕ(λx) ∀x ∈ Rn

Remarque

La définition précédente est une extension de ce que nous obtenons dans le cas où
T = f ∈ L1

loc (Rn) (à vérifier !)

Cas particuliers

Pour λ = −1, on note ϕ̌ au lieu de ϕ−1 , ç.à.d :

ϕ̌(x) = ϕ−1(x) = ϕ(−x)

Définition (Parité d’une distribution)

Soit T ∈ D′ (Rn), posons Ť = T−1

1. On dit que T est une distribution paire si Ť = T .

2. On dit que T est une distribution impaire si Ť = −T .

3. On dit que T est homogène d’ordre m si ∀λ > 0 : Tλ = λ−m T .

Exemple

la distribution de Dirac δ0 sur Rn est une distribution homogène d’ordre (−n). En effet,
on a pour tout λ > 0 et tout ϕ ∈ D (Rn) :

〈(δ0)λ , ϕ〉 = λn〈δ0 , ϕ 1
λ
〉 = λnϕ 1

λ
(0) = λnϕ(0) = λn〈δ0 , ϕ〉
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