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 تريةالفضاءات الم

 تعريف

IREEdكل تطبيق  Eمجموعة غير خالية، نسمي مسافة على  Eلتكن  :   يحقق الشروط

 التالية

1.   0,:,  yxdEyx 

2.   yxyxd  0, 

3.    xydyxdEyx ,,:,  

4.      yzdzxdyxdEzyx ,,,:,,  

ونسمي فضاء متري، كل ثنائية  dE,   لة من مجموعة غير خالية مشكE   مزودة بمسافةd. 

في فضاء متري، نسمي المقدار الموجب  yxd  . yو  xبالمسافة بين النقطتين  ,

 ملاحظة

 .المتراجحة المثلثيةب التناظر و الشرط الرابعبنسمي الشرط الثالث في التعريف السابق، 

 أمثلة

IRIRIRdنتحقق بسهولة أن التطبيق  .1 :  المعرف بــ  yxyxdIRyx  هو  ,:,

 .IRعتيادية في ، تسمى المسافة الاIRمسافة على 

IREEdالتطبيق   .2 :      المعرف بــ 









yx

yx
yxd

:0

:1
, 

 ، تسمى المسافة المتقطعة.Eهو مسافة على أي مجموعة غير خالية 
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3. nIRE   من أجل ،    n
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يمكن التحقق بسهولة من الشروط الثلاثة الأولى في تعريف المسافة، وللتحقق من الشرط 

 نستعين بمتراجحة كوشي شوارتز التالية:الرابع )المتراجحة المثلثية(، 
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 nIRالمعرفة في هذا المثال تسمى المسافة الاقليدية في  dالمسافة 

 

4. 
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يمكن التحقق بسهولة من الشروط الثلاثة الأولى في تعريف المسافة، وللتحقق من الشرط 

 المثلثية(، نستعين بمتراجحة مينكوفسكي التالية: الرابع )المتراجحة
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nIRمسافة على  dنتحقق بسهولة أن 
 

 ملاحظة

 .السابقة، أنه على نفس المجموعة يمكن تعريف أكثر من مسافةمن الأمثلة يتبين 

 تمرين

ليكن  dE, أثبت صحة المتراجحة التاليةفضاء متري ، 

       yxdzydzxdEzyx ,,,:,,  

 الحل

 استنادا إلى المتراجحة المثلثية  في فضاء متري، لدينا

        zydyxdzxd ,,,  

 وبالتالي فإن

         1.............,,, yxdzydzxd  

 من جهة أخرى، و استنادا أيضا إلى المتراجحة المثلثية ،   لدينا

         zxdxydzyd ,,,  

 وبالتالي فإن 

          2.............,,, zydzxdyxd  

من  1  و 2 نستنتج المطلوب. 
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 الكرويالكرة المفتوحة، الكرة المغلقة والغلاف 

 تعريف

 ليكن dE, ،وليكن فضاء متري Ex 0   0وr 

ونرمز بــ rونصف قطرها  0xنسمي كرة مفتوحة مركزها  .1 rxB المجموعة  0,

 المعرفة كما يلي:

    rxxdExrxB 00 ,:,  

ونرمز بــ rونصف قطرها  0xمركزها  غلقةنسمي كرة م .2 rxB f المجموعة  0,

 المعرفة كما يلي:

    rxxdExrxB f  00 ,:, 

ونرمز بــ ونصف قطره  0xنسمي غلاف كروي مركزه  .3 rxS المجموعة  0,

 المعرفة كما يلي:

    rxxdExrxS  00 ,:, 

نتج عن التعريف السابق مباشرة، أن:   ي     rxSrxBrxB f ,,, 000 
 

 أمثلة

1. IR مزود بالمسافة الاعتيادية   :

           rxrxrxSrxrxrxBrxrxrxB f  000000000 ,,,,,,,, 

 المتقطعة:مجموعة كيفية  مزودة بالمسافة  .2

1r  :              من أجل     .أ          rxSxrxBrxB f ,,,, 0000 
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1r                :من أجل      .ب       0000 ,,,, xrxBErxBrxS f 
 

 

1r                :من أجل     .ت        rxSErxBrxB f ,,,, 000 
 

 

 )المفتوح في فضاء متري( تعريف

ليكن  dE,  فضاء متري، وليكنEA   نقول أن ،A  أو إذا  خاليامفتوح إذا كان

          حقق الشرط التالي  ArxBrAx  ,:0,    

 خاصية

 .كل كرة مفتوحة في فضاء متري هي جزء مفتوح

  لبرهانا

نعتبر الكرة المفتوحة  ,0xB  يكنو ل  ,0xBx    بالتالي ،  0, xxd   نضع ،

إذن    0, 0 xxdr   

لدينا 

                 00000 ,,,,,,:, xxdxxdxxdrxxdxydxydrxBy 

 

 إذن   ,:, 0xByrxBy 
 

ن بالتالي فإو        ,,/,,, 000 xBrxBxxdrxBx  

وهذا يعني أن  ,0xB  مفتوح.  
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 نظرية

جماعة كل الأجزاء المفتوحة في فضاء متري  dE, طبولوجيا على هي E تشكل ،

  جماعة كل الكرات المفتوحة أساسا لهذه الطبولوجيا.

 تيجةن

 .صحيح لكن العكس غيرهو فضاء طبولوجي  كل فضاء متري

 )الخاصية المميزة لمفتوح في فضاء متري( نظرية

ليكن  dE,  فضاء متري، وليكنEA  . 

 A مفتوح فيE .إذا وفقط إذا كان اتحاد لكل الكرات التي يحتويها 

 ملاحظة هامة

بمفاهيم المغلق، الجوار، أنماط النقاط )الداخلية، الملاصقة،  أن التعاريف المتعلقة

الخارجية...( وكل التعاريف التي تطرقنا لها في فصل الفضاءات الطبولوجية تبقى 

تعديل سوى ما يترتب عن توظيف  أي ولا يطرئ عليها صالحة في فضاء متري

 .تعريف المفتوح في فضاء متري

 بين نقطة ومجموعة، قطر مجموعةالمسافة بين مجموعتين، المسافة 

 تعريف

 ليكن dE,  فضاء متري، وليكنEBA ,  وEx 0   

ونرمز بــ  Bو  Aنسمي المسافة بين  .1 BAd   التاليالمقدار  ,
 

 yxdInf
BAyx

,
, 

 

ونرمز بــ  0xو  Aنسمي المسافة بين  .2 0, xAd   المقدار التالي 0, xxdInf
Ax
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ونرمز بــ  Aنسمي قطر المجموعة  .3 A   المقدار التالي
 

 yxdSup
AAyx

,
, 

ونصطلح 

على أن    0 

 مرينت

ليكن  dE,  فضاء متري، وليكنEA   وEx 0 

برهن صحة التكافؤ التالي          AxxAd  00 0,
 

  حلال

Axلنفرض أولا أن  0 هذا يعني أن      AxB  ,:0 0
 

إذن         xxdAxdxxdAx ,,,0,:,0 000  

منه فإن   0,0 Axd
 

لنفرض الآن أن   0,0 Axd أن  على رهنلنبو    AxB  ,:0 0 

بالتناقض، أي     AxB  ,:0 0 

وهذا يعني أن    Axxxd  ,,:0 0  
 

وبالتالي فإن      0,,:0 00   


xxdInfAxd
Ax

 

وهذا تناقض مع كون   0,0 Axd
 

 

 كنتيجة مباشرة للتمرين السابق، التكافؤ التالي
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 نتيجة

ليكن  dE,  فضاء متري، وليكنEA   وEx 0  لدينا إذن ، 

  AxxAd  00 0, 
 

 المحدودةالأجزاء 

 تعريف

 ليكن dE,  فضاء متري، وليكنEA . 

محدود، إذا وجدت كرة مفتوحة  A نقول أن rxB بحيث يكون  Eفي  0,

 rxBA ,0 

 ملاحظة

 بالكرة المغلقة في التعريف السابق. يمكن تعويض الكرة المفتوحة

 مرينت

ليكن  dE, فضاء متري، وEA        :لدينا ،A    محدود  A 

 الحل:

محدود ، إذن بالتعريف   Aنفرض أن    rxBAErxB ,/, 00    وبالتالي استنادا

 إلى المتراجحة المثلثية، نجد أن

               

       

 
 

  









ryxdSupA

ryxdxxdyxdAyx

Ayx

2,

2,,,:,

2,

00

2

 
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لنفرض الآن أن    A   نضع ،  1 Ar    وليكنAx 0لدينا إذن ، 

    

 
 

   

 

 rxBA

rxBx

rAzydSupxxdAx
Azy

,

,

,,:

0

0

,
0

2










 

 

 المتتاليات في فضاء متري

 تعريف

 ليكن dE, .فضاء متري 

 Eفي   IN، كل تطبيق من مجموعة الأعداد الطبيعية Eنسمي متتالية نقاط في    .1

ونرمز عادة لمتتالية بالرمز  
1nnx. 

نقول أن المتتالية  .2 
1nnx  متقاربة نحوEx 0 (  0أو أنx هو نهاية المتتالية 

 
1nnx  0( ونرمز بــlim xxn

n



 إذا تحقق ما يلي 

                              00

*

00 ,:/,0lim xxdnnINnxx nn
n


 

Exوإذا لم يوجد  0  المتتالية يحقق ذلك، فإننا نقول أن 
1nnx متباعدة. 

         ملاحظة هامة  0,limlim 00 


xxdxx n
n

n
n 

 خاصية

 .فهي وحيدة إن وجدتنهاية متتالية في فضاء متري، 
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 تعريف

 ليكن dE,  فضاء متري، ولتكن 
1nnx  متتالية فيE 

1. 
نقول أن المتتالية  

1nnx تالية كوشي، إذا تحقق ما يلي    مت

    mn xxdnmnnINn ,:,/,0 ,0,0

*

0  

2. 
نقول أن المتتالية  

1nnx تالية محدودة، إذا تحقق ما يلي      مت

 rxBxnExr n ,:1/,0 00  
 

 قضية

 متقاربة في فضاء متري هي متتالية كوشي.كل متتالية  .1

 كل متتالية كوشي في فضاء متري هي متتالية محدودة. .2

 ملاحظة هامة

 عكس القضايا السابقة غير صحيح على العموم:

(، Qعلى IRمزود بالمسافة الاعتيادية )اقتصار المسافة الاعتيادية في  Q مثلا في .1

المتتالية
!

1
...

!2

1

!1

1
1

n
xn   هي متتالية كوشي ولكنها ليست متقاربة في Q. 

 ، المتتاليةمزود بالمسافة الاعتيادية IR مثلا في .2 nnx 1  هي متتالية محدودة ولكنها

 .ليست متتالية كوشي

 الفضاء المتري التام

 تعريف

 .أنه تام، إذا كانت كل متتالية كوشي فيه هي متتالية متقاربة فضاء متري  نقول عن
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 أمثلة

1. IR    )مزود بالمسافة الاعتيادية هو فضاء متري تام )نتيجة في التحليل الرياضي 

مجموعة كيفية  .2 E هو فضاء متري تام لأن كل متتالية   مزودة بالمسافة المتقطعة

 كوشي فيه هي متتالية مستقرة وبالتالي متقاربة.

 تمرين

 ليكن dE,  فضاء متري، وليكنEF    إذن . 

F   فضاء جزئي تام  إذا وفقط إذا كانF   مغلق فيE 

 التطبيقات المستمرة

 تعريف

 ليكن   dFdE
~

FEfكن ي، ولينمتري ينفضاء ,,, :  تطبيق و Ex 0  ، EA  

  إذا تحقق ما يلي 0xمستمر عند النقطة fنقول أن  .1

               000 ,
~

,:/0,,0 xfxfdxxdExx  

Axكان مستمر عند كل نقطة  إذا A مستمر على fنقول أن  .2 0 

في فضاء متري ومفهوم الصورة و الصورة العكسية  من خلال تعريف الكرة المفتوحة

بالقضايا  0xعند النقطة  fالتعبير على استمرار يمكن بسهولة   ،لمجموعة بواسطة طبيق

 المتكافئة التالية
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 قضية

 ليكن   dFdE
~

FEfفضاءين متريين، وليكن  ,,, :   تطبيق وEx 0  ، الآتية القضايا

 المتكافئة 

1.f   0عند النقطة مستمرx 

2 .           ,,:/0,,0 0~00 xfBxfxBxExx
dd  

 

      3.             ,,:0,,0 0~00 xfBxBfx
dd  

 

     4.      
        ,,:0,,0 0~

1

00 xfBfxBx
dd

 
 

 

 )مفهوم الاستمرار بين فضاءين طبولوجيين(  ملاحظة هامة

 المفتوحة ةالكر المتكافئتين السابقتين، عندما نعوض 4و  3في القضيتين  ,0xBd  بجوار

 نعوض الكرة المفتوحة و 0xللنقطة   ,0~ xfB
d

بجوار للنقطة   0xf  نحصل على ،

 فضاءين طبولوجيين. Fو  Eإذا كان  fتطبيق التعريف استمرار 

 

 أمثلة

 لتكن .1 E، و   مجموعة كيفية  مزودة بالمسافة المتقطعة dF
~

فضاء متري كيفي  ,

FEfو  :  تطبيق. من أجل كلEx 0   :لدينا
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         ,,:/
2

1
,0 0~000 xfBxfxfxxxBxEx

dd   

Exمستمر عند كل نقطة  fإذا  0 

FEfليكن    .2 :    :تطبيق ثابت  FyxfEx  ، حيث :0   dFdE
~

,,, 

   لدينا:    Exفضاءين متريين كيفيين. من أجل كل 

         0,
~

,
~

:,0 00  yydxfxfdEx   

Exمستمر عند كل نقطة  fإذا 
 

ويمكن أخذ 
 كيفي. 

 نظرية

 ليكن   dFdE
~

FEfفضاءين متريين، وليكن  ,,, : تطبيق. القضيتين الآتيتين متكافئتين 

1. 
f 0مستمر عند النقطةx 

متتالية الإذا كانت  .2  Ex
nn 
1  0متقاربة نحوx   في dE, ،فإن المتتالية 

   Fxf
nn 
1  متقاربة نحو 0xf

 في 
 dF

~
, 

 قضية

ليكن      dGdFdE ˆ,,
~

GFgFEf، وليكن ةمتري اتفضاء ,,,   ين.تطبيق :,:

Exمستمر عند  fإذا كان   0  وg  مستمر عند  Fxf 0  فإن  مستمر عند fg   

 نظرية

ليكن         dFdE
~

FEf، وليكن ينمتري ينفضاء ,,, : ة متكافئةالآتي ايا. القضتطبيق: 

1. f مستمر علىE 

، فإن Fفي  من أجل كل مفتوح  .2 1f  مفتوح فيE 
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، فإن Fفي  Bمن أجل كل مغلق  .3 Bf 1  مغلق فيE 

4.    AfAfEA  : 

5.    BfBfFB 11:   

 ملاحظة

 النظرية السابقة تبقى صالحة في حالة التطبيقات المعرفة بين فضاءين طبولوجيين.

 تمرين

ليكن    dFdE
~

FEgf، وليكن ينمتري ينفضاء ,,, :, ين مستمرين على  تطبيقE نفرض .

E (EAفي  Aأنه يوجد جزء كثيف      بحيث )   xgxfAx  :  . 

برهن أن    xgxfEx  : 

 

 )الاستمرار بانتظام( تعريف

 ليكن   dFdE
~

FEfفضاءين متريين، وليكن  ,,, :  .تطبيق 

 إذا تحقق ما يلي      Eمستمر بانتظام على   f نقول أن

                       xfxfdxxdExx  ,
~

,:,/0,0
 

 (التماثل) تعريف

 ليكن   dFdE
~

FEfفضاءين متريين، وليكن  ,,, :  .تطبيق 

 إذا تحقق ما يلي:   تماثل  fنقول أن 

1. f .تقابل 
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2. f  1وf .مستمرين    

 

  تعريف

ليكن    dFdE
~

FEfفضاءين متريين، وليكن  ,,, :  .تطبيق 

يحقق ما يلي:    0kإذا وجد ثابت  E على  ليبشيتزي fنقول أن  .1

      xxkdxfxfdExx  ,,
~

:, 

10 بحيث Eليبشيتزي على   f إذا كان .2  k  فإننا نقول أنf .تقليص 
 

 قضية

 .هو تطبيق مستمر بانتظام ليبشيتزي كل تطبيق  

 البرهان

يكفي أخذ   ،ليبشيتزيالتطبيق  استنادا إلى تعريف ال
k


  في تعريف الاستمرار بانتظام. 

 

 )النقطة الصامدة( تعريف

EEf ليكن :  تطبيق. نقول أنEa بالنسبة لــ  نقطة صامدةf إذا كان  aaf  

 

 )نظرية النقطة الصامدة(  نظرية

ليكن  dE,  ليكنفضاء متري تام و EEf :  تقليص. إذنf .يقبل نقطة صامدة وحيدة 
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 البرهان

أي   bو  aيقبل نقطتين صامدتين و لتكن  fأولا بالنسبة للوحدانية، نفرض أن 

    bbfaafba  : . 

لدينا           bakdbfafdbad ,,,     وبالتالي فإنk1  لأن   0, bad   وهذا

 .تقليص fتناقض مع كون 

ف المتتاليةEنقطة كيفية من   0x بالنسبة للوجود: لتكن  . نعر   Ex
nn 
1

 كما يلي 

 1 nn xfx 

أن   n تقليص، نبرهن بالتراجع على fاستنادا إلى كون    011 ,,:0 xxdkxxdn n

nn    

ثم باستعمال المتراجحة المثلثية نبرهن أن    01 ,
1

,:1,0 xxd
k

k
xxdpn

n

npn


  

10ونظرا لأن    k   فإننا نستنتج أن 
1nnx   متتالية كوشي فيE  وبما أن ،E   فضاء

 Eaنحو نقطة ولتكن  تام فهي متقاربة

الآن، بالمرور إلى النهاية في العلاقة    1 nn xfx علما أن ،f  تطبيق مستمر )لأنه

ليبشيتزي(، فإننا نجد أن   aaf  

 


