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I .  الحق̀ق̀ة  عموم̀ات حول ا߱وال:      
      :ا߱اߦ   تعريف . 1
Eمن  لمتغير حق̀قي حق̀ق̀ة  ̮سمي داߦ     نحو  كل ̊لاقةf   رفق ˊكل عنصر˔x  منE  كثرҡٔعنصرا وا˨دا ̊لى اy   من   

ك˗ب ::و̯

( )

f E

x y f x





   سمى˓x سابقة و y   صورةx  ߱Դاߦf سمّى بمجمو̊ة تعريف    fلها صور Դ߱اߦ   السوابق التيمجمو̊ة  و˓

رمز لها بـ:    f ا߱اߦ ك˗ب fDو̯ }  و̯ / ( ) }fD x E f x  .  
  : ˭اصة ت  ˨الا

Eفي الحاߦ  -1    ا߱اߦf     حق̀ق̀ة تعرّف م˗تالية.  
fDبحيث   نحو  Eداߦ من   f إذا كانت   - 2 E   ّفإنf  اتطبيق˓سمّى .  

  :  ߧ ǫٔم˞

f:  العلاقة:) 1    :ح̀ث
2

1
( )

1
x y f x

x
 


 حق̀قي.لمتغير  حق̀ق̀ة هي داߦ  

f:لتكن ) 2    ّداߦ ̊ددية لمتغير حق̀قي، لنعين fD  مجمو̊ة تعريفf :في كلّ الحالات التالية  
 (ǫٔ2( ) 1f x x .  f  ّ2فة  معر 1 0x     وم̲هf   معرفة] , 1[ ] 1, [x       لتاليԴو] , 1[ ] 1, [fD        

1ب) 
( )

( )
f x

E x
.    f  ّفة معر( ) 0E x    وم̲ه    f  0,1]معرفة[x       لتاليԴو] , 0[ [1, [fD                  

)2ج)  ) ln(4 )f x x .    f ّ24فة معر 0x     وم̲هf  معرفة] 2, 2[x     لتاليԴو] 2, 2[fD          
f:: لتكن م̲حنى ا߱اߦ . 2   ا̮س̊ددية لمتغير حق̀قي، ̯زوّد المس̑توي بمعلم م˗عامد  داߦˤ˗وم .  

)مجمو̊ة النقط  , )M x y ح̀ث fx D و  ( )y f x   سمّى م̲حنى˓f   رمز ࠀ ك˗ب: fCو̯ }و̯ ( , ) / ( )}f fC M x y x D y f x      
f:لتكن  :شفعية داߦ .  3   ̊لى داߦ معرّفةfD  يǫٔ ل̱س̑بة ̥لصفرԴ مجمو̊ة م˗ناظرة f fx D x D      
f  :فردية إذا وفقط إذا تحقّق( ) ( )fx D f x f x        وf  :زوج̀ة إذا وفقط إذا تحقّق( ) ( )fx D f x f x     

  :  اتملاحظ 
  ور الترات̿ب)لحامل لح م̲حنى داߦ فردية (زوج̀ة) ̽كون م˗ناظرا Դل̱س̑بة لمبدǫٔ المعلم (Դل̱س̑بة - 1
}إذا رمزԷ بـ:  -2 / 0}f fD x D x    و  { / 0}f fD x D x    (زوج̀ة) ̯ك˗في بدراس̑تها ̊لى  تغيرات داߦ فردية  و߱راسةfD  
)fD م̲حناها و̯كمل) ثمّ ̯رسم (ل̱س̑بة لحامل لحور الترات̿بԴ) المعلم ǫٔل̱س̑بة لمبدԴ لتناظرԴ إ̮شاءه 

f:لتكن تطبيق:   2  داߦ ح̀ث( ) ln( 1)f x x x  .   :ّنǫٔ اثˌتfD    ّنǫٔو f  .فردية  
f:  : لتكنداߦ دورية  . 4   نّ داߦǫٔ نقول .f  د ̊ددا حق̀ق̀ا موجˍا تماما lداߦ دورية إذا وT :بحيث  

( ) ( )fx D f x T f x       صغرǫٔ ̊دد حق̀قي موجب تماما ̼سمّىT بدور ا߱اߦ f.  
  .fلـ   دور كذߵهو  kT فإنّ  f  دورا ߱اߦ Tكان   : إذاملاحظة 

  :  ǫٔم˞ߧ 
cosx) ا߱اߦ 1 x 2  دورية ودورهاT   
sinx) ا߱اߦ 2 x 2  دورية ودورهاT   
)) ا߱اߦ 3 )x x E x  )( )E x  (1  دورية ودورهاداߦ الجزء العشريT  ن نبرهن (̽كفيǫٔ( ) ( ) ,E x k E x k k    (  

f:إذا كانت : ن˖ˤ̀ة    ودورها داߦ دوريةT إنّ ف :g   المعرفة بـ: ا߱اߦ( ) ( )g x f ax b   ح̀ث*aوb   دورية
  ودورها

T

a
.  

): ߱ينا ˊرهان  ) ( )f x T f x  نّ:   ونثˌتǫٔ( )
T

g x g x
a

   
 

.  

 ߱ينا    ( )
T T

g x f a x b f a x b T f a x b g x
a a

                     
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,3  : م˞ال  5, ( ) tan(5 3)b a g x x     و( ) tanf x x.tan   دورية ودورهاT  إذاtan(5 3)x  دورية ودورها  
5

T


  
      :ا߱وال المحدودة .  5

f: لتكن I   داߦ معرّفة ̊لى  fI D   و( )f I  مجمو̊ة قيمf  يǫٔ( ) { ( ) / }f I f x x I     
  : تعاريف

)إذا وفقط إذا كانت    من اҡٔ̊لى محدودة ǫٔ  fننقول ) 1 )f I ̊لىҡٔي إذا محدودة من اǫٔ يلي: تحقق ما  
, , ( )M x I f x M      

)إذا وفقط إذا كانت   سفلمحدودة من اf  ٔҡ  نقول ǫٔن) 2 )f I سفلҡٔي إذا محدودة من اǫٔ  :تحقق ما يلي
, , ( )m x I f x m      

)إذا وفقط إذا كانت  محدودة f  نقول ǫٔن) 3 )f I  ي إذامحدودةǫٔ  :تحقق, , , ( )m M x I m f x M       
,0محدودة إذا وفقط إذا تحقق ما يلي:  ǫٔfو بمعنى ǫخٓر , | ( ) |M x I f x M      

  : اتملاحظ 
) ا߽مو̊ةفإنّ محدودة  f  إذا كانت) 1 )f I   محدودة في ̊لى   وتقˍلǫٔ دّا˨دّا   هذه الحاߦ ̯رمز بـ:   وفي ǫٔسفلا و˨

sup ( ) sup ( )
x I

f x f I


  و  inf ( ) inf ( )
x I

f x f I


  القيمتان .sup ( )f x و  inf ( )f x ̊لى ˓سمّيان ̊لى التوالي الحҡٔسفل  والحدّ دّ اҡٔا
رمز fل߲اߦ  supلهما بـ:   و̯ f و  inf f و߱ينا  

0 0

, ( )
sup

0, , ( )

x I f x M
M f

x I f x M 
  

          و
1 1

, ( )
in f ( )

0, , ( )

x I f x m
m f x

x I f x m 
  

         
supالحدّان ) 2 ( )f x و  inf ( )f x   لضرورة إلىԴ لا ي̱تميان( )f I في ˨اߦ .sup ( )f x و  inf ( )f x   ي̱تميان إلى( )f I نّ ا߱اߦǫٔ نقولf 

تص̿ب ˨دّيها ̊لى  fيعني:   وهذا I̊لى  تص̿ب ˨دّيها
0 0

1 1

, s u p ( ) ( )

, i n f ( ) ( )
x I

x I

x I f x f x
I

x I f x f x




   
  

  

 ǫٔم˞ߧ :    
:) ا߱اߦ 2 lng x x     ̎ير محدودة ̊لىgD  ٔҡ߱ 0[ ينانه, [gD   و  ( ) ] , [gg D     محدودة.̎ير    
)) ا߱اߦ 3 )x x E x محدودة ̊لى    ن̓ه ߱يناҡٔ, 1 ( )x x E x x     وم̲ه( ) 1x E x x     

,إذا   0 ( ) 1x x E x      
3) ا߱اߦ 3

: ,
2 2

f I
     

  ح̀ث ( ) cosf x x ا߱اߦ .f  ّنҡٔ محدودة   1,1f I    محدودة  
supو߱ينا ( ) sup ( ) 1f x f I  و  inf ( ) inf( ) 1f x I   نّ ا߱اߦ  و̮س̑ت̱˗جǫٔf تص̿ب ˨دّيها ̊لىI  دˡنهّ يوҡٔ  

0 00 , ( ) (0) cos0 1 supx I f x f f       1  و 1, ( ) ( ) cos 1 infx I f x f f           
  : اتجاه تغير داߦ  .6
f: لتكن: ريفاتع    داߦ ̊ددية معرّفة ̊لى fD  .  
fI̊لى ا߽ال  (متزايدة تماما) متزايدة  fنقول ǫٔن  ) 1 D إذا كان :

1 2 1 2 1 2 1 2, , ( ) ( ) ( ( ) ( ))x x I x x f x f x f x f x        
fI̊لى ا߽ال  (م˗ناقصة تماما) م˗ناقصة  fنقول ǫٔن  ) 2  D :إذا كان  
 1 2 1 2 1 2 1 2, , ( ) ( ) ( ( ) ( ))x x I x x f x f x f x f x       
fIرت̿ˍة ̊لى   fنقول ǫٔن  ) 3 D   إذا كانت متزايدة ̊لى كل ا߽الI  و م˗ناقصة ̊لى كلǫٔI.  

  : ة ملاحظ 
fIرت̿ˍة (رت̿ˍة تماما) ̊لى  fنقول ǫٔن  D  إذا كانت متزايدة (متزايدة تماما) ̊لى كلّ ا߽الI   ّو م˗ناقصة (م˗ناقصة تماما) ̊لى كلǫٔ  I.  
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fI̊لى   fاتجاه تغير داߦ   ߱راسة ن˖ˤ̀ة: D   ن ندرس إشارةǫٔ 1̽كفي 2

1 2

( ) ( )f x f x

x x




1 ح̀ث Iمن   2xو  1xمن ˡǫٔل   2x x  

1) إذا كانت  1 2

1 2

( ) ( )
0 ( 0)

f x f x

x x


 


فإنّ  

 
f   متزايدة (متزايدة تماما) ̊لىI  

1) إذا كانت  2 2

1 2

( ) ( )
0 ( 0)

f x f x

x x


 


فإنّ  

 
f   م˗ناقصة (م˗ناقصة تماما) ̊لىI 

  م˞ال:  
)2   المعرّفة بـ:  fا߱اߦ  ) 4 3f x x x    ̊لى ا߽التماما م˗ناقصة   , 2 نҡٔ :  2( ( ) ( 2) 1)f x x   و ߱ينا

2 2
1 2 1 2 1 2 1 22, 2 2 0 ( 2) ( 2) ( ) ( )x x x x x x f x f x              

  ̊لى ا߽ال تماما  متزايدة  fا߱اߦ 2,  ّنهҡٔ  لˡǫٔ 1منx 2وx   من 2, 1  ح̀ث 2x x ߱ينا  
1 2

1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2
4

1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( 2) 1 (( 2) 1) ( 2) ( 2) ( )( 4)
4 0

x x

x x

f x f x x x x x x x x x
x x

x x x x x x x x



 

           
      

   
  

II -    تԹا̦نها :  
الشكل مف˗وح منمجال  كلّ  0x̮سميّ جوارا ل̒لعدد الحق̀قي :  ǫٔو  0x  جوار ̊دد حق̀قي  .  1 0 0,x x   0  ح̀ث    

كلّ مجال من الشكل  ) )لـ  اجوار  و̮سمّي ,a  ) ,b ح̀ث (,a b  
f:لتكن  :0xجوار ̊دد حق̀قي    ا߱اߦ المعرّفة في .  2 I    0  وx  ّنǫٔ ̊ددا حق̀ق̀ا. نقولf   0معرّفة ̊لى جوارx    

إذا تحقق:  0 00, ,x x I        
f:لتكن  :نهاية داߦ عند ̊دد حق̀قي .  3 I    0 معرّفة ̊لى جوار العدد  داߦx  س̑ت˝̲اء محتمل عندԴ0x    

):0 ,00ق الشرط: إذا تحقّ   0xعند   lم̲تهية   تقˍل نهاية   fنّ ǫٔ نقول  .  ̊ددا حق̀ق̀ا   lليكن  :1تعريف  ( ) )x x f x l             
)ǫٔنّ ونقول كذߵ   )f x إلى   ؤوليl عندما  x 0 يؤول إلىx رمز  :اإذ و̯

0

lim   ( )
x x

f x l


 وǫٔ  
0

lim   
x

f l  
ǫٔنّ  إثبات: ملاحظة 

0

lim   ( )
x x

f x l


  س̑ت˯دام التعريف ̽تمثل فيԴ إيجاد  بدلاߦ   0وx .    
: لإثبات ǫٔنّ : م˞ال 

2
lim 3 5 1
x

x


  س̑ت˯دام التعريفԴ  :ّنǫٔ ن نثˌتǫٔ 0̽كفي,  0 : ( 2   3 6 )x x             

3 6 3 2 2
3

x x x
         ̽كفي اخ˗يار  . إذا

3

   العلاقة: ̥لحصول ̊لى

0,  :   2   3 6
3 3

x x
             

دانية ا̦نهاية).نظرية    فه̖ي وح̀دة. aنهاية عند   fإذا قˍلت ا߱اߦ :(و˨
دانية ا̦نهاية عند المتتاليات.نبرهن  :ˊرهان    بطريقة مشابهة لإثبات و˨
)م˗تالية   كل من ˡǫٔل    إذا وفقط إذا كان   0xعند العدد    lنهاية    f˔كون ل߲اߦ . )والمتتاليات(ا̦نهاԹت :نظرية  )ns   منI   0  م˗قاربة نحوx   ̽كون  :

lim   ( )n
n

f s l


 .    :و̯ك˗ب
0

0lim   ( ) :[( lim ) lim   ( ) ]n n nx x n n
f x l s I s x f s l

  
     

 
لإثبات ǫٔن  : ن˖ˤ̀ة

0

lim  ( )
x x

f x


)إيجاد م˗تاليتين    موجودة ̽كفي ̎ير     )ns    و( )nt    0لهما نفس ا̦نهايةx    بۣ̿ نهايتي( )nf s    و( )nf t   .مختلف˗ان  

1فة كما يلي:المعرّ  fا߱اߦ   نهاية  ǫٔنّ لنثˌت  : م˞ال 
( ) cosf x

x
   0̎ير موجودة عند 0x .  

1: المتتاليتانلتكن 

2ns n
   1و

(2 1)nt n 



ۣ   0نها̽تهما تؤولان إلى   lim  ب̿   ( ) lim cos(2 ) 1n

n n
f s n

 
    

limو     ( ) lim   cos(2 1) 1n
n n

f t n 
 

    نّ  وبماǫٔlim   ( ) lim   ( )n n
n n

f s f t
 

   ّا߱اߦ   فإنf  0لا تقˍل نهاية عند .  

,00 إذا تحقق الشرط: 0x  إلى xعند ما يؤول  تؤول إلى  fنقول ǫٔنّ   :2تعريف   0 : ( )A x x f x A          
رمز   بـ: و̯

0

lim  ( )
x x

f x


  
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  ّنǫٔ نقولf   تؤول إلى عند ما يؤولx 0إلىx :00 إذا تحقق الشرط,  0 : ( )A x x f x A          
رمز   بـ: و̯

0

lim  ( )
x x

f x


.  
     :وال̿سارنهاية داߦ عند ̊دد حق̀قي من ا̦يمين  .  4
    :ريفاتع

  ّنǫٔ نقول f  تقˍل نهاية l  0عندx   :ك˗ب من ا̦يمين و̯
0

lim   ( )
x x

f x l



 :إذا تحقّق الشرط 

0,  0 : [0 ( ) ]x a f x l              
  ّنǫٔ نقول f   تقˍل نهايةl  0عندx ك˗ب:   من )  limال̿سار و̯ )

x a

f x l



 :إذا تحقّق الشرط 

00,  0 :[0 ( ) ]x x f x l              
  موجودتين ǫٔيضا و ˊكون ߱ينا  وال̿سارفإنّ ا̦نهايتين ̊لى ا̦يمين  0xعند ̊دد l  تقˍل نهاية fإذا كانت  ملاحظة:

0
0 0

lim   ( ) lim   ( ) lim   ( )
x x

x x x x

f x f x f x l
   

  
  

  : نتائج
1 (

  0
0 0

lim   ( ) lim   ( ) lim   ( )
x x

x x x x

f x f x l f x l
   

   
  

إذا كانت ) 2
0 0

lim   ( ) lim   ( )
x x x x

f x f x
 
 

   ّفإنf  0العدد  نهايةتقˍلx
 

  

  : ǫٔم˞ߧ 

ا߱اߦ المعرّفة ̊لى   fلتكن  ) 1   ,1 1,     :بـ
3 8

( )
1

x
f x

x





  

߱ينا 
2

2

1 1 1
1 1

( -1)( 1)
lim   ( ) lim ( ) lim ( ) lim lim( 1) 3

1x x x
x x

x x x
f x f x f x x x

x     

 
      


  

2 (
  0 0

| |
lim  lim  1
x x

x x

x x 
 

  و
 0 0

| |
lim  lim  1
x x

x x

x x 
 


    وم̲ه

0 0

| | | |
lim  lim  
x x

x x

x x 
 


 

|وԴلتالي ا߱اߦ |x
x

x


 
  0تقˍل نهاية عند  لا

߽   ǫٔ˨د  ̊لىداߦ معرّفة    fلتكن   : لانهاية   نهاية داߦ عند .  5 الينا ,a   وǫٔ , b ح̀ث ,a b    
  : تعاريف 

1.  lim (x) ( ) 0,  0 :[ ( ) ]
x

f l l x f x l   


           
2  .lim (x) ( ) 0,  0 :[ ( ) ]

x
f l l x f x l   


            

3  .lim (x) + 0,  0 :[ ( ) ]
x

f A x f x A 


          
lim) نعرّف ا̦نهاԹت: 3(̥لتعريف بطريقة مشابهة  ( )

x
f x


 ،lim ( )

x
f x


   وlim ( )

x
f x




  
  : العمليات ̊لى ا̦نهاԹت.  6

˨الات لا ̯تمكّن  هناك  في حساب ا̦نهاԹت لكن  تبقى صالحة Դل̱س̑بة ل߲وال تتالياتكل ˨الات العمليات ̊لى ا̦نهاԹت المذ̠ورة في موضوع الم 

0،( التعيين اة ˨الات ̊دن كالحالات الموالية المسمّ  يد ا̦نهاية إلا بطرق م̲اس̑بةفيها من تحد


،0

0
  ، ،1 00و( .  

 ǫٔ :م˞ߧ  
حساب   )1 3 2lim 3

x
x x


  3. عندما ̯ك˗ب 2lim lim 3

x x
x x

 
      يلي:لكن ̮س̑تطيع رفع ̊دم التعيين كما  

 2 2 3 33
lim 3 lim 1 lim
x x x

x x x x
x  

       
 

.  
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حساب   )2
24

lim
1x

x x

x




. عندما ̯ك˗ب  
2

0

0

lim 4 0

lim 1 0
x

x

x x

x








 يلي: التعيين كما̮س̑تطيع رفع ̊دم ،  

22
2

2

1
lim (4 )lim (4 )

lim 4
1lim ( 1) lim (1 )

xx

x
x

x

xx x
x x

x x
x









   

 
. 

حساب    ) 3
2

sin
lim
x

x

x
.߱ينا  

2 2 2

1 sin 1
,  -

x
x

x x x
      :ّنǫٔ 2  وبما 2

1 1
lim lim 0
x xx x 


     :حسب نظرية الحصر ̽كون

2

sin
lim 0
x

x

x


  
0xمقارنة ا߱وال في جوار  . 7 :  
:ريف اتع

  
) نقول ǫٔنّ Դ0x  1س̑ت˝̲اء محتمل عند  0x   جوار Vدالتين معرّف˗ين ̊لى gو fلتكن
  

f مامǫٔ ࠐمߧg  يؤولعندماx 0إلىx وǫٔ) 0عندx  ك˗ب ) و̯
0

( )
x x

f g

  دت داߦ lإذا و :بحيث  

, ( ) ( ) ( )x V f x x g x   و  
0

lim ( ) 0
x x

x


   
) نقول ǫٔنّ 2

  
gمس̑يطرة ̊لىf  يؤولعندماx 0إلىx وǫٔ) 0عندx  ك˗ب ) و̯

0

( )
x x

f g

o   دت داߦ lإذا وk  :بحيث  

, ( ) ( ) ( )x V f x k x g x   وا߱اߦ k محدودة ̊لىV   
الرمز̽ن
   

  . يا رمزي لاندو̼سمّ  o  و
  : ملاحظات

  :فإنّ  0x  جوار Vلا تنعدم في  g  إذا كانت

 ٔǫ(
  00

( )
( ) lim 0

( )x xx x

f x
f g

g x
                ب (f

g
  Vمحدودة ̊لى  

0

( )
x x

f g

 o  

ǫٔ  1 (3م˞ߧ:  2

0
( )

x
x x


   2 ((| ln |) ( ) ( 0)

x
x x  


  3 (2 22 ( )

x
x x


o 4 (

0
(ln | |) ( ) ( 0)

x
x x  


    

  : ا߱وال المتكاف˄ة.  7
تعريف:
  

0ح̀ث 0xجوار    Vدالتين معرّف˗ين ̊لى gو fلتكن  { , }x      .
ك˗ب 0xعند (ǫٔو 0xإلى xيؤول عندما  g˔كا߈ fنقول ǫٔنّ     ) و̯

0

( )
x x

f g

  يلي:إذا تحقّق ما

0

( )
x x

f g g


     
نلاحظ ǫٔنّ : ملاحظة 

0 0

( ) ( )
x x x x

f g g f g f
 

         

: واص خ 
)  العلاقة) 1     )  وال المعرّفة في جوار ّ߱    0x̊لاقة ˔كافؤ في مجمو̊ة ا

2(
  

:  فإنّ  0x  جوار Vفي  انلا تنعدم gو  f  إذا كانت
00

( )
l i m 1

( )x xx x

f x
f g

g x
          

3 (
0 00

( ) ( lim ( ) ) lim ( )
x x x xx x

f g f x l g x l
 

     

4 (
0 0

lim ( ) 0
x x x x

f x l f l
 

     

فإنّ:   0x  ̊دد  جوار V̊لى Գش̑تقاقتقˍل  f  إذا كانت ) 5
0

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
x x

f x f x x x f x


           
  : العمليات ̊لى ا߱وال المتكاف˄ة 

       (ǫٔ إذا كانتf  ،g،  h و  k   معرفة في جوار Գ0دوx   من :ح̀ث 
0

( ) ( )
x x

f x g x

 و 

0

( ) ( )
x x

h x k x

 :ّفإن  

1 (
0

( ) ( ) ( ) ( )
x x

f x h x g x k x

   

فإنّ:  0xلا تنعدمان في جوار   k  و hإذا كانت  ) 2
0

( ) ( )

( ) ( )x x

f x g x

h x k x
  
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فإنّ: 0x تماما في جوار ينموجˍت g  و f) إذا كانت  3
0

( ( )) ( ( )) ( )
x x

f x g x  


    
  :فإنّ  من   0yفي جوار   معرّف˗يندالتين  gوfوكانت  من   0xداߦ معرّفة في جوار    uإذا كانت ب)     

0 0 0
0( lim ( ) ) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))

x x x y x x
u x y f x g x f u x g u x

  
     

  : بعض ا߱وال المتكاف˄ة المˆلٔوفة 
1(

0
ln (1 )

x
x x


                              4 (

0
1x

x
e x


   

2 (
0

sin
x

x x

                                  5 (

2

0
cos 1

2x

x
x


    

3 (
0

tan
x

x x

                                 6  (

0
(1 ) 1 , ( )

x
x x  


        

إذا كانت  ن˖ˤ̀ة:
0

lim ( ) 0
x

f x


  :ّفإن  
1(

0
ln (1 ( )) ( )

x
f x f x


                    4 (( )

0
1 ( )f x

x
e f x


   

2 (
0

sin ( ) ( )
x

f x f x

                      5 (

2

0

( )
cos ( ) 1

2x

f x
f x


    

3 (
0

tan ( ) ( )
x

f x f x

                      6  (

0
(1 ( )) 1 ( ),

x
f x f x  


         

  ǫٔم˞ߧ: 
1 (( ) ln(1 sin )f x x 

 
  fلنعينّ ا߱اߦ المكاف˄ة لـ:

في جوار
  

߱ينا .0
0 0

( ) ln (1 s in ) s in
x x

f x x x x
 

     
2 (( ) ln(1 cos )g x x 

 
  gلنعينّ ا߱اߦ المكاف˄ة لـ:

في جوار
  

). نلاحظ ǫٔنّ 0 )g x
 

cos لا ˔كا߈ x  ّنҡٔ
 0

lim cos 1 0
x

x


   

 ߱ينا
2 2 2 2

0 0
( ) ln (1 c o s ) ln 2 ln 2 1 ln 2 ln 1 ln 2

2 4 4 4x x

x x x x
g x x

 

      
              

      
 

 
III -   س̑تمراريةԳ:     
Գ:  :fس̑تمرار عند ̊دد حق̀قي .  1 I     ّ0فة في جوار ̊دد  داߦ معرx  منI.  
  ريف: اتع

  ّنǫٔ نقولf   مس̑تمرة عند
0x  الشرطان: إذا تحقق  

) ا̦نهاية  1
0

lim   ( )
x x

f x


  . في    موجودة  
2 (

0
0lim   ( ) ( )

x x
f x f x


  

ǫٔ0و بمعنى ǫخٓر إذا تحقق ما يلي:   00 ,  0 : ( ( ) ( ) )x I x x f x f x               
مس̑تمرة عند   ǫٔfن  إثبات - 

0x  س̑ت˯دام التعريف ̽تمثل فيԴ إيجاد  بدلاߦ 0وx .    

  ّنǫٔ نقولf مس̑تمرة ̊لى ا̦يمين عند
0x   :ك˗ب و̯

0

0lim   ( ) ( )
x x

f x f x



  :إذا تحقق ما يلي  

0 0 00 ,  0 : ( ( ) ( ) )x I x x x f x f x                
  ّنǫٔ نقولf  مس̑تمرة ̊لى ال̿سار عند

0x  :ك˗ب و̯
0

0lim   ( ) ( )
x x

f x f x



   :إذا تحقق ما يلي  

0 0 00 ,  0 : ( ( ) ( ) )x I x x x f x f x                
مس̑تمرة عند العدد   f˔كون ا߱اߦ  ن˖ˤ̀ة: 

0x   0إذا وفقط إذا كانت مس̑تمرة من ا̦يمين ومن ال̿سار عندx   :ك˗ب   و̯

0
0 0

0 0lim   ( ) ( ) lim   ( ) lim   ( ) ( )
x x

x x x x

f x f x f x f x f x
   

     

  ّنǫٔ نقولf  مس̑تمرة ̊لى ا߽الI   إذا كانت مس̑تمرة عند كل ̊دد منI.  
,0]:لتكن ا߱اߦ: ) 1 :ߧ ǫٔم˞ [f     :المعرفة بـ( )f x x  
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مس̑تمرة عند كل ̊دد  fا߱اߦ 
0 0x  :ّنҡٔ .0 00,  0 : 0 ( ( ) ( ) )x x x f x f x               

0߱ينا: 0
0 0

0 0 0

( ) ( )
x x x x

f x f x x x
x x x x

 
     

   ن نˆٔ˭ذǫٔ ̽كفيa   .س̑تلزامԳ حتى يتحقق  

ҡٔنّ:  0مس̑تمرة من ا̦يمين عند  f) في المثال السابق ا߱اߦ2
0 0

lim   ( ) lim   0 (0)
x x

f x x f
 
 

  
  

|) ا߱اߦ 3 |x x
 

ҡٔنّ: 0مس̑تمرة عند
0 0

lim| |  lim(- ) 0
x x

x x
 
 

 
 

و
0 0

lim| |  lim 0
x x

x x
 
 

 
   

وԴلتالي: 
0

0 0

lim  ( ) lim  ( ) lim  ( ) 0
x x

x x x x

f x f x f x
   

  
  

  .مس̑تمرة ̊لى   cos وا߱اߦ sinا߱اߦ   الحدود،دوال كثيرات  الثابتة،ا߱اߦ  ) كل من4
  الصمّاء مس̑تمرة ̊لى مجمو̊ة تعريفها.   وا߱وال) ا߱وال الناطقة 5

مس̑تمرة عند العدد    f˔كون ا߱اߦ ).  والمتتاليات(Գس̑تمرار  :نظرية 
0x   ل كل م˗تاليةˡǫٔ إذا وفقط إذا كان من( )ns   منI   0  م˗قاربة نحوx    :̽كون

0lim   ( ) ( )n
n

f s f x


 . ك˗ب   :و̯
0

0 0 0lim   ( ) ( ) :[( lim ) lim   ( ) ( )]n n nx x n n
f x f x s I s x f s f x

  
      

  
:0و̊ددا حق̀ق̀ا    ،0xمجالا من   Iليكن : ا̦تمديد Դلاس̑تمرار .  3 { }f I x  داߦ  

إذا كانت  0xعند العدد fتقˍل تمديدا Դلاس̑تمرار إلى داߦ  fا߱اߦ  ǫٔنّ   نقول تعريف:
0

lim   ( )
x x

f x l


   :ك˗ب   و̯

0

0

( ) , { }
( )

,

f x x I x
f x

l x x

 
    

  .0x عند f ˓سمى ا̦تمديد Դلاس̑تمرار ل߲اߦ fا߱اߦ 

sinب̒الشكل:   *̊لىالمعرفة  fا߱اߦ الحق̀ق̀ة  ) ǫٔ1م˞ߧ: 
( )

x
f x

x
 لاس̑تمرار عندԴ 0  تقˍل ا̦تمديد 0x   ّنҡٔ 

0

sin
lim 1
x

x

x
  

كون f::و̽      :ح̀ث
s i n

, 0
( )

1 , 0

x
x

f x x
x

  
 

  

1ب̒الشكل:   *المعرفة ̊لى    fا߱اߦ الحق̀ق̀ة  )2

( ) xf x e لاس̑تمرار عند لاԴ 0  تقˍل ا̦تمديد 0x    ّنҡٔ1

0
lim   x

x
e


  ̎ير موجودة  

  : ̊لى ا߱وال المس̑تمرّة  عمليات.  4
   فإنّ:ين Զبت ينن حق̀ق̀ ̽ ̊دد   و   وكان     0x عند ̊دد حق̀قي ين مس̑تمرت ين ̀ت حق̀ق  ين دالت   gو  fإذا كانت 
|) ا߱اߦ 1 |f   مس̑تمرة عند

0x  .  
f) ا߱اߦ 2 g    مس̑تمرة عند

0x  .  
  .  0x  مس̑تمرة عند fg) ا߱اߦ 3
)0) إذا كان  4 ) 0g x  ا߱اߦ .f

g
  . 0x  مس̑تمرة عند العدد 

)max) ا߱التان 5 , )f g   وmin( , )f g  ن عندԵ0  مس̑تمرx  :ّنҡٔ .1
max( , ) ( | |)

2
f g f g f g      و 

1
min( , ) ( | |)

2
f g f g f g     

)0داߦ مس̑تمرة عند   gو  0xداߦ مس̑تمرة عند ̊دد   f) إذا كانت6 )f x    فإنّ ا߱اߦg f   مس̑تمرة عند
0x  

u:ا߱اߦ   م˞ال:     المعرفة بـ( ) sin | |u x x   مس̑تمرة ̊لى  :ّنҡٔu  :لشكلԴ هي داߦ مر̠بةu g f     :ح̀ث  
:f    ح̀ث( )f x x  و:g     ح̀ث( ) sing x x  هي داߦ مس̑تمرة ̊لى  

  من   Iداߦ حق̀ق̀ة معرفة ̊لى مجال fلتكن : Գس̑تمرار المنتظم.  5
,20الشرط:إذا تحقق  Iمس̑تمرة Դنتظام ̊لى ا߽ال fنقول ǫٔن  :تعريف  0: ( , ) ( ( ) ( ) )x y I x y f x f y                 
 :  اتملاحظ 

  بˆكمٔࠁ بۣ̿ Գس̑تمرار عند ̊دد مفهوم محلي ǫٔي في جوار هذا العدد.  ԳIس̑تمرار Դنتظام مفهوم ˭اص Դ߽ال  - 1
    فقط. بدلاߦ  Դس̑ت˯دام التعريف نثˌت ايجاد   Iمس̑تمرة Դنتظام ̊لى ا߽ال ǫٔfن  لإثبات  - 2
  .والعكس ̎ير صحيح هي مس̑تمرة ̊لى هذا ا߽ال  Iمس̑تمرة Դنتظام ̊لى مجال fداߦ كل - 3
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  :  ǫٔم˞ߧ 
,0]:لتكن ا߱اߦ: ) 1 1]f     :2المعرفة بـ( )f x x  

,ҡٔ .0نّ:  [0,1]مس̑تمرة Դنتظام ̊لى ا߽ال    fا߱اߦ   ( ) 0 : , , ( ) ( )x y I x y f x f y                

2߱ينا:  2( ) ( ) ( ) 2f x f y x y x y x y x y x y x y            ن نˆٔ˭ذǫٔ ̽كفي
2

   .س̑تلزامԳ حتى يتحقق  
f:) لتكن ا߱اߦ: 2      :2المعرفة بـ( )f x x   .f مس̑تمرة ̊لى   لكن  f  نتظام ̊لىԴ ̎ير مس̑تمرة  :ّنҡٔ  

2 2 20, 0, ( , ) [(| | ) | | ]x y x y x y              
1نˆٔ˭ذ    ل كلˡǫٔ 0. من  د ̊ددان حق̀ق̀انˡيو ،x    وy   :1ح̀ث

x


 2   و
y x


   

| ߱ينا | | |
2 2

x y
  

    و  
2

2 2 2
| | | | ( ) 1 1

2 2 2 4
x y x y

   


       
  

  : حول ا߱وال المس̑تمرة   نظرԹت ǫٔساس̑ية .  6
.ǫٔ  نظرية ها̽نHeine:  ّداߦ  كل:f I     مغلق ومحدود)  (متراص مس̑تمرة ̊لى مجال baI ,  نتظام ̊لىԴ هي داߦ مس̑تمرة

  هذا ا߽ال.
  (Դلخلف)البرهان  

ير مس̑تمرة Դنتظام  fنفرض ǫٔن   مس̑تمرة و̎ ba,  س̑تمرار وجودԳ عندئذ يبينّ نفي انتظام .0   وم˗تاليتينnx   وny  بحيث  
 .* 1

:            ( ) ( )n n n nn x y f x f y
n

         1 يتضح من العلاقة* :    n x y
n n n

      
م˗تالية حق̀ق̀ة محدودة تقˍل م˗تالية جزئية م˗قاربة)   (كلفا̽رستراش  -محدودԵن. وԴلتالي ̮س̑تطيع تطبيق نظرية بولزانو nyو   ǫnxٔن المتتاليتين  

واس̑تخراج م˗تالية جزئية  nx̊لى 
in

x  م˗قاربة نحو ̊ددlولما كان . * 1
:    

i in n
i

i x y
n

        
lim ) (0فإن 

i


 ii nn yx نǫٔ وهكذا ̮س̑ت̱˗ج .
in

y   يضا ونها̽تها ˓ساويǫٔ م˗قاربةl.  
*وԴلرجوع إلى العلاقة  :      ( ) ( )

i in ni f x f y      
في المتباينة    يؤول إلى   iوجعل   )()( 

ii nn yfxf  نصل بفضل اس̑تمرارf  0)()(0 :إلى التناقض  lflf  .  
:: ا߱اߦ:  م˞ال sinf x x   0]مس̑تمرة ̊لى ا߽ال, ]    نتظام ̊لىԴ لتالي مس̑تمرةԴ0]و, ] .  

˪ّة نظرية ها̽ن والمحدودإنّ شرط المغلق  ملاحظة:    .ضروري لص
  :  ǫٔم˞ߧ

f:2) ا߱اߦ: 1 x x   0]مس̑تمرة ̊لى ا߽ال, [  .نتظام ̊لى هذا ا߽الԴ لكنهّا ̎ير مس̑تمرة  

1) ا߱اߦ: 2
:f x

x
   0[مس̑تمرة ̊لى ا߽ال,   لكنهّا ̎ير مس̑تمرة Դنتظام ̊لى هذا ا߽ال.  [1

  : Weierstrass فا̽رستراش نظرية ب.  
مس̑تمرة ̊لى متراص   fكل داߦ   ba,  دنى.هيҡٔ̊لى واҡٔي   داߦ محدودة وتدرك ˨ديها اǫٔ ( , )f a b  ̊لى محدودة وا߱اߦҡٔتدرك ˨ديها ا

 ٔҡد ̊ددان  دنىواˡنه يوǫٔ يǫٔ1x 2وx    من ba,  بحيث
 

1
,

( ) sup ( )
x a b

f x f x


     و
 2 ,

( ) inf ( )
x a b

f x f x


  

)2  م˞ال: ) 1f x x    ،[ 1,1]fD    ߱ينا[ 1,1], 0 ( ) 1x f x     و  
 ,

(0) sup ( ) 1
x a b

f f x


 ، 
 ,

( 1) (1) inf ( ) 0
x a b

f f f x


   
  

  . سفلإذا كان ا߽ال ̎ير متراص فإنّ النظرية ̎ير صالحة، ǫٔي ا߱اߦ لا تدرك ˨ديها اҡٔ̊لى واҡٔ  ملاحظة:
داߦ معرّفة ̊لى ا߽ال fلتكن م˞ال:

 
[0,1[

 
)بـ:   )f x x   ߱يناsup ( ) 1f x 

 
infو  ( ) 0f x  د   لكن لاˡ0,1]يو[x :بحيث( ) 1f x    

    : المتوسطة  نظرية القيمة   ج. 
f:لتكن  I     داߦ مس̑تمرة ̊لى مجال ̠يفيI  ولتكن .)( 1xf   و)( 2xf  قيمتين لـf  21ح̀ث xx .  

)(محصورا بين   cمن ˡǫٔل كل ̊دد   1xf   و)( 2xf دˡقل يوҡٔ0 ا̊دد ̊لى اx  من ا߽ال 21 , xx    يحققcxf )( 0. 
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داߦ معرّفة ̊لى  fلتكن م˞ال:
 

3بـ:   2( )f x x x x    نّ المعادߦǫٔ لنثˌت( ) 5f x  قل ˨لا في ا߽الҡٔتقˍل ̊لى ا    1, 2  
)߱ينا  1) 1 1 1 1f      (2)  و 8 4 2 10f      ّنǫٔ 5وبما ]1,10[  :ّفإن 0 1,2 : ( ) 5x f x        
  ǫٔيضا مجال.   داߦ مس̑تمرة هيبكل مجال ̮س̑ت̱˗ج من هذه النظرية ǫٔنّ صورة  ن˖ˤ̀ة:

  وح̀د. 0xفإنّ العدد   Iما ̊لى ا߽ال  رت̿ˍة تما fملاحظة: إذا كانت ا߱اߦ  
  : ˭اصة ت  ˨الا

)˨ل المعادߦ    ) 1 ) 0f x  :    لتكنf   داߦ مس̑تمرة ̊لى مجال متراص ba, ٕ0كان  ذا. ا)().( bfaf  قلفإنهҡٔد ̊لى اˡيوc   
من   ba,  0بحيث)( cf.  

  كل كثير ˨دود درج˗ه فردية يم߶ ̊لى اҡٔقل ˡذرا حق̀ق̀ا  م˞ال:
1ليكن  0(x) ...n

nP a x a x a     ح̀ث كثير ˨دودn  :ّنǫٔ 0̊دد فردي. لنفرضna  :لتاليԴو    
lim ( )P x


   وlim ( )P x


    ا̀ن ق د ̊ددان حق̀ lا˭صة يو )ح̀ث:    bو   aوبصفة  ) 0f a    و( ) 0f b    ج˗̱   حسب النظرية السابقة.   و̮س̑ت
]:إدا كانت: صامدة نظرية النقطة ال)  2 , ] [ , ]f a b a b  قل  فإنهمس̑تمرة داߦҡٔد ̊لى اˡيوc   من ba,   بحيث( )f c c .  

,0]:ل߲اߦ ) ǫٔ1م˞ߧ:   ] [0, ]
2 2

f
 

  :ح̀ث( ) sinf x x    نقطة صامدة( )f c c    0]في ا߽ال, ]
2

 .  
[0,1]:ل߲اߦ ) 2 [0,1]f   :2ح̀ث( )f x x   ن في ا߽الԵنقطتان صامد[   .1  و 0  وهما [0,1
  : والرت̿ˍة عكس ا߱وال المس̑تمرة  . 7

)نحو   Dتقابلا من   fإذا كانت  .من  D جزء معرفة ̊لىحق̀ق̀ة داߦ  fلتكن :تعريف  )f D عكس̑يةال اߦ ا߱ فإنّ التقابل العكسي ̼سمّى  
رمز لها Դلرمز    fل߲اߦ  1fو̯     1-و߱ينا( ( ), ) ( ( ), ( ))y f x x D x f y y f D          

  : خواص 
1 (1f f    هي ا߱اߦ المطابقة المعرفة منD نحوD  :يǫٔ1, [ ( )]x D f f x x    
2 (1f f    هي ا߱اߦ المطابقة المعرفة من( )f D نحو( )f D  :يǫٔ1( ), [ ( )]y f D f f y y    
1fو f)  في معلم م˗عامد وم˗ˤا̮س م̲حنيا ا߱التين 3  .ولҡٔل̱س̑بة ̥لمنصف اԴ م˗ناظران  

1fعكس̑ية داߦ   تقˍل من   Iتماما ̊لى مجال  ورت̿ˍة مس̑تمرة fحق̀ق̀ة داߦ  كل  نظرية:  التين ّ߲ 1fو  fول   تغير.   فس اتجاه ال ن  
  : ǫٔم˞ߧ 

)) ا߱اߦ 1 ) ln( )f x x  تماما ̊لى   ورت̿ˍةمس̑تمرة*
  لتالي تقˍل داߦ عكس̑يةԴ1و( ) exp( )f x x   متزايدة تماما ̊لى.  

*و ߱ينا   , exp[ln( )]x x x     و, ln[exp( )]y y y    
)2:  ̊لى بـالمعرفة  f) ا߱اߦ 2 ) ( 1)f x x   1]تماما ̊لى   ومتزايدةمس̑تمرة, [ لتاليԴ1تقˍل داߦ عكس̑ية   وf    مس̑تمرة متزايدة تماما

,0]̊لى  [   2و߱ينا( ( 1) , [1, [ ( 1, [0, [)y x x x y y           :ك˗ب )1و̯ ) 1f x x    
  المس̑تمرة:   وا߱والالمتتاليات التراجعية .  8

)حق̀ق̀ة ̮سمي م˗تالية ˔راجعية كل م˗تالية  تعريف: )nu  ها من الرتبة ˨دّ يعطىn  ّبدلاߦ ˨د  ٔǫ من رتبة (و ̊دة ˨دودǫٔ)من   صغرn.  
  : ̊لى النحو التالي   nمن الرتبة    معطى بدلاߦ الحدّ   1nمن الرتبة    ويمكن التعبير عن م˞ل هذه المتتاليات الحق̀ق̀ة عندما ̽كون الحدّ  
]:  ننطلق من  , ] [ , ]f a b a b المتتالية   مس̑تمرّة ونعرف  داߦ( )n nu  :بـ    

0 1[ , ], : ( ), .n nu a b n u f u     
]هي  fمجمو̊ة وصول  افترضنا ملاحظة: , ]a b  1حتى ˔كون ̥لعلاقة ( )n nu f u  .معنى    

  :   متزايدة f˨اߦ   - 1
ˡǫٔ0ل   ومتزايدة منمس̑تمرّة  fإذا كانت  نظرية: [ , ]u a b   فإنّ المتتالية( )nu  نحو ̊دد وم˗قاربةرت̿ˍةl وتحقّق  ( )f l l   
ǫٔنّ :  ǫٔولا  ˊرهان:  1نفترض  0 0( )u f u u     ّنǫٔ فإنّ     fبما  2متزايدة  1 0 1( ) ( )u f u f u u       ّنǫٔ بما  فإنّ:    fكذߵ  متزايدة 

3 2 1 2( ) ( )u f u f u u     ّنǫٔ 1وهكذا ....... نثˌتn nu u  كون ) و̝ )nu متزايدة  
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1نفترض ǫٔنّ : Զنيا 0 0( )u f u u   ّنǫٔ بماf   نّ    متزايدةǫٔ 1بنفس الطريقة السابقة نثˌتn nu u   كون )  و̝ )nu  ناقصة.̠ م  
)الحالتين ̮س̑ت̱˗ج ǫٔنّ  وم̲ه من )nu  .رت̿ˍة  
]:ǫٔنّ  وبماǫٔخرى من ݨة  , ] [ , ]f a b a b  ّفإن, nn a u b    لتاليԴو ( )nu   .محدودة  

)المتتالية بما ǫٔنّ ǫٔ˭يرا  )n nu  م˗قاربة نحو ̊دد  رت̿ˍة ومحدودة إذاl يǫٔlim nn
u l


   1و߱ينا كذߵlim lim ( )n nn n

u f u l 
   

lim مس̑تمرّة فإنّ  fبما ǫٔنّ و  ( ) ( lim ) ( )n nn n
l f u f u f l

 
    

)طبيعة المتتالية   : لندرسم˞ال )nu  ّلشكل التالي:فة المعرԴ  0 12, , ( )n nu n u f u     
[0,3]:ح̀ث:     [0,3], 1f x x  ا߱اߦ .f   ([0,3])متزايدة   إذا [0, 2.7] [0,3]f     إذاf     محدودة  

1߱ينا  01 2 2.4 2u u    نّ   وبماǫٔf  ّمتزايدة فإن ( )nu  لتاليمتزايدةԴو  ( )nu م˗قاربة نحو ̊ددl 1 :وتحقّق l l   

2߱ينا  2 3 5 3 5
1 1 ( 1) ( 1) 3 1 0

2 2
l l l l l l l l l l l

 
                  

1lبما ǫٔنّ      : ّ3فإن 5

2
l


 ك˗ب 3 و̯ 5

lim
2nn

u



  

  :  م˗ناقصة f˨اߦ   - 2
  نظرية: 

]: إذا كانت , ] [ , ]f a b a b  وكانت مس̑تمرّة وم˗ناقصةداߦ( )nu   1 :بـ ˔راجعية معرّفة ˗تاليةم ( )n nu f u 0  و [ , ]u a b :ّفإن  
)2) المتتالية  1 )nu  ̊دد وم˗قاربة نحورت̿ˍةl وتحقّق  ( )f f l l  
2) المتتالية  2 1( )nu   ̊دد نحو وم˗قاربةرت̿ˍةl وتحقّق  ( )f f l l  

)2: لإثبات ǫٔنّ  ملاحظة )nu  ̽كفي المقارنة بين (و م˗ناقصةǫٔ متزايدة) 0رت̿ˍةu   2وu   نّ   وǫٔ 2لإثبات 1( )nu  (و م˗ناقصةǫٔ متزايدة) رت̿ˍة 
  3uو  1u̽كفي المقارنة بين   

  ومتزايدة.  داߦ مس̑تمرّةم˗ناقصتين هو مس̑تمرتين و ب دالتين نعلم ǫٔنّ مركّ  ˊرهان: 
 (ǫٔ  لˡǫٔ 0من [ , ]u a b 1߱ينا 0( )u f u 2و 1 0( ) ( )u f u f f u      
ǫٔنّ :  ǫٔولا 2:  نفترض  0u u    ّنǫٔ fبما  f     ّفإن 4متزايدة  2 0 2( ) ( )u f f u f f u u        ّنǫٔ بما  fكذߵ  f   :ّفإن متزايدة 

6 4 2 4( ) ( )u f f u f f u u      ّنǫٔ 2وهكذا ....... نثˌت 2 2n nu u  كون )2 و̝ )nu .متزايدة  
2نفترض ǫٔنّ:  : Զنيا 0u u   ّنǫٔ بماf f   نّ متزايدةǫٔ 2بنفس الطريقة السابقة نثˌت 2 2n nu u   كون )2  و̝ )nu  .م˗ناقصة  

)الحالتين ̮س̑ت̱˗ج ǫٔنّ  وم̲ه من )nu  .رت̿ˍة  
0ب) من ˡǫٔل   [ , ]u a b 1߱ينا 0( ) [ , ]u f u a b   3و 2 1( ) ( )u f u f f u     

ǫٔنّ:  :  ǫٔولا 3نفترض  1u u    ّنǫٔ fبما  f     :فإن 5متزايدة  3 1 3( ) ( )u f f u f f u u        ّنǫٔ بما  fكذߵ  f     :ّفإن متزايدة 
7 5 3 5( ) ( )u f f u f f u u      ّنǫٔ 2وهكذا ....... نثˌت 3 2 1n nu u  كون 2 و̝ 1( )nu  .متزايدة  

3نفترض ǫٔنّ:  : Զنيا 1u u   ّنǫٔ بماf f   ّنǫٔ 2متزايدة بنفس الطريقة السابقة نثˌت 2 2n nu u   كون 2  و̝ 1( )nu   .م˗ناقصة  
2الحالتين ̮س̑ت̱˗ج ǫٔنّ  وم̲ه من 1( )nu   .رت̿ˍة  
]:ǫٔنّ  ǫٔخرى وبمامن ݨة  , ] [ , ]f a b a b  ّفإن, nn a u b    ون )2 و̠ )nu 2  و 1( )nu    جزئي˖ين من( )nu  ّفإن  

2, nn a u b      2و 1, nn a u b      
)ǫٔ2˭يرا بما ǫٔنّ  )nu م˗قاربة نحو ̊دد فه̖ي رت̿ˍة ومحدودة إذاl  يǫٔ2lim nn

u l


    2و߱ينا كذߵlim lim ( )n nn n
u f f u l 

   
fوبما ǫٔنّ  f ّ2   :مس̑تمرّة فإن 2lim ( ) ( lim ) ( )n nn n

l f f u f f u f f l
 

      
2بما ǫٔنّ  1( )nu  م˗قاربة نحو ̊دد فه̖ي رت̿ˍة ومحدودة إذاl  يǫٔ2 1lim nn

u l
    2و߱ينا كذߵ 3 2 1lim lim ( )n nn n

u f f u l  
   

fوبما ǫٔنّ  f :ّ2  مس̑تمرّة فإن 1 2 1lim ( ) ( lim ) ( )n nn n
l f f u f f u f f l  
      
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  : تمر̽ن 

f:لتكن  
   2يلي:   ا߱اߦ المعرّفة كما

( ) 1f x
x

 .  
   ……         …………………… ………….. م˗ناقصة تماما (دون حساب المش̑تق). fˊرهن ǫٔنّ    .1
ǫٔ  fنّ ا߱اߦ. تحقق 2 f   :متزايدة تماما ثمّ احسب ح̒لّ المعادߦ( )( )f f x x...………         ……    

). لتكن3 )nu  :0م˗تالية حق̀ق̀ة معرّفة بـــ 1

2
1, : 1n

n

u n u
u    .  

:اثˌت ǫٔنّ:       1 3nn u    .           ..…………………………………………………   
). لتكن4 )nv   و( )nw   :2م˗تاليتين معرّف˗ين كما يلي 1 2,n n n nw u v u .  
ǫٔ3. احسب   2 1, ,u u u بة كلّ منԵثمّ ادرس ر ،( )nv   و( )nw.            .…  …      ……… ……   

)ب. اس̑ت̱˗ج ǫٔنّ المتتاليتين  )nv   و( )nw .نԵاورˤ˗م ...………… ……                ……… …………  
)ج. اس̑ت̱˗ج ǫٔنّ المتتالية  )nu .م˗قاربة     

  الحلّ:

f:لتكن  
   2يلي:   ا߱اߦ المعرّفة كما

( ) 1f x
x

 .  
2لنبرهن ǫٔنّ:  م˗ناقصة تماما (دون حساب المش̑تق): fالبرهان ̊لى ǫٔنّ   .1

1 2 1 2 1 2( , ) : ( ) ( )x x x x f x f x
      

1ليكن    20 x x   وم̲ه
1 2

1 1
1 1

x x
  

 
1وԴلتالي    2( ) ( )f x f x.  

ǫٔ  fنّ ا߱اߦ. التحقق 2 f   :متزايدة تماما ثمّ حساب ح̒لّ المعادߦ( )( )f f x x: …  
fلنتحقق ǫٔنّ:   f   :يǫٔ 2متزايدة تماما

1 2 1 2 1 2( , ) : ( ) ( )x x x x f f x f f x
        

1ليكن    20 x x   ّنǫٔ بماf  ّ1م˗ناقصة تماما فإن 2( ) ( )f x f x نّ   كذߵ بماǫٔf  ّ1م˗ناقصة تماما فإن 2[ ( )] [ ( )]f f x f f x  

)ح̒لّ المعادߦ:  )( )f f x x  :
2

2 2
( )( ) [ ( )] 1 1

1 2x

x
f f x x f f x x x x

x
        

 
  

22 وم̲ه ̽كون: 3 2
1 3 2 ( 2 ) 2 0 ( 1) ( 2 )

2 2

x x
x x x x x x x x x

x x


                

   
0x  وبما ǫٔنّ    ّالمعادߦ:   ح̒لّ  فإن( )( )f f x x   2هوx   

). لتكن3 )nu  :0م˗تالية حق̀ق̀ة معرّفة بـــ 1

2
1, : 1n

n

u n u
u    .  

:ǫٔنّ:  إثبات 1 3nn u    لتراجع ߱يناԴ 0  : لنبرهن 01, 1 3u u     ّنǫٔ 1، نفرض 3nu  :نǫٔ 11ونثˌت 3nu            

1

2 2 2 2
1 3 2 1 1 1 1 2 3 1 3

3 3n n
n n

u u
u u                 وم̲ه : 1 3nn u    

). لتكن4 )nv   و( )nw   :2م˗تاليتين معرّف˗ين كما يلي 1 2,n n n nw u v u .  
ǫٔ3. حساب    2 1, ,u u u بة كل منԵثمّ دارسة ر ،( )nv   و( )nw:  

 1

2
1 3

1
u      ،2

2 5
1

3 3
u       3و 5

3

2 6 11
1 1

5 5
u         

0)  3߱ينا من السؤال  11, : ( )n nu n u f u      :1وم̲ه ̽كون 2 2 2 1 2( ) [ ( )] ( )n n n n nv u f u f f u f f v        
1 كذߵ 2 3 2 2 2 1( ) [ ( )] ( )n n n n nw u f u f f u f f w         و߱يناf f  :ّنǫٔ 1متزايدة تماما و بما 0 2 0 0

5
( ) 1

6
v f f v u u v      و  

1 0 3 1 0

11
( ) 2

5
w f f w u u w       ّفإن( )nv   متزايدة تماما و( )nw  .م˗ناقصة تماما  

)المتتاليتين ب. اس̑ت̱˗اج ǫٔنّ  )nv   و( )nw :نԵاورˤ˗م …  
:߱ينا  1 3nn u     ّنǫٔ 2  وبما 1 2,n n n nw u v u   وم̲ه: 1 3nn v    و  : 1 3nn w     
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)وԴلتالي  )nv   و( )nw  .نهما رتيˌ˗ان تماما فهما م˗قاربتانǫٔ ن وبماԵمحدود  
limإثبات ǫٔنّ  ( ) 0n n

x
v w


 …  

limنفرض ǫٔنّ:   n
x

v l


  لتاليԴ1  :وlim n
x

v l
     ونفرض كذߵlim n

x
w l


  :لتاليԴ 1  وlim n

x
w l

     
1߱ينا ( )n nv f f v     1و ( )n nw f f w   نّ ا߱اߦ وǫٔ بما   f f  ّمس̑تمرة فإن( )l f f l  و ( )l f f l    

)ونعلم ǫٔنّ ˨ل المعادߦ   )( )f f x x   2هوx   2وم̲ه ̽كونl l    إذاlim ( ) 0n n
x

v w


     
)ǫٔثب˖̲ا ǫٔنّ  وԴلتالي )nv   و( )nw .نԵاورˤ˗م…  

)ج. اس̑ت̱˗اج ǫٔنّ المتتالية  )nu :م˗قاربة     
)بما ǫٔنّ  )nv  و( )nw   مس̑تخرج˗ان من( )nu  2و߱ينا 2 1lim lim lim lim 2n n n n

x x x x
v u w u    
      ّفإن  ( )nu  و م˗قاربة lim 2n

x
u


            

 ………  



 جــــــــامعة الـــوادي مق̀̓اس: تحل̀̓ل1
 قة̒كلية العلوم ا߱ق̀

 قسم الرԹض̀̒ات
2022/2021  MIؤلــــــىǫ س̒نة  

      ) ق̀ق̀ةلح نهاԹت واس̑تمرارية ا߱وال ا( 03رقم  ǫٔعمال موݨّةسلسߧ      
دت:       1تمر̽ن lت التالية إن وԹاحسب ا̦نها :  

1 (
2

22

4
lim

3 2x

x

x x


 

       2  (
2

0

1 1
lim
x

x x

x

           3  (2lim ( 2 )
x

x x x


              4  (s i n ( )
l im

x

xx

e

e



  
     

5 *  (2lim ln( )x
x

x x e


     6 ( 

1

0
l im 1 x
x

x


           7*  (
0

[ ]
l im

| |x

x x

x

              8  (
0

2 c o s
lim

x

x

x

x



      
0̊دد̽ن حق̀ق̀ين ح̀ث   bو   aيكن : ل 2تمر̽ن b a      

. اثˌت ǫٔنّ:1
4 4 4 4

4 44 4

a b a b
a b

a b

 
    .234  :. اس̑ت̱˗ج 4 4lim ( 1 1)

x
x x x

 
     

ّ߱ 3تمر̽ن  ˨اߦ من الحالات التالية:كل ثمّ احسب ا̦نهاية في  fاߦ المكاف˄ة ل߲اߦ : ̊ينّ ا

1 (
2 3

4

( 3 )(2 1)
( ) ,

2

x x x
x f x x

x x

 
 


   2(

2 4

3

(2 )(2 )
( ) , 0

2

x x x
x f x x

x x

 
 


   3*  (

2 2
( ) , 2

2

x x
x f x x

x

 
 


  

  .مس̑تمرة ̊لى                                          بـ:المعرّفة  fا߱اߦ  نو˔كحتىّ  bو   åينّ العدد̽ن الحق̀ق̀ين  : 4تمر̽ن

f:لتكن  : 5تمر̽ن    مس̑تمرّة ̊لى  داߦ  :بحيث* : | ( ) | | |x f x x    
0̊دد̽ن حق̀ق̀ين ح̀ث  bو aيكن ل . f .2(0)احسب . 1 a b  بتԶ دˡنهّ يوǫٔ 0,1[. اثˌت[k  :ح̀ث[ , ] : | ( ) |x a b f x k x    

f:لتكن   :6تمر̽ن  .لاس̑تمرار لـ داߦԴ ادرس ا̦تمديدf   :في كل ˨اߦ من الحالات التالية  

1 (1
( ) sin sinx f x x

x
   2 (1

( ) cos cosx f x x
x

 3 (| sin |
( )

x
x f x

x
  4 * (( ) sin( 1)ln | 1|x f x x x    

)ولتكن من   Dداߦ مس̑تمرة Դنتظام ̊لى جزء f:7تمر̽ن )nx  و( )ny م˗تاليتين منD   ح̀ثlim ( ) 0n n
n

x y


     
lim. اثˌت ǫٔن  1 [ ( ) ( )] 0n n

n
f x f y


   2نتظام ̊لى ا߽ال المعطىԴ هل ا߱وال التالية مس̑تمرة .I  

  (ǫٔ1
( ) , [1, [f x I

x
       (1ب

( ) , ]0,1]f x I
x

      2) *ج( ) sin( ),f x x I     .  

f:لتكن  :8تمر̽ن    بحيث:مس̑تمرة داߦlim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
 

  .  
  معا؟  لسف تدرك ˨دّيها اҡٔ̊لى واf  ٔҡ. هل ا߱اߦ2محدودة.   f. اثˌت ǫٔنّ 1

]  ̊لى نفس ا߽ال ومس̑تمرتيندالتين معرف˗ين  gو   fلتكن  :*9تمر̽ن , ]a bمن نّ:، ح̀ثǫٔ [ , ], ( ) ( )x a b f x g x    
0kاثˌت ǫٔنهّ يوˡد ̊دد حق̀قي      نّ:، ح̀ثǫٔ [ , ], ( ) ( )x a b f x g x k     

] ̊لى ا߽ال ومس̑تمرةداߦ معرفة  fلتكن  :10تمر̽ن , ]a b 2  ولتكن 1..., ,nx x x   ̊دادا حق̀ق̀ةǫٔ[ , ]a b   

1اثˌت ǫٔنّ:  2

1
[ , ] : ( ) ( ( ) ( ) ... ( ))nc a b f c f x f x f x

n
       

:بحيث:   ̊لى   ومس̑تمرّةمعرفة  داߦ fلتكن  :*11تمر̽ن ( ) 0x f x     و( )
lim 1
x

f x

x 
  

*نفترض ǫٔنّ: . 1 : ( )x f x x   :ّنǫٔ اثˌت .ǫٔ .(0) 0f  .نّ:   اس̑ت̱˗ج. بǫٔ* : ( )f      
ǫ.limٔ. بينّ ǫٔنّ:   2 ( ( ) )

x
f x x

 
   .نّ:  اس̑ت̱˗ج. بǫٔ: ( )f     :ّنǫٔ جـ. اس̑ت̱˗ج .: ( )f      

,1[المعرّفة ̊لىا߱اߦ   fنعتبر :12تمر̽ن [  2يلي:   كما( )f x x x x   

1بينّ ǫٔنّ:   .1
]1, [: ( )

2
x f x    نّ  واس̑ت̱˗جǫٔf    1[م˗ناقصة تماما ̊لى, [ .  

,1[تقابل من  ǫٔfنّ بينّ . 2 [  1عبارة  ثمّ ̊ينّ  مجال يطلب تحديدهنحوf    ا߱اߦ العكس̑ية لـf  
 ]) يترك ̥لتقويم لاحقا* ([

2

2 , 1

( ) , 0 1

1, 0

x x

f x a x b x

x x

  


   
   
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       )ق̀ق̀ةنهاԹت واس̑تمرارية ا߱وال الح (03رقم  ǫٔعمال موݨّةسلسߧ ˨ل     
دت:       احس: 1تمر̽ن˨ل  lت التالية إن وԹب ا̦نها  

1 (
2

22 2 2

4 ( 2 ) ( 2 ) 2 4
lim lim lim 4

3 2 ( 2 ) ( 1) 1 1x x x

x x x x

x x x x x  

   
   

    
 

 2 (
2 2 2

2 2 20 0 0 0

1 1 (1 ) 1 1 1
lim lim lim lim

2( 1 1) ( 1 1) 1 1x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x x x   

       
   

        
   

3 (
2 2

2

2

( 2 )( 2 ) 2 2 2
lim ( 2 ) lim lim lim 1

22 2( 2 ) (1 1 ) (1 1 )
x x x x

x x x x x x x
x x x

x x x x
x x

       

   
      

     
   

4 (
0

s i n ( ) s i n
l i m l i m 1 ( )

x
x

xx X

e X
X e

e X




   
      

5 (2

1
lim ln( ) lim (ln( ) ln(1 ) lim ln( ) lim ln( ) (1 )x x x

x x x X
x x e x xe x X xe X  

   
             

8 (
ln2

20 0 0 0 0 0

2 cos 2 1 1 cos 1 1 cos 1 1 cos 1
lim lim limln2 lim ln2 lim lim ln2(1) (0) ln2

ln2 2

x x x X

x x x x X x

x x e x e x
x

x x x x X x          

       
       

     
0̊دد̽ن حق̀ق̀ين ح̀ث  bو   aكن ي: ل 2تمر̽ن˨ل  b a   

ت ǫٔنّ:ا. اثب1
4 4 4 4

4 44 4

a b a b
a b

a b

 
    .  

4߱ينا  4 3 2 2 3( )( )a b a b a a b ab b        0وبماa b    :ّفإن
4 4

3 2 2 3
( )

a b
a b

a a b ab b


 

  
  

1وبما ǫٔنّ:  1
0

a b
   :ّ3فإن 3 2 2 3 3

1 1 1

4 4a a a b ab b b
 

  
وم̲ه    

4 4 4 4 4 4

3 3 2 2 3 34 4

a b a b a b

a a a b ab b b

  
 

  
  

وԴلتالي 
4 4 4 4

4 44 4

a b a b
a b

a b

 
    

34 :جا . اس̑ت̱˗2 4 4lim ( 1 1)
x

x x x
 

   .  لˡǫٔ 4من 1a x    4و 1b x    

̽كون 
3 4 4 3 4 44 44 4 4 4

34 4 4

3 34 4

( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) ( 1 )
( 1 1 )

4 ( 1 ) 4 ( 1 )

x x x x x x
x x x

x x

     
    

 
  

3 3

4 4
34 4 41 1 1 1

1 ( 1 1 ) 1
2 2

x x x
x x

 
            
   

ǫٔنّ:   وبما 
3 3

4 41 1 1 1 1
lim 1 lim 1

2 2 2x xx x

 

 

         
   

  

34حسب نظرية الحصر ̽كون   4 4 1
lim ( 1 1)

2x
x x x

 
     

ّ߱ تعيين: 3ر̽ن˨ل تم  ˨اߦ من الحالات التالية: كل ب ا̦نهاية في احسثمّ  fاߦ المكاف˄ة ل߲اߦ  ا

1 (
2 3

4

( 3 )(2 1)
( ) ,

2

x x x
x f x x

x x

 
 


   عند  ة lكبر درҡٔف̀كوننعوض كل كثير ˨دود بحده ا: 

3

4

(3 )(2 )
( ) 6

x x
f x

x
  

lim ( ) 6
x

f x
 

  

 2(
2 4

3

(2 )(2 )
( ) , 0

2

x x x
x f x x

x x

 
 


     0عند  ٔҡة ف̀كون صغرنعوض كل كثير ˨دود بحده ا lدر  :

2(2 )(2)
( ) 4

x
f x x

x
   و

lim ( ) 0
x

f x


  
  .مس̑تمرة ̊لى                                          بـ:   ̊لى عرّفة الم fاߦ ا߱ نو˔كحتىّ  bو   a العدد̽ن الحق̀ق̀ين ينعيت : 4تمر̽ن˨ل 

  {0,1}مس̑تمرة ̊لى   fا߱اߦ 
2يجب ǫٔن ̽كون  0ند ة ع س̑تمر م  fنو˔كحتىّ 

0 0

1 lim( 1) lim( )
x x

x ax b b
 
 

      1وم̲هb   

يجب ǫٔن ̽كون  1ند ة ع س̑تمر م  fنو˔كحتىّ 
1 1

lim( ) lim( 2) 3
x x

a b ax b x
 
 

        يǫٔ3a b   ّنǫٔ 1وبماb   ّ2فإنa  

2

2 , 1

( ) , 0 1

1, 0

x x

f x a x b x

x x

  


   
   



f:لتكن  : 5 تمر̽ن˨ل     مس̑تمرّة ̊لى  داߦ  :بحيث* : | ( ) | | |x f x x     
  .f(0)حساب   .1
*߱ينا  

0 0
: 0 | ( ) | | | lim | ( ) | 0 lim ( ) 0

x x
x f x x f x f x

 
         

̮س̑ت̱˗ج ǫٔنّ   0وԴلتالي عند  مس̑تمرة ̊لى   fوبما ǫٔن 
0

lim ( ) (0) 0
x

f x f


  
]ح̀ث:  k]0,1[اثبات ǫٔنهّ يوˡد Զبت. 2  , ]: | ( ) |x a b f x k x   

]:لتكن  , ]g a b    ح̀ث| ( ) |
( )

f x
g x

x
 

0߱ينا  0 [ , ]a b a b     لتاليԴوg   معرفة ومس̑تمرة ̊لى مجال متراص[ , ]a b فه̖ي محدودة وتدرك ˨ديها  رشتراس̽حسب نظرية فا

]تدرك ˨دها اҡٔ̊لى يعني   , ] : [ , ] : ( ) ( )c a b x a b g x g c      خرى ߱بناǫٔ ومن ݨة| ( ) |
| ( ) | ( ) 1

f c
f c c g c

c
     

)نضع   )k g c   نحصل ̊لى[ , ] : ( )x a b g x k    نّ  وǫٔ بما| ( ) |
( )

f x
g x

x
  ّفإن[ , ]: | ( ) |x a b f x k x    

f:لتكن   :6تمر̽ن˨ل   .لاس̑تمرار لـسة ا̦تمديد ادر  داߦԴf   :في كل ˨اߦ من الحالات التالية  

1 (1
( ) sin sinx f x x

x
 

    عند f  اس̑تمراريةلندرس  *  ̊لى  يندالتين مس̑تمرتҡٔنها ˡداء  *  مس̑تمرة ̊لى f ا߱اߦ
* *

0

1 1 1
: sin 1 : 0 sin sin | sin | lim sin sin 0

x
x x x x x

x x x
            

إذا  
0

lim ( ) 0
x

f x


  وم̲هf لاس̑تمرارԴ ̊لى تقˍل ا̦تمديد    الى داߦf   :معرفة كما يلي 

2 (1
( ) cos cosx f x x

x
  

    عند f  اس̑تمراريةلندرس  *  ̊لى  يندالتين مس̑تمرتҡٔنها ˡداء  *  مس̑تمرة ̊لى f ا߱اߦ

نفترض ǫٔنّ:  
0 0

1
lim ( ) limcos cos
x x

f x x l
x 

 
 
.
)لتكن    )ns  :1م˗تالية ح̀ث

ns n
.  

1߱ينا    
lim lim 0nx x

s
n 

    1لكن
lim ( ) limcos cos( ) cos(0)( 1) ( 1)n n

nx x
f s n l

n


 
       1وم̲هl  وǫٔ  1l    وهذا

دانية ا̦نهاية  ناقض ي  0لا تقˍل نهاية عند  f إذا  lو˨ 0x       لتاليԴوf  لاس̑تمرار تقˍللاԴ ̊لى  ا̦تمديد        

 3 (| sin |
( )

x
x f x

x
   

   عند f  اس̑تمراريةلندرس  *  ̊لى يندالتين مس̑تمرت ˨اصل قسمةҡٔنها  *  مس̑تمرة ̊لى f ا߱اߦ

߱ينا 
0 0

sin
lim ( ) lim 1
x x

x
f x

x 
 


     و

0 0

sin
lim ( ) lim 1
x x

x
f x

x 
 

     ّنǫٔ بما
0 0

 lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
 
 

  ّفإنf   0لا تقˍل نهاية عند       

      ̊لى   ا̦تمديد Դلاس̑تمرار تقˍللا  fوԴلتالي 
)  و من   ԴDنتظام ̊لى جزء داߦ مس̑تمرة f: 7ت ˨ل  )nx  و( )ny م˗تاليتين منD  ح̀ثlim ( ) 0n n

n
x y


   

lim . اثبات ǫٔنّ 1 [ ( ) ( )] 0n n
n

f x f y


    
,20فإنّ:  Dمس̑تمرة Դنتظام ̊لى  fبما ǫٔنّ    0 : [ ( , ) ,  ( ) ( ) ]...(1)x y D x y f x f y               
lim بما ǫٔنّ  ( ) 0n n

n
x y


  :ّ0 فإن 00, ( ),   : [ :   ]...(2)n nn n n x y             

0) نجد  2) و (1انطلاقا من ( 00,   : [ :   ( ) ( ) ].n nn n n f x f y           .وهو المطلوب  
    I̊لى ا߽ال  مس̑تمرة Դنتظامالتالية  الو ا߱ . هل2 

  (ǫٔ1

1
( ) , [1, [f x I

x
    1. ا߱اߦf   نتظام ̊لىԴ مس̑تمرةI   نّ:   لنثˌتǫٔ  

2
1 10,   0 : [ ( , ) ,  ( ) ( ) ]x y I x y f x f y               

0

0

0

( ) , s i 0
( )

0 , s i 0

f x x
f x

x


  



,من ˡǫٔل   1x y   1߱ينا 1( ) ( )
x y

f x f y x y
xy


      ن نختارǫٔ ̽كفي .  

2) ب

1
( ) , ]0,1]f x I

x
  .  2ا߱اߦf   نتظام ̊لىԴ ̎ير مس̑تمرةI   نّ:  لنثˌتǫٔ  

2
2 20,   0 : [ ( , ) ,  ( ) ( ) ]x y I x y f x f y               

0ليكن    2߱ينا
2 2 2

( , ) ]0, ] ,  ( ) ( )
x y x y

x y f x f y
xy




 
      

2الحاߦ الخاصة ߱ينا وفيإذا 
2 2 2

1 1
]0,1] ,  ( ) ( )

2 2
f f  


      

ǫٔ2نّ:   و̮س̑ت̱˗ج
2 2

1
]0,1] ,  ( , ) , ( ) ( )

2
x y I x y f x f y          

f:لتكن : 8  ت ˨ل     نّ داߦ مس̑تمرةǫٔ وح̀ث:lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
  

  .  
  . محدودة f. اثبات ǫٔنّ 1

1نفترض ǫٔنّ:     :وحسب المعطيات ߱ينا ( 0 : ( ( ) 1)x x f x        و  ( 0 : ( ( ) 1)x x f x         
[و̮س̑ت̱˗ج ǫٔنّ:   , [ ] , [: ( ) 1x f x       خرىǫٔ ا߱اߦ  . من ݨةf

 
]وԴلتالي ̊لى ا߽ال المتراص    مس̑تمرة ̊لى , ]   

]̊لى   فه̖ي محدودة »Weierstrass«فا̽رستراشوحسب نظرية  , ]   0وم̲ه, [ , ] : ( )M x f x M       
0لنضع   max(1, )M M 0  إذا ߱ينا: ( )x f x M     :لتاليԴوf محدودة.  

2معا. لنˆٔ˭ذ م˞الا مضادا:  سفل˨دّيها اҡٔ̊لى واҡٔ تدرك  لا f. ا߱اߦ2

( ) xf x e  ا߱اߦ،f
 

߱ينا:و    مس̑تمرة ̊لى 
l im ( ) l im ( ) 0
x x

f x f x
     

 .    :ّنǫٔ يمكن اثباتinf ( ) 0
x

f x



 و  sup ( ) 1

x
f x





 اҡٔ̊لى ҡٔنّ ˨دّها رك تد f. ا߱اߦ 

(0) 1f   ٔҡن ا߱اߦ  سفللكن لا تدرك ˨دها اҡٔf  ̊لى ملا تنعد  . 
]  ̊لى ا߽ال ومس̑تمرةߦ معرفة دا fلتكن :10 ت ˨ل  , ]a b 2 ولتكن 1..., ,nx x x   ̊دادا حق̀ق̀ةǫٔ[ , ]a b   

1ت ǫٔنّ: ااثب 2

1
[ , ] : ( ) ( ( ) ( ) ... ( ))nc a b f c f x f x f x

n
     

 
f ̊لى ا߽ال داߦ مس̑تمرة  [ , ]a b  لتالي وتدرك ˨ديها فه̖ي محدودة فيرستراشنظرية حسبԴو  

[ , ] [ , ]
, [ , ], ( ) inf ( ) , ( ) sup ( )

x a b x a b
a b f f x m f f x M   

 
     

 
و

   
[ , ] : ( )x a b m f x M     

بما ǫٔنّ 
 2 1..., ,nx x x ̊دادا حق̀ق̀ةǫٔ من [ , ]a b ّ1 فإن( )m f x M  ، 2( )m f x M ...( )nm f x M  لجمع نجدԴ

  
1 2( ) ( ) ... ( )nnm f x f x f x nM     كو 1  ن و̽ 2( ) ( ) ... ( )nf x f x f x

m M
n

  
   

1 وԴلتالي 2

1
( ) ( ( ) ( ) ... ( )) ( )nf f x f x f x f

n
     حسب نظرية القيم المتوسطة    

1 2

1
[ , ] [ , ] : ( ) ( ( ) ( ) ... ( ))nc a b f c f x f x f x

n
       

 
,1[فة ̊لىا߱اߦ المعرّ   fنعتبر :12 ت ˨ل  [  2يلي:   كما( )f x x x x   

ǫٔ :1نّ  اثبات. 1
]1, [: ( )

2
x f x    لتكافؤ  ̮س̑تعملԴ البرهان  

xليكن 
 

,1[من   [ 2 ߱ينا 21 1 1
( )

2 2 2
f x x x x x x x        

  
1xبما ǫٔنّ    ّ1 فإن

0
2

x      وم̲ه
  

2
21 1 1

( ) 0
2 2 4

f x x x x        
 

  

1وبما ǫٔنّ العبارة اҡٔ˭يرة صحي˪ة فإنّ 
]1, [: ( )

2
x f x    )لتكافؤԴ البرهان (  

,1[ة تماما ̊لى  ناقصم̠   fج ǫٔنّ ا اس̑ت̱˗ [   
مختلفين من ̊دد̽ن  2x و1xليكن 

  
]1, [ ߱ينا  



2 2
2 2 2 2 1 1 2 1

2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 12 2 2 2
2 2 1 1 2 2 1 1

( ) 1
( ) ( ) ( ) ( ) 1

x x x x x x
f x f x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

                  
       

وم̲ه 
2 2
2 2 1 1 2 12 1 2 1

2 2 2 2
2 1 2 2 1 1 2 2 1 1

1( ) ( ) 1 ( ) ( )x x x x x xf x f x f x f x

x x x x x x x x x x

       
 

      
  

1وبما ǫٔنّ 

1
( )

2
f x    2و

1
( )

2
f x  ّ2 فإن 11 ( ) ( ) 0f x f x     2إذا 1

2 1

( ) ( )
0

f x f x

x x





ة تماما ̊لى  ناقصم̠   ǫٔfنّ  وهذا يعني 

]1, [  
,1[تقابل من  ǫٔfنّ  إثبات. 2 [  1عبارة   ثمّ تعيينمجال يطلب تحديده نحوf    ا߱اߦ العكس̑ية لـf   

f  1[تماما ̊لى   وم˗ناقصةمس̑تمرّة, [ وم̲هf  تقابل من]1, [  ال  ا߽نحوJ ح̀ث: 
1

1
] lim ( ), lim ( )[ ,1

2x
x

J f x f x
 

     
  

1من  ̊ددا  xليكن 
,1

2
 
  

من  ̊ددا    yو   
 

]1, [ 1  ߱ينا 2 2( ) ( )y f x x f y x y y y y y y x             

1xبما ǫٔنّ     1وy    ّفإنx y   يǫٔ   0y x    وم̲ه 

 
2

1 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 (2 1)
2 1

x
y f y y y y x y y y xy x x y x y

x
              


  

إذا  
2

11
, 1 : ( )

2 2 1

x
x f x

x
      

  


