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I .  وال ات حول ا ة  عموم ق       :الحق
ا   تعريف . 1       :ا
ة  سمي دا   ق قي حق Eمن  لمتغير حق   نحو  لاقة كل عنصر   fكل  ٔكثر  Eمن  xرفق  لى ا دا     من   yعنصرا وا

ب ::وك

( )

f E

x y f x





   سمىx سابقة و y   صورةx  اf ة  وسمّى ا   السوابق التيمجمو ة تعريف    fلها صور  بمجمو

ا ب fDورمز لها بـ:    f ا }  وك / ( ) }fD x E f x  .  
  : اصة ت  الا

Eفي الحا  -1    ا تالية     fا ة تعرّف م ق   .حق
fDبحيث   نحو  Eدا من   f إذا كانت   - 2 E   ّفإنf  اتطبيقسمّى .  
  :   ٔم

f:  العلاقة:) 1    :ث ح
2

1
( )

1
x y f x

x
 


 ة هي دا ق قي.لمتغير  حق   حق

f:لتكن ) 2    ّقي، لنعين ددية لمتغير حق ة تعريف  fD دا    في كلّ الحالات التالية: fمجمو
 (ٔ2( ) 1f x x .  f  ّ2فة  معر 1 0x     ه [معرفة   fوم , 1[ ] 1, [x       لتالي [و , 1[ ] 1, [fD        

1ب) 
( )

( )
f x

E x
.    f  ّفة معر( ) 0E x    ه x]0,1]معرفة  f    وم       لتالي [و , 0[ [1, [fD                  

)2ج)  ) ln(4 )f x x .    f ّ24فة معر 0x     ه [معرفة  fوم 2, 2[x     لتالي [و 2, 2[fD          
ا . 2 حنى ا f:: لتكن م   عامد  دا زوّد المستوي بمعلم م قي،  سددية لمتغير حق ا   . وم

ة النقط  )مجمو , )M x y ث fx ح D و  ( )y f x   حنى ب: fCورمز    fسمّى م }وك ( , ) / ( )}f fC M x y x D y f x      
f:لتكن  :شفعية دا .  3   لى دا معرّفةfD  ٔي لصفر  سبة  ل ناظرة  ة م f مجمو fx D x D      
f  :فردية إذا وفقط إذا تحقّق( ) ( )fx D f x f x        وf  :ة إذا وفقط إذا تحقّق )زوج ) ( )fx D f x f x     

  :  اتملاحظ 
سبة - 1 ل ٔ المعلم ( سبة لمبد ل ناظرا  كون م ة)  حنى دا فردية (زوج ب)لحامل لح م   ور الترات
}إذا رمز بـ:  -2 / 0}f fD x D x    و  { / 0}f fD x D x    راسة لى  تغيرات دا فردية  و في بدراستها  ك ة)    fD(زوج
)fD رسم حناها وكمل) ثمّ  ب) م سبة لحامل لحور الترات ل ٔ المعلم ( سبة لمبد ل لتناظر  شاءه   إ

f:لتكن تطبيق:   ث )2  دا ح ) ln( 1)f x x x  .   :ّٔن ت  fDاث    ّٔن   فردية.  f و
f:  : لتكندا دورية  . 4   ٔنّ دا ا تماما  f. نقول  ا موج ق ددا حق د    بحيث: Tدا دورية إذا و

( ) ( )fx D f x T f x       ٔصغر قي موجب تماما سمّى  ا Tدد حق   .f بدور ا
ا Tكان   : إذاملاحظة    .fلـ   دور كذهو  kT فإنّ  f  دورا 

  :  ٔم 
ا 1 cosx) ا x 2  دورية ودورهاT   
ا 2 sinx) ا x 2  دورية ودورهاT   
ا 3 )) ا )x x E x  )( )E x  (1  دورية ودورهادا الجزء العشريT  كفي )ٔن نبرهن ( ) ( ) ,E x k E x k k    (  

ة  f:إذا كانت : ن   ودورها دا دوريةT إنّ ف :g   ا )المعرفة بـ: ا ) ( )g x f ax b   ث دورية   bوa*ح
  ودورها

T

a
.  

ينا رهان   :( ) ( )f x T f x  ت )ٔنّ:   ونث )
T

g x g x
a

   
 

.  

 ينا    ( )
T T

g x f a x b f a x b T f a x b g x
a a
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ال  ,3  : م 5, ( ) tan(5 3)b a g x x     و( ) tanf x x.tan   دورية ودورهاT  إذاtan(5 3)x  دورية ودورها  
5

T


  
وال المحدودة .  5       :ا

f: لتكن I   لى fI  دا معرّفة  D   و( )f I  ة قيم )ٔي  fمجمو ) { ( ) / }f I f x x I     
  : تعاريف

لى محدودة f  ٔننقول ) 1 ٔ )إذا وفقط إذا كانت    من ا )f I لى ٔ   يلي: تحقق ما ٔي إذا محدودة من ا
, , ( )M x I f x M      

ٔن) 2 ٔ  f  نقول  )إذا وفقط إذا كانت   سفلمحدودة من ا )f I ٔسفل تحقق ما يلي:  ٔي إذا محدودة من ا
, , ( )m x I f x m      

ٔن) 3 )إذا وفقط إذا كانت  محدودة f  نقول  )f I  تحقق:  ٔي إذامحدودة, , , ( )m M x I m f x M       
خٓر ,0محدودة إذا وفقط إذا تحقق ما يلي:  fٔو بمعنى  , | ( ) |M x I f x M      

  : اتملاحظ 
ةفإنّ محدودة  f  إذا كانت) 1 مو ) ا )f I   محدودة في ل لى   وتق ٔ دّادّا  رمز بـ:   وفي ٔسفلا و   هذه الحا 

sup ( ) sup ( )
x I

f x f I


  و  inf ( ) inf ( )
x I

f x f I


  القيمتان .sup ( )f x و  inf ( )f x لى التوالي الح لى سمّيان  ٔ ٔسفل  والحدّ دّ ا ا
ا  supلهما بـ:   ورمز fل f و  inf f ينا   و

0 0

, ( )
sup

0, , ( )

x I f x M
M f

x I f x M 
  

          و
1 1

, ( )
in f ( )

0, , ( )

x I f x m
m f x

x I f x m 
  

         
supالحدّان ) 2 ( )f x و  inf ( )f x   لضرورة إلى تميان  )لا ي )f I ا sup. في  ( )f x و  inf ( )f x   تميان إلى )ي )f I ا ٔنّ ا  fنقول 

دّيها ب  لى  fيعني:   وهذا Iلى  تص دّيها  ب  تص
0 0

1 1

, s u p ( ) ( )

, i n f ( ) ( )
x I

x I

x I f x f x
I

x I f x f x




   
  

  

    : مٔ 
ا 2 :) ا lng x x     لى ,0[ ينانه ٔ  gDير محدودة  [gD   و  ( ) ] , [gg D     محدودة.ير    
ا 3 )) ا )x x E x لى ينا    محدودة  ه  ,ٔن 1 ( )x x E x x     ه )وم ) 1x E x x     

,إذا   0 ( ) 1x x E x      
ا 3 3) ا

: ,
2 2

f I
     

  ث ) ح ) cosf x x ا ٔنّ  f. ا محدودة    1,1f I    محدودة  
ينا supو ( ) sup ( ) 1f x f I  و  inf ( ) inf( ) 1f x I   ج ا  وست لى fٔنّ ا دّيها  ب  د  Iتص   ٔنهّ يو

0 00 , ( ) (0) cos0 1 supx I f x f f       1  و 1, ( ) ( ) cos 1 infx I f x f f           
  : اتجاه تغير دا  .6
f: لتكن: ريفاتع    لى ددية معرّفة  fD دا   .  
ٔن  ) 1 ال  (متزايدة تماما) متزايدة  fنقول  fIلى ا D إذا كان :

1 2 1 2 1 2 1 2, , ( ) ( ) ( ( ) ( ))x x I x x f x f x f x f x        
ٔن  ) 2  ناقصة  fنقول  ناقصة تماما) م ال  (م fIلى ا D :إذا كان  
 1 2 1 2 1 2 1 2, , ( ) ( ) ( ( ) ( ))x x I x x f x f x f x f x       
ٔن  ) 3 لى   fنقول  ة  fIرت D   ال لى كل ا لى كل  Iإذا كانت متزايدة  ناقصة    .Iٔو م

  : ة ملاحظ 
ٔن  لى  fنقول  ة تماما)  ة (رت fIرت D  ال لى كلّ ا لى كلّ   Iإذا كانت متزايدة (متزايدة تماما)  ناقصة تماما)  ناقصة (م   .I  ٔو م
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ة: fIلى   fاتجاه تغير دا   راسة ن D   ٔن ندرس إشارة 1كفي  2

1 2

( ) ( )f x f x

x x




ل   ٔ ث Iمن   2xو  1xمن  1 ح 2x x  

1) إذا كانت  1 2

1 2

( ) ( )
0 ( 0)

f x f x

x x


 


فإنّ  

 
f   لى   Iمتزايدة (متزايدة تماما) 

1) إذا كانت  2 2

1 2

( ) ( )
0 ( 0)

f x f x

x x


 


فإنّ  

 
f   لى ناقصة تماما)  ناقصة (م  Iم

ال:     م
ا  )2   المعرّفة بـ:  fا ) 4 3f x x x    ناقصة التماما م   لى ا , 2 2  : ٔن( ( ) ( 2) 1)f x x   ينا و 

2 2
1 2 1 2 1 2 1 22, 2 2 0 ( 2) ( 2) ( ) ( )x x x x x x f x f x              

ا ال تماما  متزايدة  fا   لى ا 2,  ّل  ٔنه ٔ من   2xو 1xمن  2, ث 1  ح 2x x ينا  
1 2

1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2
4

1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( 2) 1 (( 2) 1) ( 2) ( 2) ( )( 4)
4 0

x x

x x

f x f x x x x x x x x x
x x

x x x x x x x x



 

           
      

   
  

II -    ت نها   : ا
قي  .  1 دد حق قي :  ٔو  0x  جوار  لعدد الحق وح منمجال  كلّ  0xسميّ جوارا ل الشكل مف 0 0,x x   ث 0  ح    

كلّ مجال من الشكل  ) )لـ  اجوار  وسمّي ,a  ) ,b ث a,) ح b  
ا المعرّفة في .  2 قي    ا دد حق f:لتكن  :0xجوار  I    0  وx  ّٔن ا. نقول  ق لى جوار   fددا حق     0xمعرّفة 

إذا تحقق:  0 00, ,x x I        
قي .  3 دد حق f:لتكن  :نهاية دا عند  I    لى جوار العدد  دا اء محتمل عند  0x معرّفة      0xست

ا   lليكن  :1تعريف  ق ل نهاية   fنّ ٔ نقول  .  ددا حق تهية   تق ):0 ,00ق الشرط: إذا تحقّ   0xعند   lم ( ) )x x f x l             
)ٔنّ ونقول كذ   )f x إلى   ؤوليl عندما  x 0 يؤول إلىx اإذ ورمز: 

0

lim   ( )
x x

f x l


 ٔو  
0

lim   
x

f l  
ٔنّ  إثبات: ملاحظة 

0

lim   ( )
x x

f x l


  تمثل في دام التعريف      . 0xو   بدلا  إيجاد ست
ال  ٔنّ : م : لإثبات 

2
lim 3 5 1
x

x


  دام التعريف ٔنّ:  ست ت  ٔن نث ,0كفي   0 : ( 2   3 6 )x x             

3 6 3 2 2
3

x x x
         يار  . إذا كفي اخ

3

   لى العلاقة: لحصول 

0,  :   2   3 6
3 3

x x
             

نهاية).نظرية  دانية ا ا :(و لت ا دة. aنهاية عند   fإذا ق ي وح   فه
نهاية عند المتتاليات.نبرهن  :رهان  دانية ا   بطريقة مشابهة لإثبات و
ت :نظرية  نها ا . )والمتتاليات(ا ل    إذا وفقط إذا كان   0xعند العدد    lنهاية    fكون ل ٔ تالية   كل من  )م )ns   منI   قاربة نحو :  كون   0x  م

lim   ( )n
n

f s l


 .    :ب وك
0

0lim   ( ) :[( lim ) lim   ( ) ]n n nx x n n
f x l s I s x f s l

  
     

 
ة ٔن  : ن لإثبات 

0

lim  ( )
x x

f x


كفي ير     تاليتين    موجودة  )إيجاد م )ns    و( )nt    نهاية )ب نهايتي    0xلهما نفس ا )nf s    و( )nf t   .ان   مختلف

ال  ت  : م ا   نهاية  ٔنّ لنث 1فة كما يلي:المعرّ  fا
( ) cosf x

x
   0ير موجودة عند 0x .  

1: المتتاليتانلتكن 

2ns n
   1و

(2 1)nt n 



تهما تؤولان إلى   lim  ب   0نها   ( ) lim cos(2 ) 1n

n n
f s n

 
    

limو     ( ) lim   cos(2 1) 1n
n n

f t n 
 

    ٔنّ  وبماlim   ( ) lim   ( )n n
n n

f s f t
 

   ّا   فإن ل نهاية عند  fا   . 0لا تق

ٔنّ   :2تعريف  ,00 إذا تحقق الشرط: 0x  إلى xعند ما يؤول  تؤول إلى  fنقول   0 : ( )A x x f x A          
  بـ: ورمز

0

lim  ( )
x x

f x
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  ّٔن ,00 إذا تحقق الشرط: 0xإلى xعند ما يؤول تؤول إلى   fنقول   0 : ( )A x x f x A          
  بـ: ورمز

0

lim  ( )
x x

f x


.  
يمين  .  4 قي من ا دد حق سارنهاية دا عند       :وال
    :ريفاتع

  ّٔن ل نهاية  f نقول  ب:   0xعند  l تق يمين وك من ا
0

lim   ( )
x x

f x l



 :إذا تحقّق الشرط 

0,  0 : [0 ( ) ]x a f x l              
  ّٔن ل نهاية   f نقول  ب:   من 0xعند  lتق سار وك )  limال )

x a

f x l



 :إذا تحقّق الشرط 

00,  0 :[0 ( ) ]x x f x l              
ل نهاية fإذا كانت  ملاحظة: دد l  تق يمين  0xعند  لى ا نهايتين  سارفإنّ ا ينا  وال كون  ٔيضا و    موجودتين 

0
0 0

lim   ( ) lim   ( ) lim   ( )
x x

x x x x

f x f x f x l
   

  
  

  : نتائج
1 (

  0
0 0

lim   ( ) lim   ( ) lim   ( )
x x

x x x x

f x f x l f x l
   

   
  

إذا كانت ) 2
0 0

lim   ( ) lim   ( )
x x x x

f x f x
 
 

   ّفإنf  ل 0xالعدد  نهايةتق
 

  

  : ٔم 

لى   fلتكن  ) 1 ا المعرّفة  ا   ,1 1,     :بـ
3 8

( )
1

x
f x

x





  

ينا 
2

2

1 1 1
1 1

( -1)( 1)
lim   ( ) lim ( ) lim ( ) lim lim( 1) 3

1x x x
x x

x x x
f x f x f x x x

x     

 
      


  

2 (
  0 0

| |
lim  lim  1
x x

x x

x x 
 

  و
 0 0

| |
lim  lim  1
x x

x x

x x 
 


    ه وم

0 0

| | | |
lim  lim  
x x

x x

x x 
 


 

ا لتالي ا |و |x
x

x


 
ل نهاية عند  لا   0تق

د  لىدا معرّفة    fلتكن   : لانهاية   نهاية دا عند .  5 الينا   ٔ ,a   ٔو , b ث a, ح b    
  : تعاريف 

1.  lim (x) ( ) 0,  0 :[ ( ) ]
x

f l l x f x l   


           
2  .lim (x) ( ) 0,  0 :[ ( ) ]

x
f l l x f x l   


            

3  .lim (x) + 0,  0 :[ ( ) ]
x

f A x f x A 


          
ت: 3(لتعريف بطريقة مشابهة  نها lim) نعرّف ا ( )

x
f x


 ،lim ( )

x
f x


   وlim ( )

x
f x




  
ت.  6 نها لى ا   : العمليات 

ورة في موضوع الم  ت المذ نها لى ا الات العمليات  وال تتالياتكل  سبة ل ل ت لكن  تبقى صالحة  نها تمكّن  هناك  في حساب ا الات لا 

اسبةفيها من تحد نهاية إلا بطرق م دن كالحالات الموالية المسمّ  يد ا الات  0،( التعيين اة 


،0

0
  ، ،1 00و( .  

 ٔ :   م
حساب   )1 3 2lim 3

x
x x


  ب ك 3. عندما  2lim lim 3

x x
x x

 
      دم التعيين كما ستطيع رفع    يلي:لكن 

 2 2 3 33
lim 3 lim 1 lim
x x x

x x x x
x  

       
 

.  
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حساب   )2
24

lim
1x

x x

x




ب   ك . عندما 
2

0

0

lim 4 0

lim 1 0
x

x

x x

x








دم ،    يلي: التعيين كماستطيع رفع 

22
2

2

1
lim (4 )lim (4 )

lim 4
1lim ( 1) lim (1 )

xx

x
x

x

xx x
x x

x x
x









   

 
. 

حساب    ) 3
2

sin
lim
x

x

x
ينا   .

2 2 2

1 sin 1
,  -

x
x

x x x
      :ّٔن 2  وبما  2

1 1
lim lim 0
x xx x 


     :كون حسب نظرية الحصر 

2

sin
lim 0
x

x

x


  
وال في جوار  . 7 0xمقارنة ا :  
:ريف اتع

  
لى gو fلتكن ين  اء محتمل عند  0x   جوار Vدالتين معرّف ٔنّ 0x  1ست ) نقول 
  

f ٔمام ٔو 0xإلى xيؤولعندما  gم  ب  0xعند ( ) وك
0

( )
x x

f g

  دت دا   بحيث: إذا و

, ( ) ( ) ( )x V f x x g x   و  
0

lim ( ) 0
x x

x


   
ٔنّ 2 ) نقول 

  
gلى ٔو 0xإلى xيؤولعندما  fمسيطرة  ب  0xعند ( ) وك

0

( )
x x

f g

o   دت دا   بحيث:  kإذا و

, ( ) ( ) ( )x V f x k x g x   ا لى k وا    Vمحدودة 
الرمزن
   

  . يا رمزي لاندوسمّ  o  و
  : ملاحظات

  :فإنّ  0x  جوار Vلا تنعدم في  g  إذا كانت

 ٔ(
  00

( )
( ) lim 0

( )x xx x

f x
f g

g x
                ب (f

g
لى     Vمحدودة 

0

( )
x x

f g

 o  

 : 3) 1  ٔم 2

0
( )

x
x x


   2 ((| ln |) ( ) ( 0)

x
x x  


  3 (2 22 ( )

x
x x


o 4 (

0
(ln | |) ( ) ( 0)

x
x x  


    

ة.  7 وال المتكاف   : ا
تعريف:
  

لى gو fلتكن  ين  ث 0xجوار    Vدالتين معرّف 0ح { , }x      .
ٔنّ     ٔو 0xإلى xيؤول عندما  gكا fنقول  ب 0xعند ( ) وك

0

( )
x x

f g

  يلي:إذا تحقّق ما

0

( )
x x

f g g


     
ٔنّ : ملاحظة  نلاحظ 

0 0

( ) ( )
x x x x

f g g f g f
 

         

: واص خ 
)  العلاقة) 1     )  وال المعرّفة في جوار ّ ة ا كافؤ في مجمو    0xلاقة 

2(
  

:  فإنّ  0x  جوار Vفي  انلا تنعدم gو  f  إذا كانت
00

( )
l i m 1

( )x xx x

f x
f g

g x
          

3 (
0 00

( ) ( lim ( ) ) lim ( )
x x x xx x

f g f x l g x l
 

     

4 (
0 0

lim ( ) 0
x x x x

f x l f l
 

     

ل  f  إذا كانت ) 5 فإنّ:   0x  دد  جوار Vلى شتقاقتق
0

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
x x

f x f x x x f x


           
ة  وال المتكاف لى ا   : العمليات 

ث: من   0xدو معرفة في جوار   k  و f  ،g،  hإذا كانت ٔ)         ح
0

( ) ( )
x x

f x g x

 و 

0

( ) ( )
x x

h x k x

 :ّفإن  

1 (
0

( ) ( ) ( ) ( )
x x

f x h x g x k x

   

فإنّ:  0xلا تنعدمان في جوار   k  و hإذا كانت  ) 2
0

( ) ( )

( ) ( )x x

f x g x

h x k x
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ت g  و f) إذا كانت  3 فإنّ: 0x تماما في جوار ينموج
0

( ( )) ( ( )) ( )
x x

f x g x  


    
يندالتين  gوfوكانت  من   0xدا معرّفة في جوار    uإذا كانت ب)        :فإنّ  من   0yفي جوار   معرّف

0 0 0
0( lim ( ) ) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))

x x x y x x
u x y f x g x f u x g u x

  
     

لٔوفة  ة الم وال المتكاف   : بعض ا
1(

0
ln (1 )

x
x x


                              4 (

0
1x

x
e x


   

2 (
0

sin
x

x x

                                  5 (

2

0
cos 1

2x

x
x


    

3 (
0

tan
x

x x

                                 6  (

0
(1 ) 1 , ( )

x
x x  


        

ة: إذا كانت  ن
0

lim ( ) 0
x

f x


  :ّفإن  
1(

0
ln (1 ( )) ( )

x
f x f x


                    4 (( )

0
1 ( )f x

x
e f x


   

2 (
0

sin ( ) ( )
x

f x f x

                      5 (

2

0

( )
cos ( ) 1

2x

f x
f x


    

3 (
0

tan ( ) ( )
x

f x f x

                      6  (

0
(1 ( )) 1 ( ),

x
f x f x  


         

 :   ٔم
1 (( ) ln(1 sin )f x x 

 
ة لـ: ا المكاف   fلنعينّ ا

في جوار
  

ينا .0
0 0

( ) ln (1 s in ) s in
x x

f x x x x
 

     
2 (( ) ln(1 cos )g x x 

 
ة لـ: ا المكاف   gلنعينّ ا

في جوار
  

ٔنّ 0 ). نلاحظ  )g x
 

كا cos لا  x  ّٔن
 0

lim cos 1 0
x

x


   

 ينا
2 2 2 2

0 0
( ) ln (1 c o s ) ln 2 ln 2 1 ln 2 ln 1 ln 2

2 4 4 4x x

x x x x
g x x

 

      
              

      
 

 
III -   ستمرارية:     
قي .  1 دد حق f:  :ستمرار عند  I     ّدد  دا معر   .Iمن  0xفة في جوار 
  ريف: اتع

  ّٔن مستمرة عند   fنقول 
0x  الشرطان: إذا تحقق  

نهاية  1 ) ا
0

lim   ( )
x x

f x


  . في    موجودة  
2 (

0
0lim   ( ) ( )

x x
f x f x


  

خٓر إذا تحقق ما يلي:   0ٔو بمعنى  00 ,  0 : ( ( ) ( ) )x I x x f x f x               
مستمرة عند   fٔن  إثبات - 

0x  تمثل في دام التعريف      . 0xو بدلا  إيجاد ست

  ّٔن يمين عند fنقول  لى ا مستمرة 
0x   :ب وك

0

0lim   ( ) ( )
x x

f x f x



  :إذا تحقق ما يلي  

0 0 00 ,  0 : ( ( ) ( ) )x I x x x f x f x                
  ّٔن سار عند  fنقول  لى ال مستمرة 

0x  :ب وك
0

0lim   ( ) ( )
x x

f x f x



   :إذا تحقق ما يلي  

0 0 00 ,  0 : ( ( ) ( ) )x I x x x f x f x                
ة:  ا  ن مستمرة عند العدد   fكون ا

0x   سار عند يمين ومن ال ب:   0xإذا وفقط إذا كانت مستمرة من ا   وك

0
0 0

0 0lim   ( ) ( ) lim   ( ) lim   ( ) ( )
x x

x x x x

f x f x f x f x f x
   

     

  ّٔن ال  fنقول  لى ا دد من   Iمستمرة    .Iإذا كانت مستمرة عند كل 
: ) 1 : ٔم ا ,0]:لتكن ا [f     :المعرفة بـ( )f x x  
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ا  دد  fا مستمرة عند كل 
0 0x  :ّٔن  .0 00,  0 : 0 ( ( ) ( ) )x x x f x f x               

0ينا: 0
0 0

0 0 0

( ) ( )
x x x x

f x f x x x
x x x x

 
     

   ذ ٔ ٔن ن aكفي    .ستلزام   حتى يتحقق 

ا2 يمين عند  f) في المثال السابق ا ٔنّ:  0مستمرة من ا
0 0

lim   ( ) lim   0 (0)
x x

f x x f
 
 

  
  

ا 3 |) ا |x x
 

ٔنّ: 0مستمرة عند
0 0

lim| |  lim(- ) 0
x x

x x
 
 

 
 

و
0 0

lim| |  lim 0
x x

x x
 
 

 
   

لتالي:  و
0

0 0

lim  ( ) lim  ( ) lim  ( ) 0
x x

x x x x

f x f x f x
   

  
  

ا  ) كل من4 ا   الحدود،دوال كثيرات  الثابتة،ا ا sinا لى   cos وا   .مستمرة 
وال الناطقة 5 وال) ا ة تعريفها.   وا لى مجمو   الصمّاء مستمرة 

ستمرار  :نظرية  ا ).  والمتتاليات( مستمرة عند العدد    fكون ا
0x   تالية ل كل م ٔ )إذا وفقط إذا كان من  )ns   منI   قاربة نحو كون:    0x  م

0lim   ( ) ( )n
n

f s f x


 . ب   :وك
0

0 0 0lim   ( ) ( ) :[( lim ) lim   ( ) ( )]n n nx x n n
f x f x s I s x f s f x

  
      

  
لاستمرار .  3 تمديد  ا    ،0xمجالا من   Iليكن : ا ق :0وددا حق { }f I x  دا  

ا  ٔنّ   نقول تعريف: لاستمرار إلى دا  fا ل تمديدا  إذا كانت  0xعند العدد fتق
0

lim   ( )
x x

f x l


   :ب   وك

0

0

( ) , { }
( )

,

f x x I x
f x

l x x

 
    

ا  ا fا لاستمرار ل تمديد    .0x عند f سمى ا

 : ة  ) 1ٔم ق ا الحق الشكل:   *لىالمعرفة  fا sinب
( )

x
f x

x
 لاستمرار عند تمديد  ل ا 0  تق 0x   ّٔن 

0

sin
lim 1
x

x

x
  

f::وكون      :ث ح
s i n

, 0
( )

1 , 0

x
x

f x x
x

  
 

  

ة  )2 ق ا الحق لى    fا الشكل:   *المعرفة  1ب

( ) xf x e لاستمرار عند لا تمديد  ل ا 0  تق 0x    ّ1ٔن

0
lim   x

x
e


  ير موجودة  

وال المستمرّة  عمليات.  4   : لى ا
ق  ين دالت   gو  fإذا كانت  قي ين مستمرت ين ت حق دد حق ق  دد   و   وكان     0x عند  بت ينن حق    فإنّ:ين 
ا 1 |) ا |f   مستمرة عند

0x  .  
ا 2 f) ا g    مستمرة عند

0x  .  
ا 3   .  0x  مستمرة عند fg) ا
)0) إذا كان  4 ) 0g x  ا f. ا

g
  . 0x  مستمرة عند العدد 

التان 5 )max) ا , )f g   وmin( , )f g  ن عند ٔنّ:  0x  مستمر  .1
max( , ) ( | |)

2
f g f g f g      و 

1
min( , ) ( | |)

2
f g f g f g     

دد   f) إذا كانت6 )0دا مستمرة عند   gو  0xدا مستمرة عند  )f x    ا gفإنّ ا f   مستمرة عند
0x  

ال: ا   م u:ا     المعرفة بـ( ) sin | |u x x   لى لشكل:  uٔنّ:  مستمرة  uهي دا مربة  g f     :ث   ح
:f    ث )ح )f x x  و:g     ث )ح ) sing x x  لى   هي دا مستمرة 

لى مجال fلتكن : ستمرار المنتظم.  5 ة معرفة  ق   من   Iدا حق
ٔن  :تعريف ال fنقول  لى ا نتظام  ,20الشرط:إذا تحقق  Iمستمرة   0: ( , ) ( ( ) ( ) )x y I x y f x f y                 
 :  اتملاحظ 

ال  - 1 اص  نتظام مفهوم  ٔي في جوار هذا العدد.  Iستمرار  دد مفهوم محلي  ستمرار عند  كمٔ ب    ب
ال fٔن  لإثبات  - 2 لى ا نتظام  ت ايجاد   Iمستمرة  دام التعريف نث     فقط. بدلا  ست
لى مجال fدا كل - 3 نتظام  ال  Iمستمرة  لى هذا ا ير صحيح هي مستمرة    .والعكس 
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  :  ٔم 
1 ( : ا ,0]:لتكن ا 1]f     :2المعرفة بـ( )f x x  

ا  ال    fا لى ا نتظام  ٔنّ:  [0,1]مستمرة   .0,  ( ) 0 : , , ( ) ( )x y I x y f x f y                

2ينا:  2( ) ( ) ( ) 2f x f y x y x y x y x y x y x y            ذ ٔ ٔن ن كفي 
2

   .ستلزام   حتى يتحقق 
2 : ا f:) لتكن ا      :2المعرفة بـ( )f x x   .f لى لى  f  لكن   مستمرة  نتظام    ٔنّ:  ير مستمرة 

2 2 20, 0, ( , ) [(| | ) | | ]x y x y x y              
ذ  ٔ 1ن   ل كل ٔ 0. من   ان ق ددان حق د  ث:   yو    x، يو 1ح

x


 2   و
y x


   

| ينا | | |
2 2

x y
  

    و  
2

2 2 2
| | | | ( ) 1 1

2 2 2 4
x y x y

   


       
  

ٔساسية .  6 ت  وال المستمرة   نظر   : حول ا
ن  ٔ. f:دا  كلّ  :Heineنظرية ها I     لى مجال مغلق ومحدود)  (متراص مستمرة  baI ,  لى نتظام  هي دا مستمرة 

ال.   هذا ا
لخلف)البرهان   )  

ٔن   نتظام  fنفرض  ير مستمرة  مستمرة و ba,  ستمرار وجود تاليتين   0. عندئذ يبينّ نفي انتظام    بحيث  nyو   nxوم
 .* 1

:            ( ) ( )n n n nn x y f x f y
n

         1 يتضح من العلاقة* :    n x y
n n n

      
ستطيع تطبيق نظرية بولزانو nyو   nxٔن المتتاليتين   لتالي  ن. و رستراش  -محدود قاربة)   (كلفا تالية جزئية م ل م ة محدودة تق ق تالية حق م

تالية جزئية  nxلى  واستخراج م
in

x  دد قاربة نحو  * . ولما كانlم 1
:    

i in n
i

i x y
n

        
lim ) (0فإن 

i


 ii nn yx ٔن ج  ست . وهكذا 
in

y   ساوي تها  ٔيضا ونها قاربة    .lم
لرجوع إلى العلاقة  *و :      ( ) ( )

i in ni f x f y      
في المتباينة    يؤول إلى   iوجعل   )()( 

ii nn yfxf  نصل بفضل استمرارf  0)()(0 :إلى التناقض  lflf  .  
ال :  م ا :: ا sinf x x   ال لى ا ,0]مستمرة  ]    لى نتظام  لتالي مستمرة  ,0]و ] .  

ن والمحدودإنّ شرط المغلق  ملاحظة:  ّة نظرية ها   .ضروري لص
  :  ٔم
1 : ا f:2) ا x x   ال لى ا ,0]مستمرة  [  .ال لى هذا ا نتظام  ير مستمرة    لكنهّا 

2 : ا 1) ا
:f x

x
   ال لى ا ,0[مستمرة  ال.  [1 لى هذا ا نتظام  ير مستمرة    لكنهّا 

رستراش نظرية ب.     : Weierstrass فا
لى متراص   fكل دا   مستمرة  ba,  ٔدنى.هي لى وا ٔ ديها ا ٔي   دا محدودة وتدرك  ( , )f a b  ا لى محدودة وا ٔ ديها ا تدرك 

 ٔ ددان  دنىوا د  ٔنه يو من    2xو 1xٔي  ba,  بحيث
 

1
,

( ) sup ( )
x a b

f x f x


     و
 2 ,

( ) inf ( )
x a b

f x f x


  

ال: )2  م ) 1f x x    ،[ 1,1]fD    ينا[ 1,1], 0 ( ) 1x f x     و  
 ,

(0) sup ( ) 1
x a b

f f x


 ، 
 ,

( 1) (1) inf ( ) 0
x a b

f f f x


   
  

ٔ  ملاحظة: لى وا ٔ ديها ا ا لا تدرك  ٔي ا ير صالحة،  ير متراص فإنّ النظرية  ال    . سفلإذا كان ا
ال: ال fلتكن م لى ا دا معرّفة 

 
[0,1[

 
)بـ:   )f x x   يناsup ( ) 1f x 

 
infو  ( ) 0f x  د   لكن لا )بحيث: x]0,1]يو ) 1f x    

    : المتوسطة  نظرية القيمة   ج. 
f:لتكن  I     يفي لى مجال  )(. ولتكن  Iدا مستمرة  1xf   و)( 2xf  قيمتين لـf  ث 21ح xx .  

دد   ل كل  ٔ )(محصورا بين   cمن  1xf   و)( 2xf د ٔقل يو ال  0x ادد لى ا من ا 21 , xx    يحققcxf )( 0. 



ت  قي               واستمرارية المحور الثالث: نها ة لمتغير حق ق وال الحق ّ   ا

نة الجامعية                                           9/12             الوادي                      -امعة الشهيد حمّة لخضر  2022/2021السّ
 

ال: لى  fلتكن م دا معرّفة 
 

3بـ:   2( )f x x x x    ٔنّ المعاد ت  )لنث ) 5f x  ال لا في ا ٔقل  لى ا ل     تق 1, 2  
)ينا  1) 1 1 1 1f      (2)  و 8 4 2 10f      ّٔن 5وبما  ]1,10[  :ّفإن 0 1,2 : ( ) 5x f x        
ة: ٔنّ صورة  ن ج من هذه النظرية    ٔيضا مجال.   دا مستمرة هيبكل مجال ست

ا   ة تما fملاحظة: إذا كانت ا ال  رت لى ا د. 0xفإنّ العدد   Iما    وح
  : اصة ت  الا

)ل المعاد    ) 1 ) 0f x  :    لتكنf   لى مجال متراص دا مستمرة  ba, ٕ0كان  ذا. ا)().( bfaf  ٔقلفإنه لى ا د     cيو
من   ba,  0بحيث)( cf.  

ال: ا  م ق ذرا حق ٔقل  لى ا ه فردية يم  دود درج   كل كثير 
1ليكن  0(x) ...n

nP a x a x a     دود ث كثير  ٔنّ:  nح 0naدد فردي. لنفرض   :لتالي     و
lim ( )P x


   وlim ( )P x


    ان ق ددان حق د  اصة يو ث:    bو   aوبصفة  )ح ) 0f a    و( ) 0f b    ج   حسب النظرية السابقة.   وست
]:إدا كانت: صامدة نظرية النقطة ال)  2 , ] [ , ]f a b a b  ٔقل  فإنهمستمرة دا لى ا د  من   cيو ba,   بحيث( )f c c .  

  : ا ) 1ٔم ,0]:ل ] [0, ]
2 2

f
 

  :ث )ح ) sinf x x    نقطة صامدة( )f c c    ال ,0]في ا ]
2

 .  
ا ) 2 [0,1]:ل [0,1]f   :ث )2ح )f x x   ال ن في ا ]نقطتان صامد   .1  و 0  وهما [0,1
وال المستمرة  . 7 ة عكس ا   : والرت

ة دا  fلتكن :تعريف  ق لىحق )نحو   Dتقابلا من   fإذا كانت  .من  D جزء معرفة  )f D سمّى   عكسيةال ا ا فإنّ التقابل العكسي 
ا  لرمز    fل 1fورمز لها      ينا )1-و ( ), ) ( ( ), ( ))y f x x D x f y y f D          

  : خواص 
1 (1f f    ا المطابقة المعرفة من ,1ٔي:  Dنحو Dهي ا [ ( )]x D f f x x    
2 (1f f    ا المطابقة المعرفة من )هي ا )f D نحو( )f D  :1ٔي( ), [ ( )]y f D f f y y    
التين 3 حنيا ا س م ا عامد وم 1fو f)  في معلم م  .ٔول لمنصف ا سبة  ل ناظران    م

ة دا  كل  نظرية: ق ة مستمرة fحق لى مجال  ورت ل من   Iتماما  1fعكسية دا   تق  التين ّ 1fو  fول   تغير.   فس اتجاه ال ن  
  : ٔم 

ا 1 )) ا ) ln( )f x x  ةمستمرة لى   ورت *تماما 
  ل دا عكسية لتالي تق )1و ) exp( )f x x   لى   .متزايدة تماما 

ينا   *و  , exp[ln( )]x x x     و, ln[exp( )]y y y    
ا 2 )2:  لى بـالمعرفة  f) ا ) ( 1)f x x   لى   ومتزايدةمستمرة ,1]تماما  [ لتالي ل دا عكسية   و 1fتق    مستمرة متزايدة تماما

,0]لى  [   ينا )2و ( 1) , [1, [ ( 1, [0, [)y x x x y y           :ب )1وك ) 1f x x    
والالمتتاليات التراجعية .  8   المستمرة:   وا

تالية  تعريف: راجعية كل م تالية  ة سمي م ق )حق )nu  ها من الرتبة دّ يعطىn  ّد دود) من رتبة ٔ  بدلا  دة  ٔو    .nمن   صغر(
كون الحدّ   ة عندما  ق ل هذه المتتاليات الحق   : لى النحو التالي   nمن الرتبة    معطى بدلا الحدّ   1nمن الرتبة    ويمكن التعبير عن م
]:  ننطلق من  , ] [ , ]f a b a b المتتالية   مستمرّة ونعرف  دا( )n nu  :بـ    

0 1[ , ], : ( ), .n nu a b n u f u     
ة وصول  افترضنا ملاحظة: ]هي  fمجمو , ]a b  لعلاقة كون  1حتى  ( )n nu f u  .معنى    

  :   متزايدة fا   - 1
ل   ومتزايدة منمستمرّة  fإذا كانت  نظرية: ٔ0 [ , ]u a b   فإنّ المتتالية( )nu  ة قاربةرت دد وم )  وتحقّق lنحو  )f l l   
ٔنّ :  ٔولا  رهان:  1نفترض  0 0( )u f u u     ّٔن فإنّ     fبما  2متزايدة  1 0 1( ) ( )u f u f u u       ّٔن بما  فإنّ:    fكذ  متزايدة 

3 2 1 2( ) ( )u f u f u u     ّٔن ت  1nوهكذا ....... نث nu u  كون ) و )nu متزايدة  
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ٔنّ : نيا 1نفترض  0 0( )u f u u   ّٔن ٔنّ    متزايدة   fبما  ت  1nبنفس الطريقة السابقة نث nu u   كون )  و )nu  ناقصة. م  
ه من ٔنّ  وم ج  ست )الحالتين  )nu  .ة   رت
ة  ]:ٔنّ  وبمأخرى من  , ] [ , ]f a b a b  ّفإن, nn a u b    لتالي ) و )nu   .محدودة  

يرا  ٔنّ ٔ )المتتالية بما  )n nu  ة ومحدودة إذا دد  رت قاربة نحو  limٔي lم nn
u l


   ينا كذ 1limو lim ( )n nn n

u f u l 
   

ٔنّ و  lim مستمرّة فإنّ  fبما  ( ) ( lim ) ( )n nn n
l f u f u f l

 
    

ال )طبيعة المتتالية   : لندرسم )nu  ّ0  لشكل التالي:فة المعر 12, , ( )n nu n u f u     
ث:     [0,3]:ح [0,3], 1f x x  ا ([0,3])متزايدة   إذا   f. ا [0, 2.7] [0,3]f     إذاf     محدودة  

1ينا  01 2 2.4 2u u    ٔنّ   وبماf  ّمتزايدة فإن ( )nu  لتاليمتزايدة )  و )nu دد قاربة نحو  1 :وتحقّق lم l l   

2ينا  2 3 5 3 5
1 1 ( 1) ( 1) 3 1 0

2 2
l l l l l l l l l l l

 
                  

ٔنّ  1lبما      : ّ3فإن 5

2
l


 ب 3 وك 5

lim
2nn

u



  

ناقصة fا   - 2   :  م
  نظرية: 

]: إذا كانت , ] [ , ]f a b a b  ناقصةدا )وكانت مستمرّة وم )nu   1 :بـ راجعية معرّفة تاليةم ( )n nu f u 0  و [ , ]u a b :ّفإن  
)2) المتتالية  1 )nu  ة قاربة نحورت )  وتحقّق lدد وم )f f l l  
2) المتتالية  2 1( )nu   ة قاربةرت )  وتحقّق lدد نحو وم )f f l l  

ٔنّ  ملاحظة )2: لإثبات  )nu  كفي المقارنة بين ناقصة)  ٔو م ة (متزايدة  ٔنّ   و   2uو   0uرت 2لإثبات  1( )nu  (ناقصة ٔو م ة (متزايدة   رت
  3uو  1uكفي المقارنة بين   

ٔنّ مركّ  رهان:  ناقصتين هو مستمرتين و ب دالتين نعلم    ومتزايدة.  دا مستمرّةم
ل  ٔ)  ٔ 0من  [ , ]u a b 1ينا 0( )u f u 2و 1 0( ) ( )u f u f f u      
ٔنّ :  ٔولا 2:  نفترض  0u u    ّٔن fبما  f     ّفإن 4متزايدة  2 0 2( ) ( )u f f u f f u u        ّٔن بما  fكذ  f   :ّفإن متزايدة 

6 4 2 4( ) ( )u f f u f f u u      ّٔن ت  2وهكذا ....... نث 2 2n nu u  كون )2 و )nu .متزايدة  
ٔنّ:  : نيا 2نفترض  0u u   ّٔن fبما  f   ٔنّ متزايدة ت  2بنفس الطريقة السابقة نث 2 2n nu u   كون )2  و )nu  .ناقصة   م

ه من ٔنّ  وم ج  ست )الحالتين  )nu  .ة   رت
ل   ٔ 0ب) من  [ , ]u a b 1ينا 0( ) [ , ]u f u a b   3و 2 1( ) ( )u f u f f u     

ٔنّ:  :  ٔولا 3نفترض  1u u    ّٔن fبما  f     :فإن 5متزايدة  3 1 3( ) ( )u f f u f f u u        ّٔن بما  fكذ  f     :ّفإن متزايدة 
7 5 3 5( ) ( )u f f u f f u u      ّٔن ت  2وهكذا ....... نث 3 2 1n nu u  كون 2 و 1( )nu  .متزايدة  

ٔنّ:  : نيا 3نفترض  1u u   ّٔن fبما  f   ّٔن ت  2متزايدة بنفس الطريقة السابقة نث 2 2n nu u   كون 2  و 1( )nu   .ناقصة   م
ه من ٔنّ  وم ج  ست 2الحالتين  1( )nu   .ة   رت
ة  ]:ٔنّ  ٔخرى وبمامن  , ] [ , ]f a b a b  ّفإن, nn a u b    2 وون( )nu 2  و 1( )nu    ين من )جزئي )nu  ّفإن  

2, nn a u b      2و 1, nn a u b      
ٔنّ  يرا بما  ٔ2( )nu ة ومحدودة إذا ي رت دد فه قاربة نحو  2limٔي  lم nn

u l


    ينا كذ 2limو lim ( )n nn n
u f f u l 

   
ٔنّ  fوبما  f ّ2   :مستمرّة فإن 2lim ( ) ( lim ) ( )n nn n

l f f u f f u f f l
 

      
ٔنّ  2بما  1( )nu  ة ومحدودة إذا ي رت دد فه قاربة نحو  2ٔي  lم 1lim nn

u l
    ينا كذ 2و 3 2 1lim lim ( )n nn n

u f f u l  
   

ٔنّ  fوبما  f :ّ2  مستمرّة فإن 1 2 1lim ( ) ( lim ) ( )n nn n
l f f u f f u f f l  
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  : تمرن 

f:لتكن  
   ا المعرّفة كما 2يلي:   ا

( ) 1f x
x

 .  
ٔنّ    .1 ناقصة تماما (دون حساب المشتق). fرهن     ……         …………………… ………….. م
ا. تحقق 2 f  ٔنّ ا f   : لّ المعاد )متزايدة تماما ثمّ احسب ح )( )f f x x...………         ……    

). لتكن3 )nu  :ة معرّفة بـــ ق تالية حق 0م 1

2
1, : 1n

n

u n u
u    .  

ٔنّ:       ت  :اث 1 3nn u    .           ..…………………………………………………   
). لتكن4 )nv   و( )nw   :ين كما يلي تاليتين معرّف 2م 1 2,n n n nw u v u .  
3ٔ. احسب   2 1, ,u u u بة كلّ من )، ثمّ ادرس ر )nv   و( )nw.            .…  …      ……… ……   

ٔنّ المتتاليتين  ج  )ب. است )nv   و( )nw .ن اور   ………… ………                …… …………... م
ٔنّ المتتالية  ج  )ج. است )nu .قاربة      م

  الحلّ:

f:لتكن  
   ا المعرّفة كما 2يلي:   ا

( ) 1f x
x

 .  
ٔنّ   .1 لى  ناقصة تماما (دون حساب المشتق): fالبرهان  ٔنّ:  م 2لنبرهن 

1 2 1 2 1 2( , ) : ( ) ( )x x x x f x f x
      

1ليكن    20 x x   ه وم
1 2

1 1
1 1

x x
  

 
لتالي    1و 2( ) ( )f x f x.  

ا. التحقق 2 f  ٔنّ ا f   : لّ المعاد )متزايدة تماما ثمّ حساب ح )( )f f x x: …  
ٔنّ:   fلنتحقق  f   :ٔي 2متزايدة تماما 

1 2 1 2 1 2( , ) : ( ) ( )x x x x f f x f f x
        

1ليكن    20 x x   ّٔن ناقصة تماما فإنّ  fبما  1م 2( ) ( )f x f x ٔنّ   كذ بماf  ّناقصة تماما فإن 1م 2[ ( )] [ ( )]f f x f f x  

 : لّ المعاد )ح )( )f f x x  :
2

2 2
( )( ) [ ( )] 1 1

1 2x

x
f f x x f f x x x x

x
        

 
  

كون: ه  22 وم 3 2
1 3 2 ( 2 ) 2 0 ( 1) ( 2 )

2 2

x x
x x x x x x x x x

x x


                

   
ٔنّ  0x  وبما    ّلّ  فإن :   ح )المعاد )( )f f x x   2هوx   

). لتكن3 )nu  :ة معرّفة بـــ ق تالية حق 0م 1

2
1, : 1n

n

u n u
u    .  

:ٔنّ:  إثبات 1 3nn u    ينا لتراجع  0  : لنبرهن  01, 1 3u u     ّٔن 1، نفرض  3nu  :ٔن ت  11ونث 3nu            

1

2 2 2 2
1 3 2 1 1 1 1 2 3 1 3

3 3n n
n n

u u
u u                 ه : وم 1 3nn u    

). لتكن4 )nv   و( )nw   :ين كما يلي تاليتين معرّف 2م 1 2,n n n nw u v u .  
3ٔ. حساب    2 1, ,u u u بة كل من )، ثمّ دارسة ر )nv   و( )nw:  

 1

2
1 3

1
u      ،2

2 5
1

3 3
u       3و 5

3

2 6 11
1 1

5 5
u         

0)  3ينا من السؤال  11, : ( )n nu n u f u      :كون ه  1وم 2 2 2 1 2( ) [ ( )] ( )n n n n nv u f u f f u f f v        
1 كذ 2 3 2 2 2 1( ) [ ( )] ( )n n n n nw u f u f f u f f w         ينا fو f  :ّٔن 1متزايدة تماما و بما  0 2 0 0

5
( ) 1

6
v f f v u u v      و  

1 0 3 1 0

11
( ) 2

5
w f f w u u w       ّفإن( )nv   متزايدة تماما و( )nw  .ناقصة تماما   م

ٔنّ  اج  )المتتاليتين ب. است )nv   و( )nw :ن اور   … م
:ينا  1 3nn u     ّٔن 2  وبما  1 2,n n n nw u v u   ه :وم 1 3nn v    و  : 1 3nn w     
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لتالي  )و )nv   و( )nw  .قاربتان ان تماما فهما م ٔنهما رتي ن وبما    محدود
ٔنّ  limإثبات  ( ) 0n n

x
v w


 …  

ٔنّ:   limنفرض  n
x

v l


  لتالي 1lim  :و n
x

v l
     ونفرض كذlim n

x
w l


  :لتالي 1lim  و  n

x
w l

     
1ينا ( )n nv f f v     1و ( )n nw f f w   ا و ٔنّ ا f   بما  f  ّمستمرة فإن( )l f f l  و ( )l f f l    

ل المعاد   ٔنّ  )ونعلم  )( )f f x x   2هوx   كون ه  2lوم l    إذاlim ( ) 0n n
x

v w


     
لتالي ٔنّ  و ا  )ٔثب )nv   و( )nw .ن اور   …م

ٔنّ المتتالية  اج  )ج. است )nu :قاربة      م
ٔنّ  )بما  )nv  و( )nw   ان من )مستخرج )nu  ينا 2و 2 1lim lim lim lim 2n n n n

x x x x
v u w u    
      ّفإن  ( )nu  قاربة lim و م 2n

x
u


            

 ………  



ل1 اس: تحل  جــــــــامعة الـــوادي مق
ق  قةكلية العلوم ا

ات ض  قسم الر
2022/2021  MIؤلــــــى نة    س

ةسلس       ّ وال ا( 03رقم  ٔعمال مو ت واستمرارية ا ةلح نها ق       ) ق
دت:       1تمرن ت التالية إن و نها   : احسب ا

1 (
2

22

4
lim

3 2x

x

x x


 

       2  (
2

0

1 1
lim
x

x x

x

           3  (2lim ( 2 )
x

x x x


              4  (s i n ( )
l im

x

xx

e

e



  
     

5 *  (2lim ln( )x
x

x x e


     6 ( 

1

0
l im 1 x
x

x


           7*  (
0

[ ]
l im

| |x

x x

x

              8  (
0

2 c o s
lim

x

x

x

x



      
ث   bو   aيكن : ل 2تمرن ين ح ق ن حق 0دد b a      

ٔنّ:1 ت  . اث
4 4 4 4

4 44 4

a b a b
a b

a b

 
    .2ج 34  :. است 4 4lim ( 1 1)

x
x x x

 
     

ّ 3تمرن ينّ ا ا :  ة ل نهاية في  fا المكاف  ا من الحالات التالية:كل ثمّ احسب ا

1 (
2 3

4

( 3 )(2 1)
( ) ,

2

x x x
x f x x

x x

 
 


   2(

2 4

3

(2 )(2 )
( ) , 0

2

x x x
x f x x

x x

 
 


   3*  (

2 2
( ) , 2

2

x x
x f x x

x

 
 


  

ين  : 4تمرن ق ن الحق ا  نوكحتىّ  bو   aينّ العدد لى                                          بـ:المعرّفة  fا   .مستمرة 

f:لتكن  : 5تمرن    لى  دا *بحيث:  مستمرّة  : | ( ) | | |x f x x    
ث  bو aيكن ل . f .2(0)احسب . 1 ين ح ق ن حق 0دد a b  بت د  ٔنهّ يو ت  ث:  k]0,1[. اث ]ح , ] : | ( ) |x a b f x k x    

f:لتكن   :6تمرن  . لاستمرار لـ دا تمديد  ا من الحالات التالية:   fادرس ا   في كل 

1 (1
( ) sin sinx f x x

x
   2 (1

( ) cos cosx f x x
x

 3 (| sin |
( )

x
x f x

x
  4 * (( ) sin( 1)ln | 1|x f x x x    

لى جزء f:7تمرن نتظام  )ولتكن من   Dدا مستمرة  )nx  و( )ny تاليتين من ث   Dم limح ( ) 0n n
n

x y


     
ٔن  1 ت  lim. اث [ ( ) ( )] 0n n

n
f x f y


   2ال المعطى لى ا نتظام  وال التالية مستمرة    I. هل ا

  (ٔ1
( ) , [1, [f x I

x
       (1ب

( ) , ]0,1]f x I
x

      2) *ج( ) sin( ),f x x I     .  

f:لتكن  :8تمرن    بحيث:مستمرة داlim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
 

  .  
ٔنّ 1 ت  ا2محدودة.   f. اث ٔ  f. هل ا لى وا ٔ دّيها ا   معا؟  لسف تدرك 

ين  gو   fلتكن  :*9تمرن ال ومستمرتيندالتين معرف ]  لى نفس ا , ]a bمن ث ] ٔنّ:، ح , ], ( ) ( )x a b f x g x    
قي    دد حق د  ٔنهّ يو ت  0kاث   ث ] ٔنّ:، ح , ], ( ) ( )x a b f x g x k     

ال ومستمرةدا معرفة  fلتكن  :10تمرن ] لى ا , ]a b 2  ولتكن 1..., ,nx x x   ة ق دادا حق ٔ[ , ]a b   

ٔنّ:  ت  1اث 2

1
[ , ] : ( ) ( ( ) ( ) ... ( ))nc a b f c f x f x f x

n
       

:بحيث:   لى   ومستمرّةمعرفة  دا fلتكن  :*11تمرن ( ) 0x f x     و( )
lim 1
x

f x

x 
  

ٔنّ: . 1 *نفترض  : ( )x f x x   :ّٔن ت  ٔ. اث  .(0) 0f  .ج. ب *ٔنّ:   است : ( )f      
ٔنّ:   2 ٔ. بينّ  .lim ( ( ) )

x
f x x

 
   .ج. ب :ٔنّ:  است ( )f     :ّٔن ج  :. جـ. است ( )f      

ا   fنعتبر :12تمرن لىا ,1[المعرّفة  [  2يلي:   كما( )f x x x x   

ٔنّ:   .1 1بينّ 
]1, [: ( )

2
x f x    ج لى    fٔنّ  واست ناقصة تماما  ,1[م [ .  

,1[تقابل من  fٔنّ بينّ . 2 [  ينّ  مجال يطلب تحديدهنحو 1fعبارة  ثمّ     ا العكسية لـ   fا
لتقويم لاحقا* ([  ]) يترك 

2

2 , 1

( ) , 0 1

1, 0

x x

f x a x b x

x x

  


   
   



ل1 اس: تحل  جــــــــامعة الـــوادي مق
قكلية العلوم   قةا

ات ض  قسم الر
 2022 / 2021  MIؤلــــــى نة    س

ةسلس ل      ّ وال الح (03رقم  ٔعمال مو ت واستمرارية ا ةنها ق        )ق
دت:       احس: 1تمرنل  ت التالية إن و نها   ب ا

1 (
2

22 2 2

4 ( 2 ) ( 2 ) 2 4
lim lim lim 4

3 2 ( 2 ) ( 1) 1 1x x x

x x x x

x x x x x  

   
   

    
 

 2 (
2 2 2

2 2 20 0 0 0

1 1 (1 ) 1 1 1
lim lim lim lim

2( 1 1) ( 1 1) 1 1x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x x x   

       
   

        
   

3 (
2 2

2

2

( 2 )( 2 ) 2 2 2
lim ( 2 ) lim lim lim 1

22 2( 2 ) (1 1 ) (1 1 )
x x x x

x x x x x x x
x x x

x x x x
x x

       

   
      

     
   

4 (
0

s i n ( ) s i n
l i m l i m 1 ( )

x
x

xx X

e X
X e

e X




   
      

5 (2

1
lim ln( ) lim (ln( ) ln(1 ) lim ln( ) lim ln( ) (1 )x x x

x x x X
x x e x xe x X xe X  

   
             

8 (
ln2

20 0 0 0 0 0

2 cos 2 1 1 cos 1 1 cos 1 1 cos 1
lim lim limln2 lim ln2 lim lim ln2(1) (0) ln2

ln2 2

x x x X

x x x x X x

x x e x e x
x

x x x x X x          

       
       

     
ث  bو   aكن ي: ل 2تمرنل  ين ح ق ن حق 0دد b a   

ٔنّ:ا. اثب1 ت 
4 4 4 4

4 44 4

a b a b
a b

a b

 
    .  

4ينا  4 3 2 2 3( )( )a b a b a a b ab b        0وبماa b    :ّفإن
4 4

3 2 2 3
( )

a b
a b

a a b ab b


 

  
  

ٔنّ:  1وبما  1
0

a b
   :ّ3فإن 3 2 2 3 3

1 1 1

4 4a a a b ab b b
 

  
ه     وم

4 4 4 4 4 4

3 3 2 2 3 34 4

a b a b a b

a a a b ab b b

  
 

  
  

لتالي  و
4 4 4 4

4 44 4

a b a b
a b

a b

 
    

34 :جا . است2 4 4lim ( 1 1)
x

x x x
 

   .  ل ٔ 4من  1a x    4و 1b x    

كون 
3 4 4 3 4 44 44 4 4 4

34 4 4

3 34 4

( 1 ) ( 1 ) ( 1 ) ( 1 )
( 1 1 )

4 ( 1 ) 4 ( 1 )

x x x x x x
x x x

x x

     
    

 
  

3 3

4 4
34 4 41 1 1 1

1 ( 1 1 ) 1
2 2

x x x
x x

 
            
   

ٔنّ:   وبما 
3 3

4 41 1 1 1 1
lim 1 lim 1

2 2 2x xx x

 

 

         
   

  

كون   34حسب نظرية الحصر  4 4 1
lim ( 1 1)

2x
x x x

 
     

ّ تعيين: 3رنل تم ا  ا ة ل نهاية في احسثمّ  fا المكاف  ا من الحالات التالية: كل ب ا

1 (
2 3

4

( 3 )(2 1)
( ) ,

2

x x x
x f x x

x x

 
 


   عند  ة ٔكبر در دود بحده ا كوننعوض كل كثير   :ف

3

4

(3 )(2 )
( ) 6

x x
f x

x
  

lim ( ) 6
x

f x
 

  

 2(
2 4

3

(2 )(2 )
( ) , 0

2

x x x
x f x x

x x

 
 


     0عند  ٔ دود بحده ا كون صغرنعوض كل كثير  ة ف :  در

2(2 )(2)
( ) 4

x
f x x

x
   و

lim ( ) 0
x

f x


  
ين ينعيت : 4تمرنل  ق ن الحق لى                                          بـ:   لى عرّفة الم fا ا نوكحتىّ  bو   a العدد   .مستمرة 

ا  لى   fا   {0,1}مستمرة 
كون  0ند ة ع ستمر م  fنوكحتىّ  ٔن  2يجب 

0 0

1 lim( 1) lim( )
x x

x ax b b
 
 

      ه 1bوم   

كون  1ند ة ع ستمر م  fنوكحتىّ  ٔن  يجب 
1 1

lim( ) lim( 2) 3
x x

a b ax b x
 
 

        3ٔيa b   ّٔن 1bوبما    ّ2فإنa  

2

2 , 1

( ) , 0 1

1, 0

x x

f x a x b x

x x

  


   
   



f:لتكن  : 5 تمرنل     لى  دا *بحيث:  مستمرّة  : | ( ) | | |x f x x     
  .f(0)حساب   .1
*ينا  

0 0
: 0 | ( ) | | | lim | ( ) | 0 lim ( ) 0

x x
x f x x f x f x

 
         

ٔن  لى   fوبما  لتالي عند  مستمرة  ٔنّ   0و ج  ست
0

lim ( ) (0) 0
x

f x f


  
بت. 2  د  ٔنهّ يو ث:  k]0,1[اثبات  ]ح , ]: | ( ) |x a b f x k x   

]:لتكن  , ]g a b    ث |ح ( ) |
( )

f x
g x

x
 

0ينا  0 [ , ]a b a b     لتالي لى مجال متراص   gو ]معرفة ومستمرة  , ]a b ديها  رشتراسحسب نظرية فا ي محدودة وتدرك  فه

لى يعني   ٔ دها ا ]تدرك  , ] : [ , ] : ( ) ( )c a b x a b g x g c      بنا ٔخرى  ة  |ومن  ( ) |
| ( ) | ( ) 1

f c
f c c g c

c
     

)نضع   )k g c   لى ]نحصل  , ] : ( )x a b g x k    ٔنّ  و |بما  ( ) |
( )

f x
g x

x
  ّفإن[ , ]: | ( ) |x a b f x k x    

f:لتكن   :6تمرنل   . تمديد ادر  دا ا من الحالات التالية:   fلاستمرار لـسة ا   في كل 

1 (1
( ) sin sinx f x x

x
 

ا لى f ا داء  *  مستمرة      عند f  استمراريةلندرس  *  لى  يندالتين مستمرتٔنها 
* *

0

1 1 1
: sin 1 : 0 sin sin | sin | lim sin sin 0

x
x x x x x

x x x
            

إذا  
0

lim ( ) 0
x

f x


  ه لاستمرار fوم تمديد  ل ا  معرفة كما يلي:   fالى دا    لى تق

2 (1
( ) cos cosx f x x

x
  

ا لى f ا داء  *  مستمرة      عند f  استمراريةلندرس  *  لى  يندالتين مستمرتٔنها 

ٔنّ:   نفترض 
0 0

1
lim ( ) limcos cos
x x

f x x l
x 

 
 
.
)لتكن    )ns  :ث تالية ح 1م

ns n
.  

1ينا    
lim lim 0nx x

s
n 

    1لكن
lim ( ) limcos cos( ) cos(0)( 1) ( 1)n n

nx x
f s n l

n


 
       ه 1lوم  1  ٔوl    وهذا

نهاية  ناقض ي  دانية ا ل نهاية عند  f إذا  lو 0لا تق 0x       لتالي للا  fو لاستمرار تق تمديد          لى  ا

 3 (| sin |
( )

x
x f x

x
   

ا لى f ا    عند f  استمراريةلندرس  *  لى يندالتين مستمرت اصل قسمةٔنها  *  مستمرة 

ينا 
0 0

sin
lim ( ) lim 1
x x

x
f x

x 
 


     و

0 0

sin
lim ( ) lim 1
x x

x
f x

x 
 

     ّٔن بما 
0 0

 lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
 
 

  ّفإنf   ل نهاية عند        0لا تق

لتالي  للا  fو لاستمرار تق تمديد        لى   ا
لى جزء دا مستمرة f: 7ت ل  )  و من   Dنتظام  )nx  و( )ny تاليتين من ث  Dم limح ( ) 0n n

n
x y


   

ٔنّ 1 lim . اثبات  [ ( ) ( )] 0n n
n

f x f y


    
ٔنّ  لى  fبما  نتظام  ,20فإنّ:  Dمستمرة    0 : [ ( , ) ,  ( ) ( ) ]...(1)x y D x y f x f y               
ٔنّ  lim بما  ( ) 0n n

n
x y


  :ّ0 فإن 00, ( ),   : [ :   ]...(2)n nn n n x y             

0) نجد  2) و (1انطلاقا من ( 00,   : [ :   ( ) ( ) ].n nn n n f x f y           .وهو المطلوب  
نتظامالتالية  الو ا . هل2  ال  مستمرة      Iلى ا

  (ٔ1

1
( ) , [1, [f x I

x
    ا لى   1f. ا نتظام  ت   Iمستمرة    ٔنّ:   لنث

2
1 10,   0 : [ ( , ) ,  ( ) ( ) ]x y I x y f x f y               

0

0

0

( ) , s i 0
( )

0 , s i 0

f x x
f x

x


  



ل   ٔ ,من  1x y   1ينا 1( ) ( )
x y

f x f y x y
xy


      ٔن نختار كفي  .  

2) ب

1
( ) , ]0,1]f x I

x
  .  ا لى   2fا نتظام  ت   Iير مستمرة    ٔنّ:  لنث

2
2 20,   0 : [ ( , ) ,  ( ) ( ) ]x y I x y f x f y               

0ليكن    2ينا
2 2 2

( , ) ]0, ] ,  ( ) ( )
x y x y

x y f x f y
xy




 
      

ينا وفيإذا  2الحا الخاصة 
2 2 2

1 1
]0,1] ,  ( ) ( )

2 2
f f  


      

ج 2ٔنّ:   وست
2 2

1
]0,1] ,  ( , ) , ( ) ( )

2
x y I x y f x f y          

f:لتكن : 8  ت ل     ٔنّ دا مستمرة ث  lim:وح ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
  

  .  
ٔنّ 1   . محدودة f. اثبات 

ٔنّ:   1نفترض    :ينا ) وحسب المعطيات  0 : ( ( ) 1)x x f x        و  ( 0 : ( ( ) 1)x x f x         
ٔنّ:   ج  [وست , [ ] , [: ( ) 1x f x       ٔخرى ة  ا  . من  fا

 
لى ال المتراص    مستمرة  لى ا لتالي  ]و , ]   

رستراشوحسب نظرية  ي محدودة »Weierstrass«فا ]لى   فه , ]   ه ,0وم [ , ] : ( )M x f x M       
0لنضع   max(1, )M M ينا :0  إذا  ( )x f x M     :لتالي   .محدودة fو

ا2 ٔ تدرك  لا f. ا لى وا ٔ الا مضادا:  سفلدّيها ا ذ م ٔ 2معا. لن

( ) xf x e  ا f،ا
 

لى  ينا:و    مستمرة 
l im ( ) l im ( ) 0
x x

f x f x
     

 .    :ّٔن infيمكن اثبات  ( ) 0
x

f x



 و  sup ( ) 1

x
f x





ا  ٔنّ دّها رك تد f. ا لى  ٔ  ا

(0) 1f   ٔ دها ا ا  سفللكن لا تدرك   .  لى ملا تنعد  fٔن ا
ال ومستمرة معرفة دا fلتكن :10 ت ل  ]  لى ا , ]a b 2 ولتكن 1..., ,nx x x   ة ق دادا حق ٔ[ , ]a b   

ٔنّ: ااثب 1ت  2

1
[ , ] : ( ) ( ( ) ( ) ... ( ))nc a b f c f x f x f x

n
     

 
f ال دا مستمرة ]  لى ا , ]a b  ي محدودة فيرستراشنظرية حسب ديها فه لتالي وتدرك    و

[ , ] [ , ]
, [ , ], ( ) inf ( ) , ( ) sup ( )

x a b x a b
a b f f x m f f x M   

 
     

 
و

   
[ , ] : ( )x a b m f x M     

ٔنّ  بما 
 2 1..., ,nx x x ة ق دادا حق ] من ٔ , ]a b ّ1 فإن( )m f x M  ، 2( )m f x M ...( )nm f x M  لجمع نجد

  
1 2( ) ( ) ... ( )nnm f x f x f x nM     1  ن وكو 2( ) ( ) ... ( )nf x f x f x

m M
n

  
   

لتالي 1 و 2

1
( ) ( ( ) ( ) ... ( )) ( )nf f x f x f x f

n
     حسب نظرية القيم المتوسطة    

1 2

1
[ , ] [ , ] : ( ) ( ( ) ( ) ... ( ))nc a b f c f x f x f x

n
       

 
ا المعرّ   fنعتبر :12 ت ل  لىا ,1[فة  [  2يلي:   كما( )f x x x x   

1: ٔنّ  اثبات. 1
]1, [: ( )

2
x f x    لتكافؤ  ستعمل   البرهان 

xليكن 
 

,1[من   [ 2 ينا 21 1 1
( )

2 2 2
f x x x x x x x        

  
ٔنّ  1xبما    ّ1 فإن

0
2

x      ه وم
  

2
21 1 1

( ) 0
2 2 4

f x x x x        
 

  

ة فإنّ  يرة صحي ٔ ٔنّ العبارة ا 1وبما 
]1, [: ( )

2
x f x    )لتكافؤ   ) البرهان 

ٔنّ ا است لى  ناقصم   fج  ,1[ة تماما  [   
ن  2x و1xليكن  مختلفين من دد

  
]1, [ ينا  



2 2
2 2 2 2 1 1 2 1

2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 12 2 2 2
2 2 1 1 2 2 1 1

( ) 1
( ) ( ) ( ) ( ) 1

x x x x x x
f x f x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

                  
       

ه  وم
2 2
2 2 1 1 2 12 1 2 1

2 2 2 2
2 1 2 2 1 1 2 2 1 1

1( ) ( ) 1 ( ) ( )x x x x x xf x f x f x f x

x x x x x x x x x x

       
 

      
  

ٔنّ  1وبما 

1
( )

2
f x    2و

1
( )

2
f x  ّ2 فإن 11 ( ) ( ) 0f x f x     2إذا 1

2 1

( ) ( )
0

f x f x

x x





لى  ناقصم   fٔنّ  وهذا يعني  ة تماما 

]1, [  
,1[تقابل من  fٔنّ  إثبات. 2 [  1عبارة   ثمّ تعيينمجال يطلب تحديده نحوf    ا العكسية لـ    fا

f  ناقصةمستمرّة لى   وم ,1[تماما  [ ه ,1[تقابل من  fوم [  ال  انحوJ ث  :ح
1

1
] lim ( ), lim ( )[ ,1

2x
x

J f x f x
 

     
  

1من  ددا  xليكن 
,1

2
 
  

من  ددا    yو   
 

]1, [ 1  ينا 2 2( ) ( )y f x x f y x y y y y y y x             

ٔنّ  1xبما     1وy    ّفإنx y   0   ٔيy x    ه  وم

 
2

1 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 (2 1)
2 1

x
y f y y y y x y y y xy x x y x y
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إذا  
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