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 حصص الأعمال الموجهة فيينبغي إحضار نسخة من هذه السلسلة 

 لمتتالية عدديةلعليا والنهاية السفلى حول النهاية ا. 1تمرين 

= ℝ ∪ {−∞, +∞} = [−∞, +∞] ℝ̅  ى المستقيم الحقيقي المكتمل.اليشير 
limsupبالرمز  𝑛≥1(𝑥𝑛)لـ  . يرمز إلى النهاية العلياℝ متتالية من 𝑛≥1(𝑥𝑛)لتكن 

𝑛⟶+∞
lim  أو 

𝑛
̅̅  بـوهي معرفة ،  ̅̅

    limsup
𝑛⟶+∞

𝑥𝑛 = inf
𝑛≥1

(sup
𝑘≥𝑛

 𝑥𝑘) 
liminf  رمز لها بالرمزي 𝑛≥1(𝑥𝑛)النهاية السفلى للمتتالية 

𝑛⟶+∞
lim   أو   

𝑛

 وهي معرفة بـ،  
liminf
𝑛⟶+∞

 𝑥𝑛 = sup
𝑛≥1

( inf
𝑘≥𝑛

 𝑥𝑘) 
  التالية في الحالات 𝑛(𝑥𝑛)عين النهايتين السفلى والعليا لـ  .1

𝐚. (𝑥𝑛)𝑛≥0:  𝑥𝑛 = (−1)𝑛                       𝐛. (𝑥𝑛)𝑛≥1:  𝑥𝑛 = (−1)𝑛 +
1

𝑛
  

𝐜. (𝑥𝑛)𝑛≥1:  𝑥𝑛 = (1 + 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋

2
)

1
𝑛

         𝐝. (𝑥𝑛)𝑛≥1:  𝑥𝑛 =
2

𝑛
 

 .ℝمن  𝑛(𝑥𝑛)من أجل كل متتالية  ℝ̅تان في موجود دوما بين أن النهايتين السفلى والعليا .2
 :القضايا رهن . بℝمتتاليتين من  𝑛(𝑦𝑛)و  𝑛(𝑥𝑛)لتكن  .3

a. limsup
𝑛⟶+∞

(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) ≤ limsup
𝑛⟶+∞

 𝑥𝑛 + limsup
𝑛⟶+∞

 𝑦𝑛 

b. liminf
𝑛⟶+∞

(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) ≥ liminf
𝑛⟶+∞

 𝑥𝑛 + liminf
𝑛⟶+∞

 𝑦𝑛 
c. 𝑥𝑛 ≤ 𝑦𝑛 ∀𝑛 ⟹  limsup

𝑛⟶+∞
 𝑥𝑛 ≤ limsup

𝑛⟶+∞
 𝑦𝑛  ∧   liminf

𝑛⟶+∞
 𝑥𝑛 ≤ liminf

𝑛⟶+∞
 𝑦𝑛 

+∞−عيين تالعدم  يمع افتراض عدم وجود لحالات ∞   ،+∞−  .(a) و (b)في العلاقتين  ∞
lim)أي  ℝمن  𝑙نحو عدد حقيقي  𝑛(𝑥𝑛)برهن أنه حتى تتقارب المتتالية  .4

𝑛
𝑥𝑛 = 𝑙 ( يلزم ويكفي : 

limsup
𝑛⟶+∞

 𝑥𝑛 = liminf
𝑛⟶+∞

 𝑥𝑛 = 𝑙 

 حول النهاية العليا والنهاية السفلى لمتتالية مجموعات. 2تمرين 

تشير إلى مجموعة  𝒫(𝑋) حيث .𝒫(𝑋) مجموعات من متتالية 𝑛≥1{𝐴𝑛}لتكن و  مجموعة كيفية، 𝑋لتكن 
 أن الترتيب ليس كليا.مع  "⊃حتواء "مرتبة بعلاقة الا 𝒫(𝑋) المجموعة . نذكر بأن𝑋أجزاء 

 على التوالي بـ 𝑛≥1{𝐴𝑛}للمتتالية والسفلى العليا  نعرف النهايتين

 .   liminf
𝑛⟶+∞

 𝐴𝑛 = ⋃ (⋂ 𝐴𝑘

𝑘≥𝑛

)

𝑛≥1

limsup      و         
𝑛⟶+∞

 𝐴𝑛 = ⋂ (⋃ 𝐴𝑘

𝑘≥𝑛

)

𝑛≥1

 

 
𝑋نضع  .1 = ℝ  ، ـيا والسفلى لالنهايتين العلعين {𝐴𝑛}𝑛≥1  التاليةفي الحالات 

a. {𝐴𝑛}𝑛∈ℕ:  𝐴𝑛 = {(−1)𝑛;  𝑛 ∈ ℕ}        
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b. {𝐴𝑛}𝑛≥0:  𝐴2𝑛 = [0,1], 𝐴2𝑛+1 = [1,2]    
c. {𝐴𝑛}𝑛≥1:  𝐴𝑛 = [0,1 +

(−1)𝑛

𝑛
]   

𝑎مع  ℝمن  𝑏 و 𝑎رهن من أجل كل عددين ب .2 ≺ 𝑏 لدينا : 
[𝑎, 𝑏] = ⋂ ]𝑎 −

1

𝑛
, 𝑏 +

1

𝑛
[     ،

𝑛≥1

    ]𝑎, 𝑏[ = ⋃ [𝑎 +
1

𝑛
, 𝑏 −

1

𝑛
]

𝑛≥1

 

,𝑎]ثم أعط كتابة للمجال           𝑏[ ،وكذا المجال  على شكل اتحاد قابل للعد لمجالات مغلقة]𝑎, 𝑏]  على        
 شكل تقاطع قابل للعد لمجالات مفتوحة.

  ضايا الآتية. برهن الق𝒫(𝑋) من متتاليتين 𝑛≥1{𝐵𝑛}و  𝑛≥1{𝐴𝑛} لتكن .3
a. limsup

𝑛⟶+∞
(𝐴𝑛⋂𝐵𝑛) ⊂ limsup

𝑛⟶+∞
 𝐴𝑛⋂ limsup

𝑛⟶+∞
 𝐵𝑛  

b. liminf
𝑛⟶+∞

 𝐴𝑛⋃ liminf
𝑛⟶+∞

 𝐵𝑛 ⊂ liminf
𝑛⟶+∞

(𝐴𝑛⋃𝐵𝑛) 
c.    𝐴𝑛 ⊂ 𝐴𝑛+1 ∀𝑛 ≥ 1 ⟹  limsup

𝑛⟶+∞
 𝐴𝑛 = liminf

𝑛⟶+∞
 𝐴𝑛 = ⋃ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1  

d.    𝐴𝑛+1 ⊂ 𝐴𝑛 ∀𝑛 ≥ 1 ⟹  limsup
𝑛⟶+∞

 𝐴𝑛 = liminf
𝑛⟶+∞

 𝐴𝑛 = ⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1  

  لتابع المميز لمجموعة ا حول. 3تمرين 

𝜓𝐴 نعرف التابع ∶  𝑋 ⟶ ℝ جزءالمميز ل 𝐴  من مجموعة𝑋 المعطى بـ 

𝜓𝐴(𝑥) = { 
1 ∶ 𝑥 ∈ 𝐴 
0 ∶ 𝑥 ∉ 𝐴

 

  𝑋.من جزئيتين مجموعتين  𝐵و  𝐴لتكن 
𝜓𝐴∩𝐵: برهن أن .1 = 𝜓𝐴𝜓𝐵  ،إذا كان  و𝐴 ⊂ 𝐵 برهن أن ،: 

𝜓𝐵−𝐴 = 𝜓𝐵 − 𝜓𝐴 ،     𝜓𝐴 ≤ 𝜓𝐵 
𝜓𝐴⋃𝐵:  )تقاطعهما خال( فإنمنفصلتين  𝐵و  𝐴برهن أنه إذا كانت  .2 = 𝜓𝐴 + 𝜓𝐵 
 ومنفصلة مثنى مثنى، فإن 𝑋جزئية من  مجموعات متتالية 𝑛≥1{𝐴𝑛}  ذا كانتبرهن أنه إ .3

𝜓⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1

= ∑ 𝜓𝐴𝑛
∞
𝑛=1  

∑ ثم حدد طبيعة السلسلة         𝜓𝐴𝑛
∞
𝑛=1 

𝑓 لنفرض .4 ∶  𝑋 ⟶ ℝ أي لا يؤخذ إلا عددا منتهيا من القيم،  ،تابعا𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑓(𝑋) ≺ يكتب  𝑓ن أن . بره∞
∑من الشكل  ، يعنيلتوابع مميزةعلى شكل مزج خطي  𝜆𝑖𝜓𝐴𝑖𝑖∈𝐼  مع𝜆𝑖 أعداد حقيقية.  

 
  الجبور والعشائر الحلقات، حول

  .4تمرين 
ت مستقرة بالنسبة إلى نهايات كان أنها رتيبة إذا ℳ. نقول على الفئة  𝒫(𝑋) فئة من ℳمجموعة و  𝑋لتكن 
 تتحقق القضيتان التاليتان ℳمن  𝑛{𝐴𝑛} رتيبة من أجل كل متتالية ياتها الرتيبة، يعني أنهمتتال
(𝑖)   إذا كانت{𝐴𝑛}𝑛  بمعنى الاحتواء، أي )متزايدة𝐴𝑛 ⊂ 𝐴𝑛+1 ∀𝑛 )   فإن ⋃ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1 ∈ ℳ ، 

(𝑖𝑖)   ذا كانت 𝐴𝑛اء، أي بمعنى الاحتو )متناقصة  𝑛{𝐴𝑛}وا  ⊂ 𝐴𝑛+1 ∀𝑛 )    فإن ⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 ∈ ℳ . 
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 هي فئة رتيبة. هل العكس صحيح؟  𝑋برهن أن كل عشيرة على  .1
 عندئذبين بالنسبة إلى نهايات متتالياته المتزايدة،  (مغلقا)مستقرا  𝒜. نفرض أن  𝑋جبرا على  𝒜ليكن  .2

 .𝑋عشيرة على  𝒜أن 

𝒜برهن أنه إذا كان . 𝑋على  فئة رتيبة ℳو  𝑋ى جبرا عل 𝒜ليكن    .5تمرين  ⊂ ℳ فإن 

𝜎(𝒜) ⊂ ℳ 
 

𝑓 إذا كان أنه الواردة في الدرس، والتي تنص على 9برهن القضية    .6تمرين  ∶  𝑋 ⟶ 𝑌  إذا  وتطبيق
 فإن : 𝑌ئة من أجزاء ف 𝒞 كانت 

𝑓−1 (𝜎𝑌(𝒞)) = 𝜎𝑋𝑓−1(𝒞) 
  .𝒟المولدة من  𝑍على العشيرة  إلى 𝜎𝑍(𝒟)عموما يرمز بـ 

  : استعمل كونإرشاد 

𝒯 = {𝐵 ⊂ 𝑌:   𝑓−1(𝐵) ∈ 𝜎𝑋𝑓−1(𝒞)} 
 .𝑌عشيرة على 

 
 العشيرة الأثر .7تمرين 
,𝑋) ليكن 𝒯)  فضاء قابلا للقياس و𝐴 ⊂ 𝑋 نعرف الفئة .𝒯𝐴  بـ 

𝒯𝐴 = {𝐴 ∩ 𝐶:   𝐶 ∈ 𝒯} 
 .𝐴على   𝒯وتدعى عشيرة أثر ،  𝐴عشيرة على  𝒯𝐴بين أن  .1
𝐴عندما  𝒯𝐴عين  .2 ∈ 𝒯 . 

  .8تمرين 

U جزءا أن إلى نشير  ⊂ ℝ̅  مفتوحا في يكونℝ̅ اذا كان U ∩ ℝ  فيمفتوحا ℝ ةالاعتيادي التبولوجياب المزود، 
 .ℝعلى   ℬ(ℝ̅) لـ عشيرة أثرهي بمثابة  ℬ(ℝ) إلى أن أيضا نشير

{∞−} بمعاينة = ⋂ [−∞, −𝑛[   و 𝑛≥1  {+∞} = ⋂ ]𝑛, +∞] 𝑛≥1  ،من الفئات كل فئة  أثبت أن
  التالية

𝒞
0

= { ]𝛼, 𝛽[/  𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, 𝛼 ≺ 𝛽 }   
  𝒞

+∞
= { ]𝛼, +∞]/  𝛼 ∈ ℝ}               

𝒞
−∞

= { [−∞, 𝛽[/   𝛽 ∈ ℝ}            
 . ℝ̅ تولد العشيرة البوريلية على

 

 


