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TD1: Rappels mathématiques (éléments de calcul vectoriel)

Exercice 1:
Exercice 01 :

Deux points A et B, ont pour coordonnées cartésiennes dans ['espace : A(2,3,-3), B(5,7.2)

——

Déterminer les composantes du vecteur AB ainsi que son module, sa direction et son sens.

Solution :

-

Le vecteur AF est donné par : ::1}:' = -i;ﬁﬂ (_)j! =3 ?+ 4?+ 5_:'}

Son module - AB =+3* +4% +52 =4[50

Sa direction est déterminée par les angles (e, #,8) qu'il fait avec chacun des axes du repére.

-
Ses angles se déduisent par le produit scalaire du vecteur AB par les vecteurs unitaires du

repére orthonormé :

a=(;13,-") - ABei = ABl.cosa <> cosa= ABe i :i:0_424 = a=06489°
AB 50
B=(AB,j) - ABe j=AB1cosf < cosﬁ—M—i—[}SﬁS = B =5554°
o B AB 50 '
o ABek 5

=—=0707 = #=4499°

AB 50

0 =(AB.k) : ABek = AB 1 .cosf® <> cosd=

-
son sens : comme le produit scalaire du vecteur 4B avec les trois vecteurs unitaires est

positif alors, 1l a un sens positif suivant les trois axes du repére.

—
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Exercice 2 :

Soient les vecteurs :

U=2i+6k,V=8i+yj+zk, P=3i-4j+2k, Q=-2i+y j+12k

1) Déterminer y etz pour que les vecteurs U et V soient colinéaires ;

- —
2) Deéterminer la valeur dey pour que les vecteurs P et () soient perpendiculaires,

Solution :

2 |8 —by 0 0
1) Si U et V sont colinéaires alors:U A V'=0<¢ {0A{y=1-22+48=0 = {;} -
6 |z 2y 0

2)S1 P et Q sontperpendiculaires alors: P. =0

3 [-2
2 |12

Exercice 3 :

—* -3 -3
Trouvez le volume d'un parallélépipede dont les cotés sont les vecteurs : U, P, Q, tel que :

— . .

U=2i+6;, P=3j+5k , Q=i+4 -2k,

Solution :
Le volume d’un parallélépipéde est un scalaire positif. On doit utiliser une opération

vectorielle dont le résultat est un scalaire positif : ¢’est le module du produit mixte des trois

vecteurs : v:a.{_ﬁné]
2 (o [1) 2 [-26
Ud(PAQ)=46+13A14  =16.1 5 =-52+30=-22: =
0 {[5 |-2) [0 [-3

V=

Ef.(ﬁ,«é)‘:|—22|:22



Exercice 4 :

-+ 3 =

La trajectoire d'un mobile dans un repére orthonormé directe R(O, i, j,k)est donnée par les

. . . ] 2 t
équations paramétrigues suivantes - x =41~ , y=4(¢ —?] , =31+t

3

>
Montrer que le vecteur vitesse } fait un angle constant avec I'axe oz. Quelle est la valeur de

cet angle.

Solution :
La vitesse du mobile est donnée par: V' = V_ =41~ t?)

Nous avons en effet :

V=8

V.=3(1+¢%)

4 sl 72 —
A ;
V. V. .
i
g V64 +160-1)" _ oar® +16r' —327 +16
& 3(1+1%) 31+17)
20— J16(6% +26% +1) _ J16(1+1%)° _41+r’) 4
3(1+¢7) 3(1+17) 3(1+1t7) 3

ted = % = #=35313" lavaleur de I’angle est bien constante.

Exercice 5:

Soient les vecteurs suivants - U = A, i+ A4, j+ A, k et U, =8 i+8, j+B,k

1} Calculer les produits scalaires : L}']. [

2)
3)

4)

5)

— — = — —

2. Ul Usel,,

Rr

Ondonne : V, =2 i— j+5k , V,=-3i+15;-75k , V,=-5i+4j+k

(4]

— = — —

Calculer F.V, et Fal,

-

Sans faire de représentation graphique que peut-on dire du sens et de la direction du

— —

vecteur J, par rapporta V|

Calculer les produits swivants Fl.(F,~ F,) et Foa(l,n V)

— —

Déterminer la surface du triangle formé par les vecteurs I, et ]



Solution :
1) UpU,=AB, +AB, + 4B, , U.U=A"+A>+4> , U,U,=B>+B+B:

2) V.oV,=6-15-375=-45

2 -3 [75-75 [0
VAV, =1-15a{ 15 ={-15+15=10
5 |-75 3-3 0

3) Comme le produit vectoriel des deux vecteurs est nul, alors ils sont paralleles
VaV,=0 = VIV,

De plus leur produit scalaire est négatif 1.1, =—45 alors les vecteurs V| et V., somnt

paralléles et de sens opposés

2 -3 -5 2 [3L5
4) Vie(Vn V)=q-1e| 3 15 aqdd |=¢-100405=63-405-225=10
5 =15 1 5 |-45

on peut retrouver ce résultat par la méthode vectorielle :

Nousavons V. // ¥, soit W=PaV, o 1217 calculons 7.7
V, LI

VAW et V. IIV, = V.IW o V.W=0

2 -3 (-5} [2 (315 [-198
VAW,n V) =1-1a]{ 15 Al 4 |={-1A{405 =11665
5 11-75 |1 5 |-45 (1125

VA(V,n V) =198 +166 j+112,5k

-

5) Lasurface du triangle formé par les vecteurs I, et V, est donnée par la moitié du

module du produit vectoriel des deux vecteurs :

Nous avons : Ir_’;ni_’;=31,5?+4{]15;-45£ alors :

VoAV, |=3157 + 40,57 +(-4.5)" =51.50
Ir_’;ni_’;
5= RIS

2

c’est la demi surface du parallélogramme :



Exercice 6 :

—

—- —
Soit [ unscalaire et 4, B, C trois vecteurs quelconques, vérifier les relations suivantes :

———

1) div(f A) f.:z'.wA+ A gradf ;
2) rot(f A) = gradf » A+ [ rot A
3) AANBAC=B(A.C)-C(A.B) :

4) rat{roM] = grad(div A) A A

— —}

5) ra.t( gradf) = :

6) div(rot )=

7) div(Ar B)= B.rotd— AroiB

1) div(f A) =§(fA.J+§(fAJ.1 S (f1)

cA, E'A, ﬁA
: 2 +Axg+A,,£+A,g
dx oy

ox 8} B: T oz
=fdivA + A.gradf
(o) (f4) (94. 94, ( a4 of o4, . &)
o A N A== [ Syl S &
ax dy Oz dv Ty & o
e ofd, cfA oA, oA %

2) rot(fA)= < Al JA | = Cf__,_L =| f—+4, a f_:_A_i
ay ' ¢z cx ﬂ. ‘oz ax Tz
d oA, o4, 4, of o4, o
- (4 - f +A,l.—— ——At—
az) V) |l o ) " ax e Ty oy
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3) ANBAC =

-+ -

4) rot(roid) =

4) (B (C) (4 (B.C.
A, |a| B, |A|C, =4, |A]| B.C,
1) (8.) \c.) \4) (BC,
(4,(8,C,-B,C,)-4.(B.C,-B.C.)
A4,(B,C.-B.C,)-4 @c -B,C
A, (B.C, _B.C.)-4,(B,C.-B.C,

-B.C,
-B.C,
-B.C,

)
)

ABC -ABC -ABC +4BC +4BC -4BC,
=|A.B.C,-4ABC.-ABC +4BC +4B8C -4BC,

Xy

Xy x

ey

ABC -A4BC -4BC +4BC +4BC -A4BC,

B(4.C,+4,C, +AC.)-C,(4,B, +4,B, +4.8,)

B,(4,C,+4,C,+4.C.)-C (4B, + 4B +48,)
B.(

AC+AC+AC}C@B+AB+AB]

S |

f = 3 3
o (o o) (2[4 an) oo ot
>l oy @ o\ éx oy ) =\ ox
ol |4 o | |ofod, ) ofod, o4 )
— A —_—— = =] == — _—— — =
ay qﬁz ox az\dy @) dx\dx dy )
O |% ) | 5(an, oa) ofod o))
\az) a0y \x\ - ox) yldy &)
ofod, oA, a4\ (& & &)
—|—t—t— || =t —=+t=
ax\ax & o)\ & @)
ofod, o4, a4 ) (&8 & &) | — =
O BN OOy = grad(divA)-A4
avlox d )\ o 0 )
a fﬁAr 5A1 5/4\1 fal 62 52\
—_ +—+ w | a1 T a1 T A:‘
a\ox o @)\ @ &)



a) (o) KE[EJ_E[@’T (&*f _&f)
ar ar av\éaz) ezl oy B};ﬁz 5};5‘2 0

5) rorgrad f)=| = |a| L |- E[ﬁ_]_i(ij o [ R P
ay ady oz\éx) x|\ oz zzﬁx 5:263: 0
2 |2z} -22)] |-
oz oz ) (axlay) aylax/ l\ﬁx&y cxoy

D’une autre maniére :

rot(grad f)=VAV f = f[‘\?’r\ 3] -0

(6 l’a“i: aAJ'\'
6) div( rot A)=V. vm]: a‘; T
o| |04, a4
\ Oz Lx )
_ofod 24 afon, od), oo, o4
ox\ oy &z ) y\a ox) oz\ax oy
o4, 04, 2’4, 24, 04, 34,
C oxdy  oxéz  dyos ayox dzox  ozdy
8
% AB -AB,
7) tffl{z‘f!\ﬂj: > AB —AB.
3 AB, —A,B,
\ oz )
-9 (4,8 -4.B)+ 2 (4.8, - 4,8)+ (4,8, - 4,B,)
ax ay " - B :

oA, 3 oA,
_p | S +3{6A‘ —O‘i}.&_ oA o,
v oz ) e &) la o

) r‘jB cb )
—A OB A g_ﬁ — A ¥ _OBI
R Loz ax | ax

—_— — ———F

thL(AA B} B.mrA ArotB




