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 جبيعخ انشهيذ حًــخ نخضر                                                                     كهيخ انعهىو انذقيقخ

 قطى انريبضيبد                                                                                 انطُخ انثبَيخ يبضتر ريبضيبد

 Analyse complexe                                            تــم يركـــتحهي                                  

  

 

 د.عجذ انحًيــذ رحىيه

 

 عُبويـٍ انذروش

 

 خواص عامة الدرس الأول   :    الدوال الهولومورفيه لمتغير مركب واحد
 لمتغير مركب ودساتير كوشيالدرس الثاني   :   التكاملات الدوال المركبه 

 الدرس الثالث   :   خاصية القيم المتوسطه ومبدأ القيمة العظمـــــــى ومتباينة كوشي
 الدرس الرابع   :   دساتير قرين لمتكاملات المركبه

 الدرس الخامس:   مبدأ العمدة ونظريات روشي
 اتهاالدرس السادس:   نشور تايمر ونشور لوران ونظرية الرواسب وتطبيق

 وتطبيقاتها في حساب مجاميع السلاسل  لاكرانج نشور  الدرس السابع : 
 الدرس الثامن :  نشور ميثاق لوفمر وتطبيقاتها في حساب مجاميع السلاسل 

 Blaschke product الجداءات غير المنتهية لمدوال الهولومورفيه وتقاربها  الجداءات غير المنتهيه لبلاشكالدرس التاسع :  
 Gamma functionخواص الدالة جـــامـــا  نظرية التفكيك لفيرشتراس لمدوال الصحيحة و  الدرس العاشر : 

الدرس الحادي عشر : الفضاء  12 zH حديه عمىالمسائل الو  الوحدة رات الحدود المتعامدة عمى القرصثيلهاردي ك  12 zH

. 
 خىاص عبيخ واحذانهىنىيىرفيه نًتغير يركت  لانذوا    :   انذرش الأول

 
 يركت رانًركجخ نًتغي انًطتًرح  انذانخ 1.1

Dػٍٝ fٔؼشف اٌذاٌخ اٌّشوجٗ  ℂزمً الأػذاد اٌّشوجٗ ِدّٛػٗ خضئ١ٗ ِٓ Dٌزىٓ  1تعريف .
   

 : ℂٚربخز ل١ّٙب فٟ 

Dz
 
tq   zfw ℂ 

 ℂ-{0} ِؼشفٗ ػٍٝ f اٌذاٌخ 1يثبل.
  

    ثس١ث: ℂٚربخز ل١ّٙب فٟ  
z

zzfw
1

 ّٝٚرٍّه خظبئض ػد١جٗدانخ جىكىفطكي  رغ. 

 

 رىزت وّب ٠ٍٟ : 0zػٕذ إٌمطخ  fٔٙب٠خ اٌذاٌخ  2تعريف .
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ℂ-{0} D ػٍِٝؼشفٗ  f اٌذاٌخ 2يثبل.
  

    ثس١ث: ℂٚربخز ل١ّٙب فٟ  
z

z
zfw  00لا رٍّه ٔٙب٠ٗ ػٕذ z  ًثبٌفؼ 
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 اراٚفمؾ  : 0zِغزّشح  ػٕذ إٌمطخ fاٌذاٌخ  3تعريف .
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 ℂ ِؼشفٗ ػٍٝ f اٌذاٌخ  3 يثبل.
  

    ثس١ث: ℂٚربخز ل١ّٙب فٟ   zzfw   0ِغزّشح  ػٕذ وً ٔمطخz ًثبٌفؼ. 
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 يركت رانًركجخ نًتغي انهىنىيىرفيه انذانخ 1.2

 اراٚفمؾ  : zاشمبل١ٗ  ػٕذ إٌمطخ fاٌذاٌخ  4تعريف .
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 ـــٌِٛٛٛسف١ٗ.ٌخ اشزمبل١ٗ ٌّزغ١ش ِشوت داٌخ ٘ـٔغّٟ وً دا

 ℂ ِؼشفٗ ػٍٝ f اٌذاٌخ  4 يثبل.
  

    ثس١ث: ℂٚربخز ل١ّٙب فٟ   mzzfw   ٗػٕذ وً ٔمطخ ٌِ٘ٛٛٛسف١z ًثبٌفؼ. 
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ivufاٌذاٌخ  1. َظريه  ٗػٕذ إٌمطخ   ٌِ٘ٛٛٛسف١iyxz   كــــــــىشي ريًبٌاراٚفمؾ  ارا رسممذ ششٚؽ : 
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 فٟ ٘زٖ اٌسبٌخ : 
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 انجرهـبٌ : 
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ivufأْ اٌذاٌخ ِٕٚٗ ٔغزخٍض   ٗػٕذ إٌمطخ  ٌِ٘ٛٛٛسف١iyxz   ٚفٟ ٘زٖ اٌسبٌخ  كــــــــىشي ريًبٌارا رسممذ ششٚؽ: 
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ivufاٌذاٌخ ٠ّىٓ اثجبد الاعزٍضاَ اٌؼىغٟ ثغٌٙٛخ أٞ أٔٗ ٌّب   رسمك ػٕذ إٌمطخiyxz   كــــــــىشي ريًبٌششٚؽ : 
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ivufفبْ اٌذاٌخ  ٗػٕذ إٌمطخ  ٌِ٘ٛٛٛسف١iyxz 
. 

ثّؼٕٝ أْ اٌؼلالٗ  1
 

  رغزٍضَ ِب ٠ٍٟ :
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 .٠1غبٚٞ ثبٌؼجؾ ثبعزخذاَ ٔشٛس رب٠ٍش ٌٍشرجخ 
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 ٘زا ِؼٕبٖ

     yx
x

v
iyx

x

u
zf ,,









 

 ℂ ِؼشفٗ ػٍٝ f اٌذاٌخ  5 يثبل.
  

    ثس١ث: ℂٚربخز ل١ّٙب فٟ   2zzfw   ٗػٕذ وً ٔمطخ ٌِ٘ٛٛٛسف١z ًثبٌفؼ. 
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 رسممبْ ششؽٟ وٛشٟ س٠ّبْ 
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     2zzfw   ٗػٕذ وً ٔمطخ ٌِ٘ٛٛٛسف١z : ْثُ ا 
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 ℂ ِؼشفٗ ػٍٝ f اٌذاٌخ 6 يثبل.
  

    ثس١ث: ℂٚربخز ل١ّٙب فٟ  
2

zzfw  ػٕذ وً ٔمطخ ٌِ٘ٛٛٛسف١ٗ  ١ٌغذz ًثبٌفؼ. 

       yxivyxuxyiyxiyxzzfw ,,22222

 

 ٌٕزسمك ِٓ ششٚؽ وٛشٟ س٠ّبْ .
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 ℂ ِؼشفٗ ػٍٝ f اٌذاٌخ 7 يثبل.
  

    ثس١ث: ℂٚربخز ل١ّٙب فٟ    zzfw exp   ٗػٕذ وً ٔمطخ ٌِ٘ٛٛٛسف١z ًثبٌفؼ. 

               yxivyxuyxiyxiyxzzfw ,,sinexpcosexpexpexpexp  

 ٌٕزسمك ِٓ ششٚؽ وٛشٟ س٠ّبْ .
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ٌّب  ٘زا ِؼٕبٖ   zzfw exp
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ivufارا وبٔذ اٌذاٌخ  2. َظريه  ٗفبْ  ٌِ٘ٛٛٛسف١ yxu , ٚ yxv  لاثلاط١ٗ اٞ رسمك  :f ِزشافمزبْ رٛافم١ب ٚثبٌزبٌٟ  ,
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 ٚثبٌزبٌٟ :
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 ٚأ٠ؼب :
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ivufاٌذاٌخ  انجرهـبٌ :   ٗرسمك ششؽٟ وٛشٟ س٠ّبْ  فٟٙ ٌِ٘ٛٛٛسف١ 
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 ٌٕؼبٚد الاشزمبق ِشح اخشٜ ٌطشفٟ اٌّغبٚار١ٓ فبْ :
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 : فبْشىارز ٚثبعزخذاَ رٛؽئخ 
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 ػٕذئز ٔغززح أْ  :
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 وّب ٠ٍٟ : زغت ششؽٟ وٛشٟ س٠ّبْ دِٚب  (٠5ّىٓ اثجبد طسخ اٌمبْٔٛ )
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ارا وبٔذ اٌذاٌخ  3. َظريه yxu  اٞ رسمك  : ℂ Dػٍٝ  لاثلاط١ٗ رٛافم١ٗ  فٟٙ ,
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ػٕذئز رٛخذ داٌخ  yxv ivufِشافمخ رٛافم١ٗ ٌٙب ) ثّؼٕٝ ٠سممبْ ششؽٟ وٛشٟ س٠ّبْ ( ثس١ث أْ  ,  ػٍٝ داٌخ ٌِ٘ٛٛٛسف١خℂ D. 

 ثس١ث أْ :
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اٌذاٌخ انجرهـبٌ  yxu رٛافم١ٗ فٟٙ رمجً ِشافمٗ رٛافم١ٗ ٌٙب  , yxv  : ششؽٟ وٛشٟ س٠ّبْ بْسمم٠ فّٙب ,
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 فبْ : yٌٕىبًِ اٌششؽ الأٚي أػلاٖ ثبٌٕغجخ ٌـ 
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 ٚ اعزخذاَ اٌششؽ اٌثبٟٔ ٌىٛشٟ س٠ّبْ فبْ : xثبٌٕغ١ٗ ٌـ  خاٌّؼبدٌثبشزمبق ؽشفٟ ٘زٖ 
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 ٚثبٌزبٌٟ :
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 :yثبٌّىبٍِٗ ثبٌٕغجخ ٌـ ِٕٚٗ 
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 ( طس١ر.7فبٌذعزٛس )

 

 اٌذاٌخٌزىٓ  8 يثبل.  ychxxyyxu sin2,   ٔثجذ أٔٙب رٛافم١ٗ ثُ ٔٛخذ ػجبسح  اٌذاٌخ yxv اٌّشافمٗ اٌزٛافم١ٗ ٌٙب ثس١ث  ,

ivuf  .ٌِٗ٘ٛٛٛسف١ 

 :  انحـم
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 اٌذاٌخٚثبٌزبٌٟ   ychxxyyxu sin2,  ٗػٕذئز رٛخذ داٌخ  .رٛافم١ yxv ِشافمخ رٛافم١ٗ ٌٙب ) ثّؼٕٝ ٠سممبْ ششؽٟ وٛشٟ س٠ّبْ (  ,

ivufثس١ث أْ   ٍٝداٌخ ٌِ٘ٛٛٛسف١خ ػℂ D: ْثس١ث أ. 
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 ٚػ١ٍٗ :

  yshxyyx
y

v
sin2, 




 

  ychxxyx
x

v
cos2, 




 

 فبْ : yٌٕىبًِ اٌششؽ الأٚي أػلاٖ ثبٌٕغجخ ٌـ 

   xCyshxyyxv  cos, 2 

 ٚ اعزخذاَ اٌششؽ اٌثبٟٔ ٌىٛشٟ س٠ّبْ فبْ : xثبشزمبق ؽشفٟ ٘زٖ اٌّبدٌخ ثبٌٕغ١ٗ ٌـ 
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ivufثبٌٕغجٗ ٌؼجبسح   : ٟٙف 
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 ٚز١ث أْ :
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 ٚػ١ٍٗ :

      Cshzziishziyxizf  22
 

 ( الاحذاثيبد انقطجيه)  1قضيخ .
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iyxzٚ٘زا ٌّب    اٌذ٠ىبسر١ٗ ثبلإزذاث١بدفبٌششٚؽ أػلاٖ ِسممخ ثجغبؽخ  ث١ّٕب ششٚؽ وٛش١ش٠ّبْ ِؼمذح خذا. 

انًؤثراٌ انتفبضهيبٌ  :  1.3
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 ٠ّىٓ رؼش٠ف اٌّإثش٠ٓ اٌزفبػ١١ٍٓ اٌّغبػذ٠ٓ : 
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 ٌِ٘ٛٛٛسف١ٗ ارا ٚفمؾ : fاٌذاٌخ  ٚػ١ٍٗ :
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 ِٚشزمزٙب رؼطٝ ثبٌمبْٔٛ : 
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iyxz ثبٌفؼً :انجرهبٌ :    ْفبiyxz   :  ٌٟٚثبٌزب 
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 ٌِ٘ٛٛٛسف١ٗ ارا ٚفمؾ : fاٌذاٌخ  ٚػ١ٍٗ :
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 ِٚشزمزٙب رؼطٝ ثبٌمبْٔٛ : 
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 اٌذاٌخٌزىٓ  9 يثبل.   zzf exp  .ٔثجذ أٔٙبٌِ٘ٛٛٛسف١ٗ ثُ ٔٛخذ ػجبسح  اٌذاٌخ اٌّشزمٗ ٌٙب 
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 :ٌذ٠ٕٕب زغت اٌمبْٔٛ أػلاٖ 
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 ٌٕسغت ِشزمزٙب زغت اٌمبْٔٛ اٌثبٟٔ أػلاٖ. فٟٙ ارا ٌِ٘ٛٛٛسف١ٗ.
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 اٌذاٌخ اٌٍٛغبسر١ّخ  :ثبرجبع ٔفظ اٌخطٛاد ٔغزط١غ اثجبد ٌِ٘ٛٛٛسف١خ 

 

   
0

loglog

2

1




















y

iyx
i

x

iyx 
z

z



 log
 

 
   

zy

iyx
i

x

iyx
z

1loglog

2

1
glo 

















 

 :  اٌّثٍث١ٗ ثبرجبع ٔفظ اٌخطٛاد ٔغزط١غ اثجبد ٌِ٘ٛٛٛسف١خ اٌذاٌخ 
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 ودضبتير كىشينًتغير يركت  ًركجهانذوال ان انتكبيلاد   :   انذرش انثبَي
  .تعريف انتكبيم انطىني 2.1

  ِٕٞٛسٕٝ ِٛخٗ فٟ اٌّغز z  ٔفشع أْ إٌّسٕٝ أٍِظ أٚ أٍِظ ثزمطغ ثس١ث  ٠مجً رّث١لا ث١ب١ٔب txx  و tyy  ثس١ث x 

ٚy  داٌز١ٓ ِغزّشر١ٓ اشزمبل١ز١ٓ ثس١ثbta   ٚ    022  tytx  ًٌىt اٌّدبي ِٓb a. 

ٌزىٓ  zf ٍٝداٌخ ِشوجٗ ِغزّشح ػ

 

 ٚاٌزٟ ٌٛازمٙب الأػذاد اٌّشوجخ  1M،2M....،1nMاٌٝ ألٛاط ِٓ إٌمؾ اٌظٛس  ٔمغُ إٌّسٕٝ 

1z،2z....،1nz  ٚ.0ػٍٝ اٌزشر١تz  ٚnz  ّٓ٘ب لازمزٟ اٌظٛسر١A ٚB ٓ١ٌٚىk ٔمطخ و١ف١ٗ ِٓ اٌمٛط kM1kM  ثس١ث

1....3,2,1  nk ٌٕشىً اٌّدّٛع  1

0





 kk

n

k

k zzf   ٔٙب٠خ ٘زا اٌّدّٛع ٌّبn  ٚثس١ث لطش وً لٛط ٠زٕبٖ اٌٝ اٌظفش

 ػٕذئز :

    








n

k

kkk
n

zzfdzzf
1

1lim  

 ثّؼٕٝ :

        






n

k

kkk zzfdzzf
1

1,0,0 

 .لا ٠زدبٚص أٚ الً رّبِب ِٓ   kM1kMأؽٛي لٛط ِٓ الألٛاط ثس١ث ؽٛي 

ivufفٟ اٌسم١مٗ ٌّب :   ْفب 

                         13..............,,,, 


 dytytxudxtytxvidytytxvdxtytxudzzf 

 ثّؼٕٝ : ِسذٚدح ػٍٝ  fٌٕفشع أْ . 1خبصيخ 

  mzfmz  ,0, 

 ػٕذئز :
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     14................................. mlenghtdzzf 

 ثس١ث :

 





lenghtzzdz
n

k

kk

1

1 

 ٚػ١ٍٗ:

     15........................................dzzfdzzf  
 

 ثس١ث :

    dsdydxdz 
22

 

 اٌذاٌخٌزىٓ  1 يثبل.  zizf 21   ٕٝاٌمطؼٟٚإٌّس  ٓ00اٌٛاطً ث١ٓ إٌمطز١ z  ٚiz 11   ٗرٚ اٌّؼبدٌخ اٌذ٠ىبسر١

2xy    . 

 ٌٕسغت اٌزىبًِ  : 

 dzzi


 21 

 زغت اٌذعزٛس أػلاٖ فبْ :

           


 dyxdxyidyydxxdzzi 2121212121 

 ٌذ٠ٕب ِٓ اٌٛاػر أْ : 

xdxdyxy 22    ٚ10  x 

            


1

0

2

1

0

2 21212122121 dxxxxidxxxxdzzi 

 ِّب ٠غزٍضَ أْ :

  idzzi
3

4
221 



 

ِٕسٕٝ ِٛخٗ فٟ اٌّغزٛٞ   1.َظريخ z  ٔفشع أْ إٌّسٕٝ أٍِظ أٚ أٍِظ ثزمطغ ثس١ث  ٠مجً رّث١لا ث١ب١ٔب txx  و tyy  

btaداٌز١ٓ ِغزّشر١ٓ اشزمبل١ز١ٓ ثس١ث  xٚy ثس١ث   ٚ    022  tytx  ًٌىt اٌّدبي ِٓb a. 

ٔؼغ      tiytxtz  : ْفب 

        16...........................dttztzfdwwf

b

a

 


 

 ٌزىٓ 2 يثبل. rzC  ٌٕسغت ؽٛي ِس١طٙب. rٚٔظف اٌمطش  0zاٌزٟ ِشوض٘ب اٌذائشح  0,

 rzzCzz  0,,= rzC ,0 

itrezzٔؼغ   0 ،20  t  ، ْفبdtiredz it ،dtredz it 

  
 

rdtredzrzCLenght it

rzC




2,

2

0
,

0
0

  

إٌمؾ  ٌزىٓ 2 يثبل.       bBbaDaAO  ، ٌٕسغت اٌزىب١ٍِٓ :0,0,0,,,,0,

 


ADOA

dzzdzz 22 , 

 ٌٕلازظ ِب ٠ٍٟ :

          
OAOAOAOA

dyyxxydxixydydxyxidydxiyxdzz 222222 22 

 :  OAػٍٝ اٌىبٔزٛس 

00  dyy  ٚax 0 

: ِٕٗٚ 



11 

 

 

a

OA

a
dxxdzz

0

3
22

3
 

 :  ADػٍٝ اٌىبٔزٛس 

0 dxax  ٚby 0 

 ِٕٚٗ ٔغزخٍض :

          
ADADADAD

dyyxxydxixydydxyxidydxiyxdzz 222222 22 

: ِٕٗٚ 

  







  3

2
3

22

0

22

0

2 b
baiabdyyaiaydydzz

bb

AD

 

 : اٌىبٔزٛس٠خ ػٍٝ ٔفظ إٌّٛاي ٠ّىٓ زغبة ثم١خ اٌزىبِلاد

3

3
2 b

idzz
OB

 

 

32
3

2

3
iabab

a
dzz

BD

 

 ٌزىٓ 1تىطئخ كىشي . rzC  فبْ : rٚٔظف اٌمطش  0zاٌزٟ ِشوض٘ب اٌذائشح  0,

 

 

 17...............................1
2

1

, 0
0




rzC
zz

dz

i
 

itrezzٔؼغ  انجرهبٌ :  0 ،20  t  ، ْفبdtiredz it : ِٕٗٚ 

 

 

1
2

1

2

1
2

0, 0
0


 



 it

it

rzC
re

dtire

izz

dz

i
 

 دضبتير كىشــي 2.2
إٌّسٕٝ أثش  ٔغّٟ وبٔزٛس ِغٍك  1تعريف  t  ثس١ثbta   ٚ   ba   فّثلا . rzC  وبٔزٛس ِغٍك. 0,

 فبْ :  داٌخ ِؼشفخ ِٚغزّشح ػٍٝ  fوبٔزٛس ِغٍك  ٚ  ٌزىٓ 2تىطئخ كىشي .

 

   18..............................0


dzzf 

 

(  1 دضتىر كىشي)  2.َظريخ a  وبٔزٛس ِغٍك ٠شًّ إٌمطخa  ٚf  ِغزّشح ػٍٝ داٌخ : ْفب 

 

 

 

   19..........................
2

1
afdz

az

zf

i
a







 

ٌزىٓ  انجرهبٌ : raC itrezzٔؼغ  rٚٔظف اٌمطش  aاٌزٟ ِشوض٘ب اٌذائشح  ,  0 ،20  t  ، ْفبdtiredz it : ِٕٗٚ 

 

 

 

   

 

 
 












araCa

az

dz

i
afdz

az

afzf

i
dz

az

zf

i  2

1

2

1

2

1

,

 

 ثبعزخذاَ  رٛؽئخ وٛشٟ فبْ :

 

 

   

 

 afdz
az

afzf

i
dz

az

zf

i
raCa







 
 ,

2

1

2

1


 

ػٍٝ ٌٕثجذ أْ اٌزىبًِ  raC itreaz. ٌٕؼغ ٠0rإٚي اٌٝ اٌظفش ٌّب  ,  ،20  t : ْفب 

raz  ،dtiredz it  
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: ِٕٗٚ: 

   

 

 
   

02.
max

2

1

0

,

,











 r

raCz

raC

r
r

afzf
dz

az

afzf

i



 

ثبٌفؼً :

 

0r  ْلب   afzf  ٛ٘ٚ ..ٗثبٌغجخ ٌٍس١ض اٌّسظٛس خبسج اٌّطٍٛة اثجبر raC ٚداخً  , a  فبٌذاٌخ
 

az

zf


 

 ٌِ٘ٛٛٛسف١خ ِؼشفٗ خ١ذا فزىبٍِٙب ػٍٝ وبٔزٛس ِغٍك ِؼذَٚ.

(  2 دضتىر كىشي)  3.َظريخ a  وبٔزٛس ِغٍك ٠شًّ إٌمطخa  ٚf  ٍٝداٌخ ِغزّشح ػ : ْفب 

 

 
  

   20............................
2

1
2

afdz
az

zf

i
a








 

 ثُ اْ :

 

 

 

  

  
 21......................................

!2

1
1 n

af
dz

az

zf

i

n

a

n








 

 

 .3,2,1,0n....ٌىً 

 (.19ٌٕثجذ طسخ اٌذعزٛس )انجرهبٌ : 

 

  

 

 

   afa
dz

df
dz

az

zf

ida

d
dz

az

zf

i
aa























 2

1

2

1
2

 

 طريقخ ثبَيه :  

 

 

 afdz
az

zf

i
a





2

1
 

 و

 

 

 aafdz
aaz

zf

i
a





2

1
 

: ِٕٗٚ 

   

 

   afaafdz
az

zf

aaz

zf

i
a
















2

1
 

 ٚثبٌزبٌٟ :

 
   

   
 

 

  

dz
az

zf

i
af

a

afaaf
dz

azaaz

zf

i

a

a
a

a





 










20 2

1

2 
 

 (.21ِّب ٠ثجذ طسخ اٌذعزٛس )

 1nٚٔجش٘ٓ طسزٗ ِٓ أخً  nٔفشع طسخ اٌذعزٛس ِٓ اخً  1,0n.اٌذعزٛس طس١ر ِٓ أخً .ثبٌزشاخغ ( 21ٌٕثجذ طسخ اٌذعزٛس )

 

  

 

    
 

  
!!12

1

2

1
1

1

1 n
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dznn

fd
dz

az

zf
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d
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az
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n

n

a

n

a

n





























  
 

 ٔطجك دعبر١ش وٛشٟ ٌسغبة اٌزىبِلاد اٌىبٔزٛس٠خ :  3 يثبل.

 
 

       .exp2exp2exp
exp

2

1 22
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2

2

iizizizdz
iz

iz

i
iziz

iz












 

 
  .12121

1

2
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1
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1
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 كىشي  ويتجبيُبد ـىنًتىضطه ويجذأ انقيًخ انعظًخبصيخ انقيى ا   : ثانذرش انثبن 
 

 ٌزىٓ) خبصيخ انقيًخ انًتىضطه (  1.َتيـجخ  rzC  فبْ : rٚٔظف اٌمطش  0zاٌزٟ ِشوض٘ب اٌذائشح  0,

 

     22...............................
2

1
0

2

0

0 zfdtrezf it 


 

 ٚثبٌزبٌٟ :

     23.......................................0
2

1
2

0

fdtref it 


 

 أ٠ؼب : ٚٔىزت

     24...............................
2

1
0

2

0 zfdtrezf it 
 


 

 .PVMرغّٝ ثخبط١خ اٌـ 

 ٌذ٠ٕب زغت ازذٜ دعبر١ش وٛشٟ انجرهبٌ : 

 

 

 0

, 0
0

2

1
zfdz

zz

zf

i
rzC




 

itrezzٌٕؼغ   0 ،20  t  : ْفبdtiredz it : َِّب ٠غزٍض 

   0

2

0

0
2

1
zfdyrezf it 




 

00( ثٛػغ 23ِٓ اٌغًٙ اعزٕجبؽ اٌذعزٛس ) z ( ْٛٔ22فٟ اٌمب.) 

 ) يجذأ انقيًخ انعظًى(  4َظريخ .

اٌّفزٛذ  صاٌٌِٙٛٛٛسف١ٗ ػٍٝ اٌمشfٌزىٓ اٌذاٌخ    RzzRD   ٌٕٚؼغ  : 0,:

   25.............................max)( zfrm
rz 

 

Rrثس١ث  0: ْفب. 

 

   26.............................max)( zfrm
rz 

 

ِٓ اٌّلازظ أْ انجرهبٌ :  rm  0داٌخ ِؼشفخ ِٚٛخجٗ ٌّبr : ًِزضا٠ذح ثبٌفؼ ٚ 

     2
21

maxmax rmzfzf
rzrz




  121 rmrr 

 أ٠ؼب خبج اٌمشص اٌّفزٛذ.ٚاٌؼىظ 

 

 zfrM
rz 

 max)( 

 ٚ ِزٕبلظخ.0rداٌخ ِؼشفخ ِٚٛخجٗ ٌّب 

 ٌذثٕب :  PVMزغت خبط١خ اٌـ 

         0
2

1
.

2

1
2

0

000

2

0

0   dtrezfzfzfdtrezf itit
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 ثبٌفؼً لأْ :

    0
2

1
.

2

0

00   dtzfzf




 

 وّب ٠ٍٟ : ) خبسج اٌمشص اٌّسذد (  ٌٕفشع اٌم١ّخ اٌؼظّٝ

 

     27..................00 zfrezf it  

21ِٓ أخً  ttt   ُثسىf ( رجمٝ عبئذح فٟ ٘زٖ اٌسبٌخ اٌم١ّخ اٌّزٛعطخ ٌـ 27ِغزّشح فبٌّزشاخسخ ) itrezf 0  ِٓ أطغٍش

 0zf .ٚ٘زا رٕبلغ 

 نظرية هامة جدا

   








 f

deif
i

i 
2

0

.
2
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 وأيضا :

    






 n

nn
i f

n

i
deif

i !
.

2

1 12

0



 

 وكذلؾ :

   






 0

.
2

1
2

0

f
deif

i

i  

 وأيضا :

    0
!

.
2

1 12

0

n
nn

i f
n

i
deif

i










 

فاف  2 0تمسح المجاؿوبالتالي لما  1zمف الطبيعي تصورالبرهان :  ieiz   تمسح الدائرة الوحدة   1,1,0  zzC .
 ومنو :

z

dz
deiz i

.
   

 ومنو حسب دساتير كوشي  :

   
 









 f

i
dz

z

zf
deif

z

i 21
.

1

2

0




 


 

 وكذلؾ

      










 n

nn

z

n

nn
i f

i

n

i
dz

z

zfi
deif

!

2
.

1

1

2

0




 



 

 لنحسب التكاملاف الجيبياف : 31مثال .

  







2

0
sincos2a

d
I 

 

 







2

0
sincos23

d
J 

 

اٌّفزٛذ  صاٌٌِٙٛٛٛسف١ٗ ػٍٝ اٌمشfٌزىٓ اٌذاٌخ  2َتيجــخ .   1:1,0  zzD : ثس١ث 

1) 11  zfz  ٚأ    1,01,0 DDf  
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2)   00 f 

 فبْ :

   28..................................zzf  

ٌىً  1,0Dz : رزسمك اٌّغبٚاح فٟ زبٌخ .  kzzf  1ثس١ثk. 

اٌخبط١خ:  انجرهبٌ  00 fْ٠غزٍضَ أ 
 
z

zf
 ٌِ٘ٛٛٛسف١خ ػٍٝ    1:1,0  zzD : ٚرسمك أ٠ؼب اٌّسذٚد٠خ 

 
1

z

zf
 

ثس١ث  zٌىً   1 z : ٗٚػ١ٍ 

 


1


z

zf
 

 .1ثّىٕٕب خؼً 

 ِٕٚٗ زغت ِجذأ اٌم١ّخ اٌؼظّٝ فبْ :

   
1maxmax

11


 z

zf

z

zf

zz
 

 (.28ٚ٘زا ٠غزٍضَ اٌّزشاخسٗ )

. 4يثبل .
 

f ػٍٝ اٌمشص اٌٍّّٛء  خــٌِ٘ٛٛٛسف١: rzzrD   ٚرسمك : )0,(,

 
y

M
zf   

iyxzِٓ أخً وً ػذد ِشوت  ٠سمكRz .)اٌّزجب٠ٕــخ :طســخ أث١ذ  .)٠مغ ػٍٝ اٌسبفخ
 

  MRzfRz 222  

٠Rzسمك zٚ٘زا ٌىً  .ثُ اعزٕزــح اٌّسذٚد٠ــخ : 

   29........................
3

8

R

M
zf  

٠Rzسمك zٌىً   . 

عٕمزشذ اٌذاٌخ اٌّغبػذٖ :  انحــم :      zfRzzg 22  ٓ١ٌى. ..max)( zfrm
rz 

 : ٌْٕلازظ أ ، 

RzRzRz  22 

izٌٕؼغ  Re  : ْفب sin21 22222 ReRRz i    : ْٚثّب أyiyxzR : ِٕٗٚ 

      MRzfRzrmRzgSup
rz

2.2. 222 


 

 ثس١ث : Dٚاٌزٞ زبفزٗ اٌىبٔزٛس اٌّغٍك اٌّزشاثؾ ثجغبؽخD ٌزىٓ ) يتجبيُخ كىشي (. 3َتيجه .

 

   30.....................................max zfM
Dz 

 

ٚ 

 31...........................................



D

dL  

 ا٠ؼب

   31.................................maxmin zzd
D






 

 ػٕذئز :

  
 

 32..............................
2

!
1

min zd

MLn
zf

n

n





 

 .وسبٌز١ٓ خبطز١ٓ ٘بِز١ٓ :3,2,1,0n..... ٌٚىً z   ِٓDٌىً 
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 33...................................
2

!

min zd

MLn
zf


 

 

 
 

 34....................................
2

!
2

min zd

MLn
zf


 

 .z   ِٓDٌىً 

 ٌذ٠ٕب Dzاٌؼبِخ ػٍٝ وبٔزٛس.  خ( اٌسب21ٌدعزٛس وٛشٟ )ٔطجك انجرهبٌ : 

  
 

 
dz

zt

tf

i

n
zf

D

n

n
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!


 

 ِّب ٠غزٍضَ :

   
 

   zd

MLn
dz

zd

Mn
dz

zt

tfn
zf

n

D

n

D

n

n

1

min

1

min

1 2

!

2

!

2

!












   

 ( طس١س١ٓ.34( ، )33ِٚٓ ثُ اٌذعزٛس٠ٓ )(.32ِّب ٠ثجذ طسخ اٌذعزٛس )

 ) يتجبيُخ كىشي عهى انقرص انًفتىح(. 4َتيجه .

 ٌزىٓ  RzD ),(ٚاٌزٞ زبفزٗ اٌىبٔزٛس اٌّغٍك اٌذائشح  اٌّزشاثؾ ثجغبؽخ0, 0 RzC  اٌذاٌخ ثس١ثf ٍِٝؼشفخ ِٚغزّشح ػD ثس١ث: 

 

   35.....................................max zfM
Dz 

 

ٚ 

 ا٠ؼب

 
 

 36.................................max 0
,

0min
0

zzdR
RzC







 

 ػٕذئز :

    37.................................................
!
1


n

n

R

Mn
zf 

 .وسبٌز١ٓ خبطز١ٓ ٘بِز١ٓ :3,2,1,0n..... ٌٚىً z   ِٓDٌىً 

   38...................................
R

M
zf  

 

   39....................................
2R

M
zf  

 ثبٌفؼً انجرهبٌ : 

 
 

.max
,

min
0

zzdR
RzCz




 

 ٚأ٠ؼب :

 

RdL
RzC

 2
,0

  

 ( اٌغبثمٗ.34(، )33)( ، 32ثُ ٔطجك اٌذعبر١ش )

 . ) َظريخ نيىفيم ( 5َظريخ 

 ٌزىٓ RzD ),(ٚاٌزٞ زبفزٗ اٌىبٔزٛس اٌّغٍك اٌذائشح  اٌّزشاثؾ ثجغبؽخ0, 0 RzC  ثس١ث اٌذاٌخf ٗػٍٝ ٌِ٘ٛٛٛسف١D: ثس١ث 

),(ِٓ   zٌىً  0 RzC: . 

   40..................................Mzf  

fػٕذئز

 

 ثبثزٗ.  

 انيرهبٌ : 

( ٌذ٠ٕب : 39ٔطجك اٌخبط١ٗ ) 
2R

M
zf   ًثُ ٔدؼR  ْفب  0

2


R

M
zf  ِٕٗٚ  0 zf  ْ0أٞ أf. 

 ٌٕثجذ أْ   .5يثبل .
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C zz

dz
 

C  3اٌمٛط ِٓ اٌذائشحz  ٓ3اٌشاثؾ ث١ٓ إٌمطز١z  ٚiz 3. 

 :  انحم

513911
22

 zzzz 

 ِٕٗٚ 

16

9

5

1

4

6

5

1

1
2






CC

dz
zz

dz
 

 لتكاملات المركبهين وتطبيقاتها في حساب االدرس الرابع :  دساتير قر 
ٚاٌزٞ زبفزٗ اٌىبٔزٛس اٌّغٍك اٌذائشح  اٌّزشاثؾ ثجغبؽخD ٌزىٓمعروؼ يشكمو التالي :  قرين رفي الحقيقو أف دستو ) دستور قرين (  6نظرية.

C  ثس١ث اٌذاٌخiqpf  ٌٍِٝ٘ٛٛٛسف١ٗ ػD ْفب : 

∮  (   )    (   )   

 

∬(
  

  
 
  

  
)

 

     

 التكامؿ الأوؿ كانتوري بينما التكامؿ الثاني مساحي.
. القرص  الذي نصؼ قطر  3تطبيق.  2220:, RyxyxD     : الذي حافتو الدائرة  222:, RyxyxC  

 نمخص قانوف المساحة  كالآتي : 
                

                       
             

∮           

 

∬    

 

 ∫ ∫         
  

 

 

 

  

 

     

 ) نظرية قرين ( 7نظرية.
. القرص  الذي نصؼ قطر  2220:, RyxyxD     : الذي حافتو الدائرة  222:, RyxyxC   ثس١ث اٌذاٌخ

iqpf  ٌٍِٝ٘ٛٛٛسف١ٗ ػD  ْفب 

∮  (   ) (
  

  
   

  

  
  )  

 

  ∬ (   ) (
   

   
 
   

   
 
  

  

  

  
 
  

  

  

  
)

 

     

 مف الواضح : البرهان :  

∮  (   ) (
  

  
   

  

  
  )  ∮  (   )

  

  
    (   )

  

  
  

  

 

 ثـ نطبؽ دستور قريف الأوؿ. نتحصؿ عمى :
  

  
( (   )

  

  
)  

  

  
( (   )

  

  
)  

   

   
 
   

   
 
  

  

  

  
 
  

  

  

  
 

 2.تطبيق نموذجي
. القرص  الذي نصؼ قطره    2220:, ryxyxD     : الذي حافتو الدائرة  222:, ryxyxC  

∬لنحسب قيمة التكامؿ المضاعؼ :  (       )
 

     
 نمخص قانوف المساحة  كالآتي : 
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 بتطبيؽ دستور قريف 

∮  (   )    (   )   

 

∬(
  

  
 
  

  
)

 

     

 فاف 

∬(       )

 

     ∮               ∫         
  

 
 

θ     ∫        
  

 

 

 تماـ الحساب .يمكف لمقارئ التفرغ الآف لا
 1.تطبيق نموذجي

.طع الناقص الممموءالق   72890:, 22  yxyxD طع الناقصالق الذي حافتو   :  7289:, 22  yxyxC 
∬لنحسب قيمة التكامؿ المضاعؼ :  (       )

 
     

 نمخص قانوف المساحة  كالآتي : 
   √              

     √               
       

 بتطبيؽ دستور قريف 

∮  (   )    (   )   

 

∬(
  

  
 
  

  
)

 

     

 فاف 

∬(       )

 

     ∮               ∫         
  

 
 

θ    〈 √ 〉 ∫        
  

 

 

 ثـ نكمؿ حساب التكاملات.
 ) نظرية قرين نسخة مركبة ( 8نظرية.

ثس١ث اٌذاٌخ  Cٚاٌزٞ زبفزٗ اٌىبٔزٛس اٌّغٍك اٌذائشح  اٌّزشاثؾ ثجغبؽخD ٌزىٓ zzB  ثس١ث :Dِغزّشح ٚرمجً ِشزمبد خضئ١خ  ػٍٝ ,

iyxzٌىً     ِٓC: . 

∮  zzB ,      

 

∬
  (   )̅

  )̅
 

     

 : نتذكر أف البرهان
























y
i

xz 2

1
   ،























y
i

xz 2

1
  

نضع       yxiqyxpzzB ,,,   فاف 

∮  zzB ,    ∮     yxiqyxp ,,  (      )  

  

 

∮     idyyxqdxyxp  ,, ∫  (   )    (   )  
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  ∬(
  

  
 
  

  
)

 

      ∬(
  

  
 
  

  
)

 

     

  ∬[(
  

  
 
  

  
)   (

  

  
 
  

  
)]

 

     

   ∬
  (   )̅

  )̅
 

     

 2تىطئخ كىشي .

1.iqpf  ٌِ٘ٛٛٛسف١خ ػٕذئز  : 

 ( ( ( )))

  
 
 ( ( ))

  
   

 : Dٌِ٘ٛٛٛسف١ٗ ػٍٝ fثس١ث   Cٚاٌزٞ زبفزٗ اٌىبٔزٛس اٌّغٍك اٌذائشح  اٌّزشاثؾ ثجغبؽخD ٌزىٓ.2

 

   41..............................0 dzzf
C

 

  كىشي ريًبٌٔطجك ششٚؽ  انجرهبٌ :
  

  
 
  

  
     
  

  
  

  

  
 

 ٔغزٕزح : 

 

 ( ( ( )))

  
 
 ( (    ))

  
  

  

  
  
  

  
 

 ػٍٝ ٔفظ إٌّٛاي

 ( ( ))

  
 
 (    )

  
 
  

  
  
  

  
 

: ِٕٗٚ 

 ( ( ( )))

  
 
 ( ( ))

  
   

 

 ٚثبٌزبٌٟ :

      dyzifdxzfidydxzf
CC

  

 ∬(
 ( ( ( )))

  
 
 ( ( ))

  
)

 

       

 وىوالمطموب اثباتو.
 ) المساحة ( 4تطبيق .

Dٚاٌزٞ زبفزٗ اٌىبٔزٛس اٌّغٍك  اٌّزشاثؾ ثجغبؽخC  ثس١ث اٌذاٌخ zzB  ثس١ث :Dِغزّشح ٚرمجً ِشزمبد خضئ١خ  ػٍٝ ,

 ٠Dشِض ٌّغبزخ . :( )     َ  

∬  

 

     َ     ( )  
 

  
∫  ̅  

 

 

 لدينا  :البرهان 
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  َ     ( )  ∬  

 

   

 مف جية ثانية :
 

  
∫  ̅  

 

 
 

  
∫(    )(      )

 

 
 

  
∫         

 

 
∫        

  

 

 ∬  

 

       ( ) 

عمى سبيؿ المثاؿ     222:,,0 ryxyxrC   2مساحتيا تساويr : وحدة مربعو وعميو 
 

  
∫  ̅  

 (   )

     

  الدرس الخامس :  مبدأ العمدة ونظريات روشي
 ) مبدأ العمدة (  9نظرية .

Dٚاٌزٞ زبفزٗ اٌىبٔزٛس اٌّغٍك  اٌّزشاثؾ ثجغبؽخC  لنفرض أفf ىولومورفية عمىD  باستثاءz لػ  ي ىو قطبذالf  لمرتبوp 
 عندئذ : nلمرتبة  fىو صفر لػ  zوأف 

 
 
 

 42.............................
2

1
pndz

zf

zf

i
C





 

 . روشي تسمى أيضا نظرية
 عمى الترتيب  zوالصفر  zوالمذاف يشملاف القطب  Cداخؿ  2Cو  1Cنقترح الكانتوريف المنفصميف  البرهان : 

 ومنو :
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i
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 وحيث أف :
 

 

 p
z

zF
zf


 

 1Cعمى 
 وأيضا :

    nzzGzf  
 2Cعمى 

 فاف : دالتاف ىولومورفيتاف  معرفتاف GوFبحيث 
 

 











z
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F

F

f

f
flog 

 وايضا :
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G
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f
flog 
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 ومنو :
 
 

 
 

p
z

dz

i

p
dz
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i
dz
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i
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 وكذلؾ :
 
 

 
 

n
z
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i

n
dz

zG

zG

i
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i
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 :أفالخلاصة 

 
 

 
 

 
 

pndz
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i
CCC











21

2

1

2

1

2

1


 

. القرص  الذي نصؼ قطره  5تطبيق.      25210:,
22
 yxyxD    : الذي حافتو الدائرة

      25210:,
22
 yxyxC القطب  نقترحiz   2والصفرz فيما ينتمياف الى داخؿ  عمى الترتيب C  

لما  ومنو : 
 

 
 z

iz

z
zf exp

2
3

5




 : فاف 

 
 

   iidz
zf

zf

C

4235 


 

 ) نظرية روشي الحالة العامة (  31نظرية .
Dٚاٌزٞ زبفزٗ اٌىبٔزٛس اٌّغٍك  اٌّزشاثؾ ثجغبؽخC  لنفرض أفf ىولومورفية عمىD  باستثاءiz   ب لػ اقطاي ىو متالf لمرتب 

ip  بحيثji ....3,2,1 وأف عمى الترتيبiz  ر لػ اصفأ ىيf لمرتب in  بحيثki ....3,2,1  فانو لما



j

i

ipP
1

و  





k

i

inN
1

 عندئذ :

 
 

 43.............................
2

1
PNdz

zf

zf

i
C





 

izوالتي تشمؿ الاقطاب  Cداخؿ  iDو  iCنقترح الكانتورات المنفصمو  البرهان:    والأصفارiz   عمى الترتيب 
 ومنو :

 
 

 
 

 
   









 j

i C

k

i DC

dz
zf

zf

i
dz

zf

zf

i
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zf

zf

i
ji

11 2
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 وحيث أف :

 
 

 

 


j

i
p

i

i

iz

zF
zf

1 
 

 وأيضا :

     in

i

k

i

i zzGzf 
1

 

 معرفتاف  فاف :  دالتاف ىولومورفيتافGوFبحيث 
 

  
 







j

i i

i
j

i i

i

z

p

F
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f

f
f

11

/

log


 

 وايضا :
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i
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 ومنو :
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z
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p
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C ii
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 وكذلؾ :
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 :أفالخلاصة 
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. القرص  الذي نصؼ قطره  6تطبيق.      25210:,
22
 yxyxD    : الذي حافتو الدائرة

      25210:,
22
 yxyxC القطبيف  نقترحiz   2والأصفارz  عمى الترتيب فيما ينتمياف الى داخؿ C  

ومنو : لما  
 
 

 z
z

z
zf exp

1

4
32

52




  ولما 

 
 

 z
z

z
zf exp

1

4
22

32




: فاف 

 
 

   iidz
zf

zf

C

82610 


 

 أيضا :
 
 

   iidz
zf

zf

C

4246 


 

 ( 1) نظرية روشي  33نظرية .
Dٚاٌزٞ زبفزٗ اٌىبٔزٛس اٌّغٍك  اٌّزشاثؾ ثجغبؽخC  لنفرض أفg ىولومورفية عمىD  لنفرض أفf ىولومورفية عمىD  باستثاء

iz    المتي ىو اقطاب لػf  لمرتبip  بحيثji ....3,2,1 عمى الترتيب وأفiz   ىي أصفار لػf  لمرتبin  بحيث

ki ....3,2,1  فانو لما



j

i

ipP
1

و  



k

i

inN
1

 عندئذ :

 
 
 

     44..........................
2

1

11

i

j

i

ii

k

i

i

C

gpgndz
zf

zf
zg
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izوالتي تشمؿ الاقطاب  Cداخؿ  iDو  iCنقترح الكانتورات المنفصمو  البرهان :    والأصفارiz   عمى الترتيب 
 ومنو :
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 وحيث أف :
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i
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i
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zF
zf

1 
 

 وأيضا :

     in

i

k

i

i zzGzf 
1
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 دالتاف ىولومورفيتاف  معرفتاف  فاف :GوFبحيث 
 

  
 







j

i i

i
j
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i
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log


 

 وايضا :
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i
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 ومنو :
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 وكذلؾ :
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 :أفالخلاصة 
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لما  C الكانتور المغمؽالذي حافتو  مترابط ببساطوD.7تطبيق.  



n

k

k

k zazf
0

نتذكر مجموع قطب  0جذر بسيط و nكثير حدود لو  

الجذور يساوي 
0

1

a

a
  : فاف 

 
 
  0

1
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1

a

a
dz

zf

zf
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i
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i
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 وأيضا :
 
  2

0
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2

1

1

22 2

2
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a
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في حالة :   12 23  zzzzf فاف , 
 
  2

1

2

1



 dz

zf

zf
z

i
C


 

 
  4

5

2

1 2 


 dz
zf

zf
z

i
C


 

 ( 4) نظرية روشي  32نظرية .
Dٚاٌزٞ زبفزٗ اٌىبٔزٛس اٌّغٍك  اٌّزشاثؾ ثجغبؽخC  1ىو اتحاد عدد منتو مف الأقواس لمصؼC  لنفرض أفfٚg ىولومورفياف عمىD 

 : Czبحيث 
     45.........................................zgzf  

 فاف :
     46.....................................,, CfZCgfZ  
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للاشارة أف  fZ  المقصود بيا عدد أصفارf  عمىD. 
 :Czلدينا البرهان : 

    01 
f

g
zgzf 

 وعميو :

   
   

 
 

 
 
 
 

 
 

 CfZdz
zf

zf

i
dz

zf

zg

zf

zg

zf

zf

i
dz

zgzf

zgzf

i
CCC
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2

1

1

1
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1

2

1


















 

  CgfZ , 

لأف الدالة 
 
 
 
 zf

zg

zf

zg

z










1

1

. Cالكانتور المغمؽ ٌِ٘ٛٛٛسف١ٗ ِٚؼشفخ ثّؼٕٝ رىبٍِٙب ػٍٝ    معدوـ

. القرص  الذي نصؼ قطره  8تطبيق. 2 zD    : الذي حافتو الدائرة   22,0  zC المعادلة : نقترح 
  012345  zzzzzz 

نقترح :   5zzf   و  1234  zzzzzg مف الواضح أف , 2,0Cz: 
   zgzzzf  122231322

23455

 

 : 4ومنو حسب نظرية روشي 
     2,0,2,0, CfZCgfZ  

وبما أف   5zzf   ٌٗ1  مما يكافؤ :ِشاد . 5ودزس ِىشس 
     .52,0, CzZ  

. لذي نصؼ قطره القرص  9تطبيق.   rzrD ,0    : الذي حافتو الدائرة   rzrC ,0 المعادلة : نقترح 
0125 37  zz 

أثبت أف جذور المعادلة لا تنتمي الى الدائرة    11,0  zC  الى الدائرة وتنتمي   22,0  zC 
عمى الدائرة :    11,0  zC 

نقترح :   37 5zzzg   و  12zfمف الواضح أف ,: 
   zgzf 

37
151612 

 : 4روشي ومنو حسب نظرية 
      01,0,1,0,  CfZCgfZ 

عمى الدائرة :    22,0  zC 
نقترح :   3512 zzg   و  7zzf مف الواضح أف ,: 

   zgzf  1225521282
37

 

 : 4ومنو حسب نظرية روشي 
      72,0,2,0,  CfZCgfZ 

 : نشور تايمر ونشور لوران ونظرية الرواسب وتطبيقاتها الدرس السادس
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0zzوتحميمية )ىولومورفيو ( عند النقطة دالة معرفة  f 3.تعريف 6.3  0أي نشورة وفؽ سمسمة تايمر في جوارzz  : مف الشكؿ 

     47..............................0

0

n

n

n zzazf 




 

بحيث    rzzrzC  00  و ,
 

  

   
 48...................

!2

1 0

,

1

00
n

zf
dz

zz

zf

i
a

n

rzC

nn 


  
 

........3,2,1,0n. 
 نعتبر الدالة 3.مثال  

w
wf




1

 السمسمة اليندسية  0wتحميمية فيي نشورة وفؽ سمسمة تايمر في جوار 1

 

ومنو   .1wبحيث  
 2
1

1

w
wf


 0تحميمية فيي نشورة وفؽ سمسمة تايمر في جوارwبالفعؿ. 

 
 

 عتبر الدالةن 2.مثال  
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zf 1تحميمية فيي نشورة وفؽ سمسمة تايمر في جوارz  السمسمة 
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11بحيث  z  ومنو . 
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21بحيث  z 1.) مف الواضح أفz  ىي قطب لمدالة 
12
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z
zf  21بحيث z.فيي غير تحميمية. 

 الجذور والأقطاب وتصنيفاتها 6.2
20zzتعريف.   جذر لمرتبةm  لمدالة التحميمية zf : اذا وفقط 

  ,00 zf   ,00  zf   00  zf .....     ,00

1  zf m     00 zf m  
 وىا يتحقؽ فقط لما : 
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بحيث  zF  تحميميو ومعرفة وتحقؽ  0. 0 zF 
 عتبر الدالةن 1.مثال    32 1 zzzf  0تقبؿ الأعدادz  ,iz  ,iz   عمى الترتيب. 3,3, 1كجذور لمرتب 

0ww .1تعريف.  جذر لمرتبة قطبm  لمدالة التحميمية zf : اذا وفقط 
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بحيث  zG  تحميميو ومعرفة وتحقؽ 
  ,00 wG   ,00  wG   00  wG .....     ,00

1  wG m     00 wG m  
  3نظرية أساسية .

0ww  لمرتبة قطبm  لمدالة التحميمية zf : اذا وفقط 
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 .0mcبحيث 
0wwبمعنى   جذر لمرتبة قطبm  لمدالة التحميمية zf  0: اذا كاف نشر لوراف ) كسمسمة قوى لػ اذا وفقطwz  ) سالبة 

 تممؾ عدد محدود مف الحدود ذات الأس السالب.
 عتبر الدالةن 4.مثال  
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  0تقبؿz  بالفعػػؿ :5كقطب لمرتبة . 
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 ) نشور تايمر عمى المترابط بتكرارية ( 1نظرية اساسية .
ذو الحافتيف الكانتوريف المغمقيف  Dالمترابط بتكرارية 

1C و
2C  مثلا (razp   : مترابط بتكرارية  ذو الحافتيف الدائرتيفpaz   

razو    . 
ذو الحافتيف الكانتوريف المغمقيف  Dتحميمية ومحدودة عمى المترابط بتكرارية  fالدالة  

1C و
2C : نشورة وفؽ سمسمة تايمر 
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 بحيث أف :
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 البرهان :
 فاف : 1q توطئة :
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 دستور كوشي عمى المترابط بتكرارية :
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بالنسبة لمحافة الخارجية الكانتور المغمؽ   11 ,0 rCC : 
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1نضع  بالفعؿ :
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nk

k

af
dw

aw

wf

i

k

c

k
....2,1,0,

!2

1

1

1



 

 

 وعميو حسب ميباينة كوشي :
 

  02
2

1

2

1
1

1
1



















 ncz

nn

c

zfMaxr
azr

dw
aw

az

zw

wf

i





 

بالنسبة لمحافة الداخميو الكانتور المغمؽ   22 ,0 rCC : 
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 بحيث أف 
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 بسمسة قوى تحت الشروط أعلاه : fومنو يمكف نشر الدالة 
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 عتبر الدالةن 5.مثال  
 

 3
1

2exp




z

z
zf 1تحميمية فيي نشورة وفؽ سمسمة تايمر في جوارz.   1المتغير المساعد zu  يؤوؿ الى

 وعميو : 1zالضفر لما 
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لمدالة  3ىي قطب لمرتبة  1zومنو  
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2exp
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zf. 

  الرواسب عند الأقطابحساب   6.4
0zzفكرة الراسب بسيطة جدا يمكف استنباطيا مف الدراسة الاتيو    لمرتبة قطبm  لمدالة التحميمية zf : اذا وفقط 
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بحيث  zF  تحميميو ومعرفة وتحقؽ  0. 0 zFعمى كانتورC  0مغمؽ يشمؿzz  : يمكف تطبيؽ احدى دساتير كوشي 
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وىو يسمى الراسب  zf  0عند القطبzz   0وعميو لماzz   لمرتبة قطبm  لمدالة التحميمية zf : 
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 بحيث أف :
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 ) الرواسب ( 4نظرية أساسيه.
0zz  لمرتبة  قطب قطبm  لمدالة التحميمية zf  : 
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0zzالمغمؽ يشمؿ  Cالكانتورفانو لما   : 
   58............................................................,Re 10  czfs 

 البرهان : 
 بالفعؿ لدينا :
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0zzالمغمؽ يشمؿ  Cالكانتورفانو لما مف الواضح حسب دساتير كوشي  : 
   59......................2,1,0,00  ndzzz

C

n 

 و
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 .61.............,.........,,,3,12,0
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 ومنو :
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 وعميو :

   62........................................,Re 10  czfs 
 

 الدالةعتبر ن 6.مثال  
7

cos1
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z
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  0تقبؿz  بالفعػػؿ :5كقطب لمرتبة . 
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 :0zالمغمؽ يشمؿ  Cالكانتوركوشي فانو لما 
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 أي أف : 
5040
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1
,Re 0 zfs. 

 الدالة عتبرن 7.مثال  
3

sin
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  0تقبؿz  بالفعػػؿ :3كقطب لمرتبة . 
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11sin 253
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 وعميو :
  00,Re fs. 

 عتبر الدالةن 8.مثال  
 

 1
sin
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ziz
zf  0تقبؿz  1و  3كقطب لمرتبةz :  كقطب بسيط ومنو يوجد راسبيف 
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لو نقترح الكانتور المغمؽ    2,2,0  zzC : فاف 
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 يمكف لمقارئ اتماـ الحساب.
 عتبر الدالةن. 3نتيجة  
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  0تقبؿzz  بمعنى طكقطب بسي   00 z  و  00  z : فاف 
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 البرهان :
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 عتبر الدالةن 9.مثال  
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z

ziz
zf  0تقبؿz ومنو يوجد راسب  كقطب بسيط  : 
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 عتبر الدالةن.  2نتيجه . 
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  تقبؿ

0zz  بمعنى   2 ةكقطب لمرتب  00 z  و  00  z و   00  z : فاف 
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نستخدـ نشر تايمر البسيط لمدالة البرهان :  z  في جوار
0zz  : ًثبٌفؼ 
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 يمكف استخداـ قاعدة لوبيتاؿ مرتيف :
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 ومنو في ظؿ نفس الشروط أعلاه :
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 الدالةعتبر ن 9.مثال  
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 عتبر الدالةن 31مثال . 
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z 0كقطب بسيط وz  ومنو : 2قطب مكرر لمرتبة 
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 عتبر الدالةن 33مثال .    
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 ومنو
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 عتبر الدالةن 32مثال .  
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لما  31مثال. zF  و zGعمى  تحميميافC  و : ىو جذر المعادلة لاكرانج  zFaz     
 فبْ :
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: التكاملات الجيبية المركبة 6.5  


df
2

0

sin,cos 

  : ؿالتكاملات الجيبية المركبة بتحويميا الى تكاملات لكوشي عمى الدائرة الوحدة. بالفعمف السيؿ جدا التعامؿ مع ىذا النوع مف 
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iezفاف  2 0تمسح المجاؿوبالتالي لما  1zمف الطبيعي تصور   تمسح الدائرة الوحدة   1,1,0  zzC: ومنو . 
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 :وعميو التكامؿ الجيبي 
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 هامة جدانظرية 
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فاف  2 0تمسح المجاؿوبالتالي لما  1zمف الطبيعي تصورالبرهان :  ieiz   تمسح الدائرة الوحدة   1,1,0  zzC .
 ومنو :
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 : افالجيبي فلنحسب التكاملا 31مثال .
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 نستخدـ التحويؿ أعلاه :.1
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يمكف تحقيؽ انتماء أحد الجذريف فقط الى داخؿ الدائرة الوحدة  1,0C  وعميو لنفرض الجذر الأوؿ ينتمي الى  1لأف طويمة جداؤىما أقؿ مف
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 وأخيرا:
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.لنحسب التكامؿ الثاني :.2
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 نستخدـ التحويؿ :
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 لنحسب التكامؿ الجيبي :. 34مثال 
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z
z

iz
zez i 1

2

1
sin,

1

2

1
cos  

1,  z
iz

dz
d 

 عندئذ :

    
 














1,0

2

1,0
1

2

1

CC
zz

dz
ib

z

dz

z
z

b
a

i
 








2

0
cosba

d
I 

 بحيث :

b

baa

b

baa 2222

,





  

فقط ينتمي الى داخؿ الدائرة الوحدة  فاف القطب  1وحيث أف  1,0C  1لأف طويمة جداؤىما يساوي 
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 توطئة جوردان

R نصؼ قطره  نصؼ الدائرة العمويR وf : دالة تحقؽ الشروط الآتية 
1. f  تحميمية عمى 0Im, zz 
2.   0



Rz

zf  : ىذا الشرط يتحقؽ مثلا لما 

  0



RzkR

M
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 :0mلما  عندئذ 
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 استنتج ما يمي :
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 نقترح الدالة التحميميو :
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R نصؼ قطره  نصؼ الدائرة العمويR وf : دالة تحقؽ الشروط الآتية 
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 توطئة جورداف :ومنو حسب 
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دالة  fو rنصؼ قطره  نصؼ الدائرة العموي rCونعتبر  Rنصؼ قطره  العموينصؼ الدائرة  Rلنحسب التكامؿ الثاني مف أجؿ ذلؾ 
 تحقؽ الشروط الآتية :
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ikzو  0zالنصؼ العموي ـ الدائرتيف يشمؿ القطبيف البسيطيف    ولما تكوف : دالة ىولومورفية فاف 
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 الدالة المساعدة :
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 fلمدالة  1

 
 

   
  11exp

1exp
22

222

222








 iaz

kzz

zzk

kkzz

iaz
zf 

 
 

 
  

22

2

222

1exp11exp

kz

iazz

zkkzz

iaz
zf
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 دالة ىولومورفية فاف : ولما تكوف 
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 ومنو نتحصؿ عمى :
 

 
  

 
dz

kzz

iazz

z

dz

k
dz

kzz

iaz

rrr CCC

 




 22

2

222

1exp1exp 
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 وحسب نظرية كوشي  :
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 مما يستمزـ :
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 وتطبيقاتها في حساب مجاميع السلاسل الدرس السابع :   نشورلاكرانج

 ) نظرية لاكرانج(. 7نظرية. z داٌخ رس١ٍ١ٍخ ػٍٝ اٌذائشح اٌّغٍمخaC  والتي تشمؿ النقطةa  وz  : ىو جذر المعادلة لاكرانج 
   71...............................................zaz  

azويأخذ    0لما: فاف. 
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وعميو لما  zF  تحميمية عمىaC  وz : ىو جذر المعادلة لاكرانج 
        73...............................................zFaFzF  

ويأخذ  aFz   0لما: فاف. 
 

          73................................
! 1

1

1

n

n

n

n

n

aaF
da

d

n
aFzF 










 

( 71حسب ) لدينا:البرهان     0 zazzf    بحيثf يممؾ جذر وحيد بسيطz  و  فمؾ ١ٌظ ٕ٘بن ألطبة  zzg   
  .(44الدستور ) سنطبؽ خلاؿ ىذا البرىاف
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( كوف  71بمراعاة  العلاقة ) يساوي  
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مع مراعاة  الخاصية اليولومورفية والكانتور المغمؽ تستمزماف : باستخداـ التكامؿ بالتجزئة 
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 وحسب احدى دساتير كوشي فاف :
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 واخيرا :
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 ىو جذر المعادلة لاكرانج :  zو   35.مثال
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azويأخذ    0لما: فاف. 
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 للآشارة أف : 
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11 22  

( بحيث أف :  72( و)71نطبؽ دستور لاكرانج )الحــل :  1
2

1 2 z  z 

 z داٌخ رس١ٍ١ٍخ ػٍٝ اٌذائشح اٌّغٍمخaC  والتي تشمؿ النقطةa  وz  : ىو جذر المعادلة لاكرانج 

 1
2

1 2  zaz  

azويأخذ    0لما: فاف. 
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المعدلة للاكرانج :  1
2

1 2  zaz  : ٓرغزٍضَ اٌدزس٠ٓ اٌٛز١ذ٠ 
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 ثـ نختبر المتطابقة الآتية :
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 ( فاف :76باشتقاؽ طرفي المعادلة )

   76.............................1
!2

1 2

1

n

n

n

n
n

n

a
da

d

n









 12

1

2  a
 

 باتباع نفس الخطوات يمكف التطرؽ الى معادلة لاكرانج أخرى .
 ىو جذر المعادلة لاكرانج :  zو   35مثال.
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 .فاف :0لما  1zويأخذ 
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مف اجؿ 
2

1
p : فاف z 1 ىو جذر المعادلة لاكرانج.  zz   1ويأخذz  0لما: فاف. 
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 نشور ميثاق لوفمر وتطبيقاتها في حساب مجاميع السلاسلالدرس الثامن :   
 . نشور ميثاق لوفمر8.3

 لدالةاأف أقطاب  نفرض ) نظرية لوفمر ( 8.نظرية zf وىي الأقطاب بمسافة منتيية متباعدة  
.....3,2,1iia بحيث  

...............321  aaa 
 نفرض أف 

.....3,2,1iib رواسب  zf عند  
.....3,2,1iia أي أف : 

  .......3,2,1,,Re  iafsb ii 
 
NC أنصاؼ أقطارىا  دوائرNR بحيث

N
NR  لا تمر بأي قطب مف الأقطاب بحيثNCz: 

  Mzf  
 فاف :
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 البرهان 

 zf  ليا قطبnaz   3,2,1........بحيثn  وz  ليس قطب لػ ( zf  ىو قطب لػ ) 
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zf : ومنو 
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 حسب نظرية الرواسب :
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,,..............تحيط بكؿ الأقطاب  NCالدوائر 321 naaaa  لما zf : ْرس١ٍ١ٍٗ ػٕذ اٌظفش فب 
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 مما يكافؤ :
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 لنلاحظ الآف :
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  NRzz 
 حسب متباينة كوشي :
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لما 
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NR  وىذا لماN. 
 وىذا يستمزـ أف :
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 .Nوىذا لما 
 نطبؽ نظرية ميثاؽ لوفمر لنثبت أف :  36مثال.
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نضع :  الحل    
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  الأقطاب مف الشكؿnz   3,2,1,0.......بحيثn 
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 لوبيتاؿ فنتحصؿ عمى : نطبؽ
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أنصاؼ أقطارىا  دوائر NC الدوائر
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N
NR  لا تمر بأي قطب مف الأقطاب بحيثNCz: 

 تحيط بكؿ الأقطابالسالفة الذكر ومنو دستور ميثمؽ لوفمر  : 
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  3نتيجة.
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 وىذا يستمزـ أف :
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 دساتير شهيرة .
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 . تطبيقات نظرية ميثاق لوفمر  في حساب مجاميع السلاسل8.2

. 9نظرية. zf : دالة معطاة معمومو فاف 

    
 

 85..................................................,cotRe







fPolesn

zzfgsnf


 

      
 

 86............................................,cosRe1 







fPolesn

n
zzfcsnf



 

    
 

 87..........................................,secRe
2

12
1 














 


fPolesn

n
zzfs

n
f



 

الكانتور يشمؿ كؿ أقطاب  NCليكف  البرهان : zf   اقطابzgcot 3,2,1,0.....;ىي z  
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 بتطبيؽ نظرية الرواسب :
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 ومنو نستنتج أف :
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 أف : 0aمف اجؿ  نطبؽ نظرية ميثاؽ لوفمر لنثبت  37مثال.
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  تستوفي شروط المحدودية عمو الكانتوراتNC : أي 
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 ( يمكف التأكد ميا كما يمي :89( محقؽ. بالنسبة لمنتيجة )88فالدستور )
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 مما يستمزـ أف :
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 نظرية ) استخدام نشور ميثاق لوفمر في حساب الجداءات اللامنتهيه (
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 فاف نستخدـ احدى نشور ميثاؽ لوفمر السابقة البرهان : 

dt
t

t

t

t

z

z
dt

t
gt

zz

 
























0

2222

0

.....
4

22sin
ln

1
cot


 




























1
22

2

22

2

1

1ln1ln
nn n

z

n

z


 

 ومنو :















1
22

2

1sin
n n

z
zz


 

 
 جداءات غير المنتهيه لبلاشك الة لمدوال الهولومورفيه وتقاربها  الدرس التاسع :   الجداءات غير المنتهي

nkwk  بحيث متتالية العداد المركبة   نعتبر الجداء المنتو  3.تعريــف. 9.3 .....3,2,1,1 : 
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knn wwwwp
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 في حالة وجود نياية :
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نقوؿ اف الجداء غير المنتو  
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nw . متقارب 

في حالة تقارب الداء غير المنتو  
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nw .متقارب مطمقا 

نعتبر الجداء المنتو بحيث    2.تعريــف.   .......3,2,1,1  nzfn  متتالية دواؿ ىولومورفية عمى الجموعة: 
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 في حالة وجود نياية :
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نقوؿ اف الجداء غير المنتو   
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nkwkالجداء المنتو بحيث متتالية العداد المركبة  نعتبر   3 3توطئة شهيرة . .....3,2,1,1 : 
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 و أيضا :
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 المتراجحو الأسيو  نطبؽ البرهان :
   93....................................................exp10 xxx  

,3,2,1.........باعتبار :  Nkwx k  : نتحصؿ عمى 
  .........3,2,1.,exp1 Nkww kk  

 ( محققة.91الخاصية )ومنو 
 ( باستخداـ العلاقو :92لنثبت صحة العلاقة )

       111
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1 111111 
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kN wwpwpwp  

 فاف : Nبوضوح فانو لما تكوف صحيحة مف أجؿ  1N( صحيحة مف اجؿ 92وبما اف العلاقة )
     111111 *

111

*

111   NNNNNNNN pwwpwwpp 
  3نظرية.

الجداء غير المنتو  
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nw 0فاف  متقارب



n

nw : بمعنى 

   94.........................0lim1
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n

n wwمتقارب 

   في حالة وجود نياية :البرهان :  
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nnn wppLim: فاف 
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011   nnnn wLimwLim 
 (.94مما يثبت صحة العلاقة )

  2نظرية.

الجداء غير المنتو  





1

1
n

nw 3,2,1,1...... بحيث متقارب  nwnمتقارب اذا وفقط  : 

 95..............................
1




n

nw 

 نستخدـ المتراجحة :البرهان : 
      nnn www   11log1 

للؤشارة  nw1log يرمز لمفرع الرئيسي لموغاريتـ .بمعنى التحديد الرئيسي لعمدة الموغاريتـ محصور في المجاؿ    
 بالفعؿ :

   






 1

1log
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1log
lim 0

x

x

x

x
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0باستخداـ كوف  ومنو 



n

nw: 
      nnn www   11log1 
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فالسمسمتاف  





1
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1n

nw : ليما نفس طبيعة التقارب. ومنو 
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 ييفالملامنتي يفالجداء  3مثال .
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nاذا وفقط  يفمتقارب


1

1
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. و 1pلما  
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 وىذا. وبالتالي :
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n n
  

نعتبر     2 .نظرية  .......3,2,1,1  nzfn  متتالية دواؿ ىولومورفية عمى الجموعةz  ِٓ₵ : بحيث 
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1
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n zf 

فاف   Dz  ِٓ₵  : مفتوح 

      97.........................1
1







n

n zfzf 

لا يشمؿ اي صفر مف أصفار  ₵ِٓ  zمتقارب وعمى كؿ   .......3,2,1, nzfn : فاف 
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 يمكف ملاحظة : البرهان :
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 ٚزغت رؼش٠ف إٌٙب٠خ ٔغزخٍض ِب ٠ٍٟ :
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 نعتبر الجداء اللامنتو :مثال . 
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kمتقارب مطمقا بحيث أف : 

k

eq




 : وتحقؽ.   .2 zfkizf   لكؿz . 
  Produits infinis de Blaschkeالجداءات غير المنتهيه لبلاشك  9.2

بلاشؾ عمى القرص الوحدة تحويؿ  نعرؼ بلاشك ( تحويل)   3.تعريف 1,  zzD  : الدالة 
za

za
zz






1
  بحيثDa 

 :لآتية ا ىي تحقؽ الميزاتو 
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1.   11  zz  

2.  
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1

1
2
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za

a
z  بحيث 1,  zzDz. 

3.   ىولومورفية مف 1,  zzDz  نحو 1,  wwDw  بمعنى أف: 
        1,01,01:1, wz DDzzzDz   

 : بالفعؿ: البرهان 
  1

1
111 




 z

za

za
zaazazazaa  

 . وبما أف :owبواسطة تحويؿ بلاشؾ ىي دوائر وحدة في المستوي  ozومنو صورة الدوائر الوحدة  في المستوي 

a
zzaz

1
011  

1
1

1 
a

a 

ومنو تحويؿ بلاشؾ معرؼ جيدا عمى القرص الوحدة   1,  zzDz   فبٌّشزمخ 
 

0
1

1
2
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a
z  ٍٝالقرص الوحدة  دِٚب ػ

 1,  zzDz   ٍِٟفٙٛ رس٠ًٛ وٛٔفٛسTransformation conforme : ٌٕخزجش وبشفب ِب ِثلا . 
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ٚثّب أْ  1,0
2

1
2

D
ii
  في المستوي ِٕٚٗ طٛسح اٌمشص اٌٛزذح oz  في المستوي ٟ٘ اٌمشص اٌٛزذح ow. 

 ثّؼٕٝ :

      11,,  zwzzDzzw  

 ) نظرية بلاشك (  3نظرية. 
.....3,2,1nna  ػٕبطش ِٓ اٌمشص اٌٛزذح  ₵ِٓ ِززب١ٌخ   1,1,0  zzD  نعرؼ الجداء الامنتو لبلاشؾ

عمى القرص الوحدة  1,  zzD  : الدالة 
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  ةىولومورفي عمى القرص الوحدوىو جداء متقارب يسمى جداء بلاشؾ   Daبحيث   1,  zzD :  فقط لما يتحقؽ شرط بلاشؾ 
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na 

 يحقؽ : بلاشكجداء  
1.   11  zBz 
2.     : 

   101.......................................1ieB 
لا يقبؿ أصفارا غير  .3 

.....3,2,1nna  والصفر لمرتبةk. 
 عمى المتراصات( 102تقارب الجداء اللامنتو لمدواؿ اليولومورفية اليوموغرافيو.لنختبر تقارب سمسمة الدواؿ )نظريات  نستخدـ احدى البرهان :

 rzz ,  : الاتية 
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 الحد العاـ ليا يساوي :
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 ِزمبسثخ ٌّب رزمبسة اٌغٍغٍخ : (102)اٌغٍغٍخ 
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(. ومنو جداء بلاشؾ متقارب مطمقا عمى المتراصات 100وىذا محقؽ بناء عمى شرط بلاشؾ المحقؽ ) rzz ,  الوحدة  صمف القر
 1,0D الوحدة  ص.ومنو جداء بلاشؾ ىولومورفي عمى القر 1,0D.  : ونكتب  1,0DHB. 

لما  كؿ عامؿ مف عوامؿ جداء بلاشؾ ىي تحويؿ لبلاشؾ  بالفعؿلنلاحظ أن 1,0Dz: 
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 ومنو :
      11,,  zBwzzDzzBw 

 وبالتالي :
  11  zBz 

 .بلاشكمما يثبت صحة الخواص المذكورة أعلاه لجداء 
) خواص جداءات بلاشك (  2نظرية. 1,0Dz: ْفب 
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لبلاشؾ فاف  لامنتوجداء  1,0Dz : 
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 بملاحظة أف :
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بلاشك   جداء يمكف اعتبار  : 3مثال . 
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 نى الصفر ليس بجذر لو.وىو يحقؽ بمع   : 
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عمى سبيؿ المثاؿ  بما أف السمسمة 
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متقارب  1,0Dz  ٌِٚ٘ٛٛٛسفٟ ػٍٝ اٌمشص اٌٛزذح 1,0D اٌّسذٚد٠خ : ٠ٚسمك: 
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₵  1,0Dz. 
 Gamma functionالدرس العاشر :  نظرية التفكيك لفيرشتراس لمدوال الصحيحة وخواص الدالة جـــامـــا 

 )دوال فيرشتراس( 3عريف.. ت9.3
دواؿ فيرشتراس معرفة عمى القرص الوحده    1,1,0  zzD  ِٓ₵ : مف الشكؿ 

  zzE 10 
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zzzE
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 : 3,2,1,0p....وىي تحقؽ الميزة اليامو الآتيو 
   115.................................................1
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p

p zzE 
   1,1,0  zzDz. 
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  لدينا 3,2,1p....البرهان : 
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المشتقة الدواؿ  zE p
  تقبؿ الصفر كجذر لمرتبةp : فنشور سمسمة قوى ليا ذات معاملات سالبو حقيقيو ومنو 

   dwwEzE

z
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 zEp1 0تقبؿz  1كصفر لمرتبةp :  ومنو لما 

1z                      
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0

  2,1,0,0....بحيث  nan : حسب نظرية سلاسؿ القوى 

     1z   ٌّب     ,1 z  
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p zzE 
 (.115مما يثبت صحة الخاصية )

 نظرية فيرشتراس (  )3نظرية. 
.......2,1,0nnz 2,1,0,0.......بحث   ₵ متتالية مف الأعداد المركبة  nzn  وبحيث أف

n
nz 

لنعتبر  
.......2,1,0nnp 0متتالية أعداد طبيعية غير سالبة بحيث : لكؿr   توجد متتالية 

.......2,1,0nnr  مف الأعداد الموجبة ) مثلا
 

.......2,1,0nnz: بحيث شرط فيرشتراس محقؽ وىو ) 
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 فيرشتراس فاف مفكوؾ 
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ىو دالة صحيحة وليا اصفار المجموعو  
.......2,1,0nnz  ِٓ₵   ٞفٟ زبٌخ رىشاس٠خ اٌدزس ₵ِٓ أطفبس أخشٜ غ١ش رٌه ٚلا ٠مجً أ. ,m 

 ٘ٛ خزس ٌـ  مرة فاف  zp  لمرتبةm. 
rzنستخدـ عادة المتراصات البرهان :    ِٓ₵  بالفعؿ :فيرشتراسلاثبات تقارب مفكوؾ  بلاشككما حدث في اثبات تقارب جداء . 
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10وحيث أف  
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r  ومنو السمسمة العددية
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r : مما يستمزـ تقارب السمسمة 
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rz( متقاربة مطمقا عمى كؿ متراص 118السمسمة )   ِٓ₵  لفيرشتراسوبالتالي الجداء اللامنتو   
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متقارب مطمقا  

rzعمى كؿ متراص    ِٓ₵. 
 ) نظرية فيرشتراس ( 2نظرية. 

.......2,1,0nnz 2,1,0,0.......بحث   ₵ متتالية مف الأعداد المركبة  nzn  وبحيث أف
n

nz 
لنعتبر  

.......2,1,0nnp أعداد طبيعية غير سالبة ومتتاليةf  دالة صحيحو بحث  00 f  و 
.......2,1,0nnz  اصفار لػf  توجد دالة

 بحيث : gصحيحة 
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 فافz ₵بالفعؿ البرهان : 
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 :z ₵ بحيث  gتوجد دالة صحيحة  fومنو 
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 مما يستمزـ :
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 (.120مما يؤكد صحة الدستور )
 فيرشتراس (  تا) صيغ1نظرية. 

.......2,1,0nnz 2,1,0,0.......بحث   ₵ متتالية مف الأعداد المركبة  nzn  وبحيث أف
n

nz و 
...........nz...4z3z2z1z 

 فاف : nz...,4z,3z,2z,1z...........دالة صحيحة والتي أصفارىا البسيطة ىي  fلنعتبر 
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 فاف : n...,4,3,2,1...........بتكراريات  nz...,4z,3z,2z,1z...........ىي  ةدالة صحيحة والتي أصفاره المكرر  fلنعتبر 
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 بحيث أف :
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 في حالة :
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 فاف صيغة فيرشتراس تصبح مف الشكؿ :
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 Fonction Gammaالدالة جـاما . 9.2
0Re: مف اجؿ 2عريف.ت z ₵  zz  نعرؼ الدالة جػػاما كما يمي 

  dtetz tz





0

1 

0Reوىي فورا حقؽ الخواص الأساسيو الآتية   z ₵  zz : 
1.    zzz  1 
2.   11  
3.   !1 nn  
4.     110  

 البرهان :

   zzdtetzetdtetz tztz

t

tz  










0

1

0

lim1 

0Re: مف اجؿ. 3نتيجة  z ₵  zz 
3.    zzz   و 1     zzzz  12 
2.          zzznznznznz  1.......211 
أصفارالدالة . 5 نظرية z 3,2,1,0......,......,:  بسيطة وىي n وصيغة فيرشتراس ليا :  تحقؽ الشروط اعلاه  
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 مما يستمزـ اف :
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0Re: مف اجؿ z ₵  zz.: بحيث 
   127.........................log
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1
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n
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 أويمر. يسمى ثابت
0Re: مف اجؿلدينا البرهان :  z ₵  zz. 

         zzznznznznz  1.......211 
 يستمزـ :
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1.......21
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ومنو جذور 
 1

1

 z
3,2,1,0......,......,ىي بالضبط    n  فيرشتراسػلوىي تحقؽ شروط التباعد. 

 لدينا : فيرشتراسنطبؽ نظرية 
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لحساب  0 ( باعتبار 125نستخدـ الدستور )1z : بالفعؿ 
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لوغاريتـ الطرفيف يستمزـ أف :   n
n

n log
1
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1
1lim0  .( 125وىذا يؤكد صحة الدستوريف )( ,126.) 
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  6نظرية.
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0Re: مف اجؿ z ₵  zz : لدينا 
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2xtنضع البرهان :   : فاف 
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 dtetm tm

0

0Reمف أجؿ 1 m. 

 ( لدينا :129)لاثبات العلاقة 
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0 0

12

0

12

0

1241 

 











   

نستخد الاحداثيات القطبيو :  rdrddxdxyryrx  ,sin,cos 
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 بطريقة ثانية :
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 ( لدينا :131قة )العلانتحوؿ الى 
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  لدينا البرهان :
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 الجــــــــامي : لنعتبر الجداء المساعد
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 مما يستمزـ صحة المساواة :
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0Re: مف اجؿ. 8نظرية  z ₵  zz
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 ومنو :
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   انجرهبٌ :

 ( :126لدينا حسب الدستور )
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 باشتقاؽ الطرفيف :

 
  
































1

1

1

1

.
1

n n

n

z
n

zz

z
 

0Re: مف اجؿ z ₵  zz   لمدالة جاما يكتب عمى النمط التالي  :أف المشتؽ الموغاريتتمي مما يستمزـ 
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 أو جمعا :
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0Re: مف اجؿ z ₵  zz  ..بقية الدساتير يمؾ استنباطيا بسيولة بالغة 
 بمكاممة طرفي العبارة الاشتقاقية :
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 فاف :
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 فاف : 1أو  0باستخداـ بعض القيـ الشييرة لمدالة جاما عند 

  zzz z 22
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 ممكف استخداـ المقاربة الشييرة :

 
    

!

.....211

nn

nzzz
Lim

z zn





 

 مما يستمزـ مباشرة أف :
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0Re: مف اجؿ z ₵  zz  . 
الفضاء  الدرس الحادي عشر : 12 zH عمى القرصبالنسبة لمقياس المساحي رات الحدود المتعامدة لهاردي كثي 

 حديه عمىالمسائل الو  و أنوية بيرقمان  الوحدة 12 zH. 
. 3 تعريف  33.3

 
)الفضاء  12 zH هارديػلـ ) 
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 بحيث أف :
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الفضاء لياردي   2,12

H
zH  : ناظمي بحيث 
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  2,12

H
zH  السمميبالنسبة لمجداء  فضاء ليمبرت : 

     141...............................................
2

1
,

12 


 





 


dregrefLimgf ii

rH
 

: ٌلأشبسح 
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zHf : ْفب 
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 . Limite tangentielle ( Limite radiale )رغّٝ 
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 متراجحة كوشي شوارز 
 1, 2  zHgf فاف  1.  zHgf : وتحقؽ 
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gfdregrefLim 





 


  

 (مساواة بارسفال.) 3نظرية 
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 البرهان :
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 وحيث أف :
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 (.144مما يؤكد صحة الدستور )
 .2نظرية 
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n zazf 
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 :فاف 
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 وتحقؽ دستور كوشي :
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  كانتور مؿ يحيط بالنقطةz. 

 :3,2,1,0n.......وتحقؽ متباينة كوشي 
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 ٚوزٌه :
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 لدينا مما سبؽ ذكره : البرهان :
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 لنكمؿ اثبات متبايتة كوشي :
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 مما يستمزـ : 
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 تحويل مركب لمساحة ال مفهوم
نعتبر التحويؿ المركب  zfw   و الدائرة rzE  التحويؿ المركب المقصود بمساحة zfw   مساحة صور الدوائر

 rzE   بواسطة التحويؿ نفسو zfw   وىي لماvuw  : 
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dudvA 

   dxdyiyxfdudvzfw  
 ومنو :
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dxdyiyxfA 

irezوحيث أف : لما  
 

فاف    izfw Re  فاف مساحة EfC  تعطى بالقانوف: 
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 البرهان :
 الاحداثيات القطبيو الصورة : ـنستخد

    sincos iRzfw  
فاف الدائرة  rzE   تحوؿ الى EfC  : مساحتو تعطى بالعلاقة 

 152...........................................
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irezبحيث أف :  
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 .حسب شروط كوشي ريماف القطبيو :
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 ومنو نتحصؿ عمى العبارة :
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irezوحيث أف : لما  
 

فاف    izfw Re  فاف مساحة EfC  : تعطى بالقانوف 
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 وبالتالي :
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 لدينا مما سبؽ ذكره : البرهان  :
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 مما يستمزـ صحة المساواة : 
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 مما يستمزـ :
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 (.149وىو ما يؤكد صحة الدستور )
A : عبارة عمى مقدار مساحي بالفعؿ 
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 فاف : 1rومنو لما 

1
1
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n

nbn 

عمى القرص الوحدة وأنوية بيرقمان ومسائل حدية عمى الفضاء بالنسبة لمقياس المساحي . كثيرات الحدود المتعامدة  33.2 12 zH 
 يمكف مف الانتقاؿ ـ التكامؿ المساحي الى التكامؿ الطولي بالفعؿ :قرين دستور 

 1,  zzD  مترابط ببساطة حافتو الكاتور المغمؽ 1,  zzC  فانو لماf وg  ىولومورفيتاف عمىD : 

         adzzgzf
i

dxdyzgzf
CD

..156...................................
2

1
  

مستمرة عمى fوخاصية القيـ المتوسطة  rzz , :: 
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     bdxdyzf
r

f
rz
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الفضاء لياردي عمى القرص الوحدة  12 zH : ٍّٟفؼبء ٌٍٙجشد ِضٚد ثبٌدذاء اٌغ ٛ٘ 

     157..............................................., dxdyzgzfgf
D

 

 والناظـ :
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2
dxdyzffff

D

 

 متباينة كوشي شوارز :
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22
dxdyzgdxdyzfdxdyzgzfgf

DDD

  

بالنسبة لمقياس مف الممكف تطبيؽ الية المعمدة لغرىاـ شميدت عمى جممة مستقمة خطيا لمحصوؿ عمى جممة متعامدة مف كثيرات الحدود 
 عمى االقرص الوحدة  Mesure de surfaceالمساحي 
لنعتبر أي أف :   01

1

1 ....   

 zzzz n

n

n

nn ,....3,2,1,0n  فبْ اٌدٍّخ  
....2,1,0nn z

 
متعامدة  عمى القرص  

,3,2,1,0....,الوحدة.اتحقؽ لما  mn وmn  : فاف 
     160........................................0,   dxdyzz m

D

nmn  

 :3,2,1,0n....,وتحقؽ أيضا لما 
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n
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nnn dxdyz    

 عمى االقرص الوحدة Mesure de surfaceبالنسبة لمقياس المساحي  الجممة متعامدة مف كثيرات الحدود
  01

1

1 ....   

 zzzz n

n

n

nn ,....3,2,1,0n  بالنسبة لمقياس المساحي ٠ّىٓ رس٠ٍٛٙب اٌٝ خٍّخ ِزؼبِذح ِٚزدبٔغخ
Mesure de surface عمى القرص  الوحدة   

....2,1,0nn zF.  3,2,1,0....,بالفعؿ نضع لماn : 
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,3,2,1,0....,اي تحقؽ لما  mn وmn  : فاف 
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D
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 :3,2,1,0n....,وتحقؽ أيضا لما 
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dxdyzFFF
z

nnn 

معامؿ نشر فورييو لدالة مستمرة  zf  بالنسبة لمجممة المتعامدة والمتجانسو  
....2,1,0nn zF   3,2,1,0....,لماn  بالنسبة لمقياس

 :Mesure de surfaceالمساحي 
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nnn dxdyzFzfFffC   

فسمسمة فورييو نشور  zf : ىي 
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 ويحقؽ متباينة باسؿ :
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   Etremal problem and orthogonal projection theorem ونظرية الاسقاط العمودي ممسألة الحديةتعريف أساسي ل
نظرية الاسقاط العمودي :  ,,H و فضاء ليمبرتHF   مغمؽ ومحدب فافFa : فاف المسألة الحدية 

axMin
Fx




 
 وىو يحقؽ : Faيسمى المسقط العمودي لمنقطة  Fbتممؾ حلا وحيدا 

abaxMin
Fx





 

 ثّؼٕٝ :

   axab 
 

Fx
 

 بصفة خاصة المسألة الحدية :
xMin

Fx
 

 وىو يحقؽ : F0يسمى المسقط العمودي لمنقطة  Fbتممؾ حلا وحيدا 
bxMin
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 ثّؼٕٝ :
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 عهى فضبء ههجرد انًطأنخ انحذيخ انشهيرح 
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 :  Polynôme de Fourrierكثير حدود فورييو  ليا ىو   Solution extrémaleالحؿ الحدي

  k

n

k

kn FfCS 



0

  

001111ٌىً  الذي يحقؽ  ..... FFFFQ nnnnn   : 
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 أي أف :
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 تساوي :  Valeur extremaleوالقيمة الحدية
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1,,,.....,....الجممة  32 nzzzz  بالنسبة لمقياس المساحي تؤلؼ جممة متعامدةMesure de surface  عمى القرص الوحدة .بالفعؿ نطبؽ
 (  :156دستور قريف )
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,3,2,1,0....,لما  mn  بحيثmn  1,,,.....,.... .وىذا ما يؤكد صفة التعامد لمجممة 32 nzzzz: ثـ اف. 

 
 

112

1




 




n
de

n

nni 








 
.

12

1 1

11

dzzz
in

dxdyzz
n

z

nn

z

n 



 
 

 : 3,2,1,0n....,مما يستمزـ أف لما 
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 الوحدة.عمى القرص  Mesure de surfaceبالنسبة لمقياس المساحي تؤلؼ جممة متعامدة ومتجانسة 
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معامؿ نشر فورييو لدالة مستمرة  zf بالنسبة لمقياس المساحي  بالنسبة لمجممة المتعامدة والمتجانسوMesure de surface 
  

....2,1,0nn zF   3,2,1,0....,لماn: 
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 ( فاف :156نطبؽ القانوف )
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 نستخدـ دستور كوشي كما يمي :  معامؿ نشر فورييولحساب 
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فسمسمة فورييو نشور  zf : ىي 
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 ويحقؽ متباينة باسؿ :
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لمعمـ أف :  iez   10بحيث    و 20   و dddxdy : 
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 بما أف   :  n
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   ,....3,2,1,0n بالنسبة لمقياس المساحي  تؤلؼ جممة متعامدة ومتجانسةMesure de surface 

 عمى القرص الوحدة. نسمي نواة حالة لبيرقماف :
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 تساوي حسب نظرية كثيرات الحدود المتعامده :وىي 
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 وبالتالي :
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 وأيضا :
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 Noyaux de Bergmanانوية بيرقمان الحدية المشروطة وأ .المسائل 33.1
 5نظرية .

المسألة الحدية يوجد حؿ   2

0 Lzf  : يحقؽ 
,,, 00 ffff       2Lf            179...........................................10   ff  
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 وأيضا :
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المجموعة : بالفعؿ البرهان :   1,/ 2  fLff في الفضاء اليمبرتي  ةومغمق ةمحدب ,,2L .وعميو فالحؿ موجود ووحيد 
  بالفعؿ لما ( مؤكدة.180الخاصية )  2Lzg   بحيث  0g  : فاف 
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 النواة الحالة لبيرقماف تحقؽ أيضا :
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 البرهان :
أف الشرط بالفعؿ   10 f :يستمزـ أف 
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 (.183مما يثبت صحة العلاقة )
 3نتيجة هامة .

المسألة الحدية يوجد حؿ   2

0 Lzf  : يحقؽ 
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 واضح.البرهان : 
 

 التأكد من عبارة النواة الحالة لبيرقمان  2نتيجة هامة . 
 Mesure deسبة لمجممة المتعامدة والمتجانسة بالنسبة لمقياس المساحي لنتأكد مف عبارة النواة الحالة لبيرقماف عف طريؽ نشر فورييو ليا بالن

surface  عمى القرص الوحدة 
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n

z

n FdxdyzFzKdxdyzFzKzKC  
 11

,,,. 

 وبالتالي  عبارة نشر سمسمة فورييو لنواة بيرقماف الحالة ىي :

     zFFzK n

n

n





0

,  

  وأيضا :
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0

2
,

n

nFK  

   Etremal problems with condition .المشروطة  حديةال ائلمسال
المتعامدة والمتجانسة  ةالجمم في ما يمينعتبر   

.................3,2,1,0nn zF   بالنسبة لمقياس المساحيMesure de surface  عمى القرص
 . الوحدة 
 : بشرط واحدالمسألة الحدية   7نظرية .

    187...............1,....., 01111
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 :  Polynôme de Fourrierليا ىو كثير حدود فورييو    Solution extrémaleالحؿ الحدي

 
 
 

 188...........................................
,

,





n

n

n
K

zK
zS   

 بحيث أف : 

       189.............................................,
0

 k

n

k

kn FzFzK 


 

 والقيمة الحدية تساوي :نواة برقماف   ى كثيرحدودتسم
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 أو مزج خطي : حدود فورييوكثير عمى شكؿ ( يعطى 187فاف الحؿ لممسألة ) 1تعريؼ أساسي لممسألة الحدية. وحسب نظرية  البرهان : 

 zFQ k

n

k

kn 



0

 

 بحيث :

   191................................................1
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k
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 ثـ اف :
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knQ
0
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 ومنو :
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k FF  

3,2,1,0..........( محققة فقط لما 190فالمساواة ) nk  :  kk F: مما يستمزـ أف. 
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 ( ىو مف الشكؿ :187ومنو الحؿ لممسألة الحدية المشروطة )
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 القيمة الحدية يمكف حسابيا كما يمي :

   
2

2

2
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1

,
n

nn

n

nn K
KK

K
S


  

 بحيث أف :
    ,,

1

2

n

z

n KdxdyzK 


=
2

nK 

 ومنو :
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 Mesure deبالنسبة لمقياس المساحي المشروطة عند الصفر بالنسبة لجممة كثيرات الحدود المتعامدة والمتجانسة  المسألة الحدية مثال :
surface  عمى القرص الوحدة  

............3,2,1,0nn zF. 
 أوجد :

  


 


0,....., 01111

2

,,.....,, 011
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و القيمة الحدية يمكف حسابيما   Polynôme de Fourrierليا ىو كثير حدود فورييو    Solution extrémaleالحؿ الحديكثير الحدود 
 كما يمي :
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 المسألة الحدية بشرط واحد  :  8نظرية .
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,,.....,, 011







fzLffMin
nn

 

 :  ليا  Solution extrémaleالحؿ الحدي
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 بحيث أف : 
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 نواة برقماف  والقيمة الحدية تساوي :ى الدالة كيرنؿ التسم
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 البرهمن :
 القيمة الحدية يمكف حسابيا كما يمي :

   
2
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K
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 :بناء عمى خواص الدالة كيرنؿ واة بيرقماف 
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     199............................,,
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 KdxdyzK
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  فاف :
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 المسألة الحدية بشرطيف  :  9نظرية .
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 :  ليا  Solution extrémaleالحؿ الحدي
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 تسمى الدالة كيرنيؿ نواة برقماف  والقيمة الحدية تساوي :

 
 203......................................
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1
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K
 

 : كيرنؿ انواة  بيرقماف الثانية  ةبحيث الدال
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 zK
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K
zKzK  

بحيث   0, K: وىي تحقؽ الشرط الصفري. 
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 لمعمـ أف :
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 كيرنؿ انواة  بيرقماف الثانية :  ةالدال بحيث البرهان :
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,
,,1 




 zK
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K
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 تحقؽ بالفعؿ الشرط الصفري :
   

 
 

  0,
,

,
,,1  




 K

K

K
KK 

 : بناء عمى الخاصية الأساسية أيضا
      fdxdyzfzK

z


1

, 

 نستنتج أف النواة الثانية لبيرقماف تحقؽ نفس الخاصية أعلاه:
      fdxdyzfzK

z


1

1 , 

وىذا لما   0f .: وأيضا نتحقؽ مف أف 
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KK  

. كثيرات الحدود المتعامدة بالنسبة لمقياس الطولي عمى الدائرة الوحدة 33.4 1 zC  2ومسائل حدية عمى الفضاءL 
   3. تعريف أساسي
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لنعتبر   n

n zzG
2

1
 ,....3,2,1,0n  فبْ اٌدٍّخ  

....2,1,0nn zG
 

 Mesureمتعامدة ومتجانسة بالنسبة لمقياس الطولي 

longueur d'arc   de la عمى الدائرة الوحدة 1 zC. 
,3,2,1,0.........,........................لما  البرهان : mn : 

   208.....................................,.........
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1

2

1
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1
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mn

mni
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C

n
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n dedzzzdzz 









  






 

 :3,2,1,0n.....لنلاحظ أف 

 209............................................................................112
2

1

2

1 22
  


dzzG

C

n

n 

فبْ اٌدٍّخ   
....2,1,0nn zG

 
 عمى الدائرة الوحدة. d'arc Mesure de la longueurمتعامدة ومتجانسة ومتجانسة بالنسبة لمقياس الطولي 

  2. تعريف أساسي
مف الممكف تطبيؽ الية المعمدة لغرىاـ شميدت عمى جممة مستقمة خطيا لمحصوؿ عمى جممة متعامدة مف كثيرات الحدود بالنسبة لمقياس 

 عمى االدائرة الوحدة  d'arc Mesure de la longueurالطولي 
لنعتبر أي أف :   01

1

1 ....   

 zzzz n

n

n

nn ,....3,2,1,0n  0ٚ ثس١ثn  فبْ اٌدٍّخ  
....2,1,0nn z

 
متعامدة  

عمى الدائرة  الوحدة  d'arc Mesure longueurبالنسبة لمقياس الطولي  1 zC  3,2,1,0....,تحقؽ لما, mn وmn   لما فاف
iez : 
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 dzzdzzz nn
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iezلما  3,2,1,0n....,وتحقؽ أيضا لما  : 
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 عمى االدائرة الوحدة d'arc Mesure de la longueurبالنسبة لمقياس الطولي  المتعامدة كثيرات الحدودالجممة ل 1,  zzC

  01

1

1 ....   

 zzzz n

n

n

nn ,....3,2,1,0n  بالنسبة لمقياس الطولي ٠ّىٓ رس٠ٍٛٙب اٌٝ خٍّخ ِزؼبِذح ِٚزدبٔغخ
Mesure de la longueur d'arc  عمى الدائرة الوحدة  

....2,1,0nn zGبالفعؿ نضع لما .iez  3,2,1,0...., وn : 
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,3,2,1,0....,اي تحقؽ لما  mn وmn  و لما فان iez  : 
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dzGzGdzzGzGGG mn
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mnmn 

iezلما  3,2,1,0n....,وتحقؽ أيضا لما  : 
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dzGGG nnn 

معامؿ نشر فورييو لدالة مستمرة  zf  بالنسبة لمجممة المتعامدة والمتجانسو  
....2,1,0nn zG  بالنسبة لمقياس الطوليMesure de la 

longueur d'arc لنضع  . عمى الدائرة الوحدةiez   3,2,1,0....,وn : 
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فسمسمة فورييو نشور  zf : ىي 



66 

 

     216.....................................................
0

zGfC n

n

n




 

 :ويحقؽ متباينة باسؿ 
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iezلما بحيث أف  : 
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  ةعمى المترابط بتكراري والمتجاسة المتعامدة الدوال الناطقة 10  zD  . 
نشير الى دسور كوشي عمى المترابط بتكرارية أولا وقبؿ كؿ شيء    zD  ىو ما يمي fلدالة تحميمية  0

لما    z0 : فاف 
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 ودستور قريف :
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لنفرض أف  zg ,....3,2,1,0,1,2,3..........  : تحقؽ التعامد بالنسبة لمقياس المساحي 
     221................................................... , 

D

dxdyzgzg   

   2. تعريف أساسي
لنعتبر   

 zzg  ,....3,2,1,0,1,2,3..........   فبْ اٌدٍّخ  
....2,1,0 zg

 
بمعامؿ تجنيس يحسب لاحقا متعامدة ومتجانسة 

  ةعمى المترابط بتكراري 10  zD .  
,..........3,2,1,0,1,2,3....,لما يستمزـ أف البرهان : دستور قرين   : 
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 : معامؿ التجنيس  فاف
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 لنلاحظ أف :
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 وايضا :

z
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 وبالتالي :
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بتطبيؽ نظرية الرواسب فاف كلا التكامميف معدوـ لما   : مما يثبت صحة التعاامد و أيضا 
 

  2

, 1 a 
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 متعامدة ومتجنسة مف الدواؿ الناطقة ومنو تحصمنا عمى جممة   
 zg  Orthonormal Rationnal Functions ةعمى المترابط بتكراري  

 10  zD   بالنسبة لمقياس المساحيArea and Planar mesure : بحيث 

 
 





 21


z
zg 

..........3,2,1,0,1,2,3....,وىذا لما  . 
 النواة الحالة لبيرقمان 

 بما أف الجممة 
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 gzgzK  




 

 بالعبارة الشاممة :تعطى 
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 والقيمة الخاصة :
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 معامل النشر  لفورييه 
معامؿ نشر فورييو لدالة مستمرة  zf  بالنسبة لمجممة المتعامدة والمتجانسو بالنسبة لمقياس المساحيMesure de surface 

 
 





 21


z
zg 

..........3,2,1,0,1,2,3....,وىذا لما   معامؿ نشر فورييو لدالة مستمرة .يساوي أيضا zf   بالنسبة لمجممة المتعامدة والمتجانسو
Mesure de surface بالنسبة لمقياس المساحي   

 zg  : فيو يساوي 
: 
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D


  

 حسب دستور قريف :
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2

1
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i
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 ويحقؽ :

     zgfCzf 
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 ويساوي بالطبع :
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 اعمال موجهة قصيرة 

 انتًريـٍ الأول   

    اٌزس٠ٛــً اٌّشوت   i
z

zzf  1
2

1
أٚخذ ٔطبق اٌٌِٙٛٛٛسف١خ ثُ أثجذ ٌِ٘ٛٛٛسف١خ 2 zf . أزغت اٌّشزمخ الأٌٚٝ ٌٙب 

١ٌىٓ اٌّغزط١ً اٌٍّّٛء :  3Im2,2Re1/  zzzD ْأثجذ أ. zf  ٍِٝسذٚدح ػD : ٞأ 

  MzfMDz  ,0: 
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 (.Dرأوذ أْ اٌم١ّخ اٌؼظّٝ رٕزّٟ فؼلا اٌٝ اٌسبفخ ) اٌّغزط١ً 

 أثجذ أْ : 

.4
1

1.

2





dxdy
z

z

z

 

 انتًريـٍ انثبَي 

022: أثجذ أْ ِؼبدٌخ اٌذٚائش   CByAxyx  رىزت ػٍٝ شىٍٙب اٌمطجٟ ٌّبiyxz   : ٌٟ0اٌزب bzaazzz 

.اعزٕزح ِٓ رٌه أْ طٛس اٌذٚائش اٌغبثمخ ثٛاعطخ اٌزس٠ًٛ AٚBٚCثذلاٌخ  ٠a  ٚbطٍت اٌزؼج١ش ػٓ  
z

zfw


 دٚائش أ٠ؼب ٟ٘ 

 زذد اٌؼٕبطش ا١ٌّّضح ٌٙب.

022ث١ٓ أْ طٛس اٌذٚائش اٌّبسح ثبٌظفش :   ByAxyx  ًثٛاعطخ اٌزس٠ٛ 
z

zfw
1

 .ِغزم١ّبد زذد٘ب ٟ٘ 

 انتًريـٍ انثبنث 

611اٌزٞ ِؼبدٌزٗ فٟ اٌّغزٛٞ اٌّشوت ) أٞ اٌّؼبدٌخ اٌمطج١خ( ٔؼزجش اٌمطغ إٌبلض    zz   أثجذ أْ اٌّؼبدٌخ اٌزس١ٍ١ٍخ ٌـ  ِٓ

iyxzاٌشىً ٌّب   ْفب 

 
.1

89

22


yx

 

 ٌسغبة اٌزىبًِ اٌّغبزٟ :  Greenثؼٕب٠خ ٚا٘زّبَ ِغ رسذ٠ذ اٌؼٕبطش ا١ٌّّضح . ؽجك دعزٛس  سعــــــــــُ أ

 dxdyyx


 23 2. 

D ٗاٌّزشاثؾ ثجغبؽخ اٌزٞ زبفزC ْوبٔزٛس ِغٍك ٔفشع أ zf  ٌٍِٝ٘ٛٛٛسف١خ ػD ْو١ف رثجذ أ: 

 

  0 dzzf
C

 

 انتًريـٍ انراثع 

طٛس اٌّغزم١ّبد اٌشبل١ٌٛخ   czzC  Re,   ًثٛاعطخ اٌزس٠ٛ  2zzfw .لطٛع ِىبفئخ ٠طٍت رسذ٠ذ ِؼبدٌزٙب ٚسعّٙب ٟ٘ 

طٛس اٌّغزم١ّبد الافم١خ  dzzC  Im,   ًثٛاعطخ اٌزس٠ٛ  42 2  zzgw لطٛع ِىبفئخ ٠طٍت رسذ٠ذ ِؼبدٌزٙب ٚسعّٙب ٟ٘ 

 

   خبيصانانتًريـٍ 

.أٚخذ ٔشش رب٠ٍش ٌٍذاٌخ 1   zzf  1log: 1ػٍٝ اٌمشص اٌّفزٛذz  اعزٕزح اٌّسذٚد٠خ 

  :
 

z

z

z

z
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11log
1. 

 أثجذ أْ : 

  zzzz
2

3
1log

2

1

2

1
 

 ِبرا رغزٕزـــــــح ثبٌٕغجخ ٌٍّدّٛػخ اٌظٛسح. 

2.f داٌخ رس١ٍ١ٍٗ ٔشٛسٖ ثظ١غخ رب٠ٍش  





0n

n

n zazf  ػٍٝ اٌمشصrz : ٚرسمك اٌخبط١خ اٌّسذٚد٠خ 

0M , 00 r , rr 0 0, rz    Mzf   

Man.أثجذ اٌّسذٚد٠خ ا٢ر١خ  :  naو١ف رسغت ِؼبِلاد إٌشش   ًٌىn . ٟػذد ؽج١ؼ 

3.ثبثذ ِٛخت  أثجذ أْ طٛس اٌذٚائش  rzzrD  زس٠ًٛ اٌثٛاعطخ )0,(, 
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ٟ٘ دٚائش ٠طٍت رسذ٠ذ 

 ئثجبد اٌّزشاخسخ اٌّغبػذح ا٢ر١خ  : ٓاٌّشوض ٚٔظف اٌمطش. ٠ّى

irez  
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Reexp2
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ٔؼزجــش اٌذاٌخ . 4 yxu  اٌّؼشفـــخ ثبٌؼجبسح ا٢ر١خ ,
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22
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 ِغ اٌشعُ. أٚخذ ِدبي رؼش٠فٙب  -

أث١ث أٔٙب رٛافم١خ ثُ أٚخذ اٌّشافمخ اٌزٛافم١خ ٌٙــــــب  - yxv ivufثس١ث ,  ٌِ٘ٛٛٛسف١خ .ثس١ث 
2

1
1 f. 

 اٌذٚاي اٌِٙٛٛغشاف١خ اٌٌِٙٛٛٛسف١خ رزّزغ ث١ّضح ٘بِخ ٚ اٌزٟ ٔش٠ذ اثجبرٙب. -

ٌزىٓ  - 
dcz

baz
zf




ٜ٘زٖ اٌذٚاي أٚخذ ِدبي ٌِ٘ٛٛٛسف١زٙب. ازذ 

 اٌزب١ٌخ :  zٟ٘ داٌخ ٌـ  fٌــ   Schwarzian derivative شىارزٔغّٟ اٌّشزمـخ ٌـ 

 
 
 

 
 

2

2
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zf

zf

zf

zf
zL f

 

أث١ذ ا٢ْ ِــــــب ٠ٍٟ:  - zg   ْداٌخ ٌِ٘ٛٛٛسف١خ فب 

   zLzLgfh gh   

 1zيحقق  zمن أجل كل عدد مركب  أثبت الاستلزام المنطـقي.. 5
tztzt  11 

 لإثجبد اٌّزجب٠ٕخ اٌزب١ٌخ  Cauchyكىشـــــي ؽجك دعزٛس 

فٟ زبٌخ   .f ٞداٌخ ٌِ٘ٛٛٛسف١خ ػٍٝ اٌمشص اٌٛزذح أ 1 zHf   0فبٔٗ ٠ٛخذK ٠زؼٍك ثــــ .f فمؾ ثس١ث 

       Kzfz 
2

1 

.1يحقق  zٚ ٘زا ٌىً z 

Area of).  اعزٕزح زـــــــبدا ِٓ الأػـــــــــــٍٝ ٌٍى١ّخ ا٢ر١خ . ِب ٠غّٝ )  .f   

  dxdyiyxf
iyx

2

1.







 

 

 

 

 

 

 

 

  11 أػّبي ِٛخٙخ



71 

 

 :  اٌشاعت ا٢رــــــــٟو١ف رسغت  .1تًريٍ






























 iz

z

i

s
z 8

exp

Re
2

0

ٔشش رب٠ٍش ٌٍذاٌخ : . 
z

zf



3

1
izوغٍغٍخ لٜٛ ي   4 أٚخذ ٔظف لطش.

 اٌزمبسة.

ٔؼزجش ا٢ْ  
  1cos

sin
3 


z

z
zf.أزغت اٌزىبًِ ِب٘ٛ ٔٛع إٌمطخ اٌشبرح ػٕذ اٌظفـــش.أزغت اٌشاعت ػٕذ اٌظفشdzz

C

   ثس١ث

 .2,  izzC  ًِفبٌزىبdzz
C

 ثس١ث).(ABCtriangleC  ٚiA ،iB  2،iC 2.dzz
ACDB

 ثس١ث iD  12

 :.ٌٍؼٍُ اْ 

)(.2 Careaidzz
C

 

 :أػجؾ  اٌشاعت ػٕذ اٌظفش  .2تًريٍ 

:






























 iz

z
s

z

1
exp

Re
0

. 

    :   ٔؼزجش اٌذاٌخ اٌّشوجخ    
  234 1

1

izziz
zf


 ,  CDf : أٚخذ إٌطبق.D ِٓC ٗٚاٌزٞ ػ١ٍf   ٌِ٘ٛٛٛسف١خ..أزغت

 dzzf
C

  ثس١ث .2,  zzC ؽجك ٔظش٠خ اٌشٚاعت ٌسغبة اٌزىبًِ اٌّشوت. فٟ زبٌخ  2ٚٔظف لطش٘ب  1أٞ اٌذائشح اٌزٟ ِشوض٘ب  .

 2:  izzC. : ْاثجذ أ 

12
2

0

2
)1(2

1

1 


 adz

za




. 

ثجذ أْ ِؼبِلاد إٌشش ا٢رــٟ : .أ 3تًريٍ 





 0

21

1

n

n

n zC
zz

21رسمك اٌؼلالخ اٌزشاخؼ١خ :     nnn CCC .ٌٝٚأزغت اٌسذٚد الأ 

أٚخذ ٔششٞ ٌــــــــٛساْ اٌّّى١ٕٓ ٌٍذاٌخ :  
 21

1

zz
zf


 . ِغ رسذ٠ذ دائشرٟ اٌزمبسة 

ٔفظ اٌغإاي :  
232

2




zz

z
zf   : ٓ٠21طٍت ا٠دبد ٔششٞ ٌــــــــٛساْ اٌّّى١ٕٓ ػٍٝ إٌّطمز١  z  ٚ231  z. 

: و١ف رسغت  .4تًريٍ
 230

1
exp

Re
zz

z
s

z 











 

 أزغت اٌزىــــــــــــبًِ ثــــُ عٍغٍخ ِزمبسثخ .أثجذ أْ اٌشاعت ػٕذ اٌظفش ٘ٛ ِدـــّـٛع

اٌؼمذٞ     
 

dt
izz

z

i
iz


  

2

32

cos

2

. أثجذ ثظشازــــــخ أْ  1
 

4.
31

exp 2

2

e
dz

z

z

C


 ثس١ثC 2٘ــٟ اٌذائشحz فٟ الاردبٖ اٌّٛخت

.ٔؼزجــش اٌزىبًِ اٌؼذدٞ اٌسم١مٟ    





d
a

n
an  


2

0
cos

cos
.ٚػر أٚلا و١ف رسغت ٘زا 1aزم١مٟ ٠سمك aػذد ؽج١ؼٟ ٚ n.ثس١ث 

رسذ٠ذ ِشوض٘ب ٚٔظف لطش٘ب. ٔج١ٓ ؽج١ؼخ وً لطت ِٓ الألطبة اٌثلاثخ ٌٍذاٌخ اٌّشوجخ اٌزىبًِ ثزس٠ٍٛٗ اٌٝ رىبًِ ِشوت ػٍٝ دائشح ٠طٍت 

ل١ّــــــــــــخ  ً ػ١ٍٙب ثُ اعزٕزحرسذ اٌزىبًِ ٚ أزّبئٗ ٌٍـــذائشح اٌغبثمخ اٌّزسظ an.. 
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ؽجك ٔظش٠خ اٌشٚاعت ٌسغبة اٌزىبًِ اٌّشوت ثس١ث   .5تًريٍ  2:  izzأزغت اٌزىبًِ اٌّشوت.  : 
   

dz
iziz

z

 

3323

2

8

 

113 اٌزىؼ١جٟ ٠سغت زغت اٌفشع اٌزٞ ِٓ أخــــــــــٍٗ .ثس١ث اٌدزس  .٠طٍت اٌزأوذ ِٓ الأزّبء ٚ اٌزىشاس٠خ ٌىً لطت. 

 

 

                                                                                                22أعًبل يىجهخ 

.ٔشش رب٠ٍش ٌٍذاٌخ : 1تًريٍ 
z

zf



3

1
izوغٍغٍخ لٜٛ ي   4 ْأٚخذ ٔظف لطش اٌزمبسة.ٔؼزجش ا٢. 

  1cos

sin
3 


z

z
zf 

 ِب٘ٛ ٔٛع إٌمطخ اٌشبرح ػٕذ اٌظفـــش.أزغت اٌشاعت ػٕذ اٌظفش.

    :   .ٔؼزجش اٌذاٌخ اٌّشوجخ 2تًريٍ  
  234 1

1

izziz
zf


 ,  CDf : أٚخذ إٌطبق.D ِٓC ٗٚاٌزٞ ػ١ٍf

ٌِ٘ٛٛٛسف١خ..أزغت    dzzf
C

  ثس١ث .2,  zzC ؽجك ٔظش٠خ اٌشٚاعت ٌسغبة .   2ٚٔظف لطش٘ب  1أٞ اٌذائشح اٌزٟ ِشوض٘ب

اٌزىبًِ اٌّشوت. فٟ زبٌخ  2:  izzC. 

ثجذ أْ ِؼبِلاد إٌشش ا٢رــٟ : .أ 3تًريٍ 





 0

21

1

n

n

n zC
zz

21رسمك اٌؼلالخ اٌزشاخؼ١خ :     nnn CCC .ٌٝٚأزغت اٌسذٚد الأ 

أٚخذ ٔششٞ ٌــــــــٛساْ اٌّّى١ٕٓ ٌٍذاٌخ :  
 21

1

zz
zf


 . ِغ رسذ٠ذ دائشرٟ اٌزمبسة 

ٔفظ اٌغإاي :  
232

2




zz

z
zf   : ٓ٠21طٍت ا٠دبد ٔششٞ ٌــــــــٛساْ اٌّّى١ٕٓ ػٍٝ إٌّطمز١  z  ٚ231  z. 

أزغت اٌزىــــــــــــبًِ اٌؼمذٞ     .ثــــُ 4تًريٍ
 

dt
izz

z

i
iz


  

2

32

cos

2

. أثجذ ثظشازــــــخ أْ  1
 

4.
31

exp 2

2

e
dz

z

z

C


 ثس١ثC

 فٟ الاردبٖ اٌّٛخت .2z٘ــٟ اٌذائشح 

ٔؼزجــش اٌزىبًِ اٌؼذدٞ اٌسم١مٟ     





d
a

n
an  


2

0
cos

cos
و١ف رسغت ٘زا .ٚػر أٚلا 1aزم١مٟ ٠سمك aػذد ؽج١ؼٟ ٚ n.ثس١ث 

اٌزىبًِ ثزس٠ٍٛٗ اٌٝ رىبًِ ِشوت ػٍٝ دائشح ٠طٍت رسذ٠ذ ِشوض٘ب ٚٔظف لطش٘ب. ٔج١ٓ ؽج١ؼخ وً لطت ِٓ الألطبة اٌثلاثخ ٌٍذاٌخ اٌّشوجخ 

رسذ اٌزىبًِ ٚ أزّبئٗ ٌٍـــذائشح اٌغبثمخ اٌّزسظً ػ١ٍٙب ثُ اعزٕزح ثشىً ِفظـــــً ل١ّــــــــــــخ  an. 

 :و١ف رسغت . 5تًريٍ 
 230

1
exp

Re
zz

z
s

z 











 

. ٟ٘أثجذ أْ اٌشاعت ػٕذ اٌظفش ٘ٛ ِدـــّـٛع عٍغٍخ ِزمبسثخ .ِــــــب. 

1...0أثجذ أْ وً خزٚس اٌّؼبدٌــــــــــــخ راد اٌّزغ١ش اٌّشوت :   12   nn nzzzz : رمغ داخً اٌمشص اٌٛزذح

 1,)1,0(  zzD. 

ؽجك ٔظش٠خ اٌشٚاعت ٌسغبة اٌزىبًِ اٌّشوت ثس١ث   . 6تًريٍ  2:  izzأزغت اٌزىبًِ اٌّشوت.  : 
   

dz
iziz

z

 

3323

2
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113 اٌزىؼ١جٟ ٠سغت زغت اٌفشع اٌزٞ ِٓ أخــــــــــٍٗ .ثس١ث اٌدزس  .٠طٍت اٌزأوذ ِٓ الأزّبء ٚ اٌزىشاس٠خ ٌىً لطت. 

 و١ف رسغت اٌشاعت ا٢رــــــــٟ :
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s
z 8

exp
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mobile contour )  فٟ زبٌخ وبٔزٛس ِغٍك ِزسشن ) . 7تًريٍ  :z z i     

أزغت اٌزىبًِ اٌّشوت : 

   
23 61 1

ize
dz

z z  
 

3ٌسغبة اٌدزس اٌزىؼ١جٟ ٔؼزجش اٌفشع اٌزٞ ِٓ أخٍٗ  1 1.   ِبٟ٘ ل١ّخ..اٌٛاخت رسم١مـٙب 

أػجؾ  اٌشاعت ػٕذ اٌظفش ا٢رٟ: 
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z
s

z

1
exp

Re
0

فٟ زبٌخ   . 1:  izz :ٟأزغت اٌزىبًِ اٌّشوت ا٢رـــــــ.: 

dz
zzz

z

 


22

3

)1)(1(

fedcbaأٚخذ أٚلا اٌثٛاثذ  :.اعزغلالا ٌٍٛلذ ارجـــغ إٌظ١سخ ا٢ر١خ 1 ثس١ث :  ,,,,,

 22222

3

111)1)(1(
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fez

z

dcz
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z
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zzz

z
 رجٙب ٚ أزّبئٙب أٚلا فبٌسغبة ثب١ٔب..٠دت ػجؾ الألطبة الأسثؼخ  ِغ س

.ٔفشع أْ  8تًريٍ    





nk

k

kn azzf
1

,3,2,1.....ٚاٌزٟ خزٚس٘ب  اٌثٛاثذ اٌّشوجخ  nkak : و١ف ٠زُ اشبء  .أثجذ اٌسم١ــمخ ا٢ر١خ

اٌىبٔزٛس  RzzR   .ثس١ث:
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kj
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n aa

idz
zf

R
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1
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1
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 فٟ زبٌخ : 

     .2,0,
1






nazzf
nk

k

kn
 

Rzِٓ أخً    : ْفب. 
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R
n

. 

 

 : اعزٕزح ثبٌزبٌٟ
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 .أػؾ أِثٍخ ٍِّٛعخ.

 ػٕذئز  رس١ٍ١ٍخ ػٍٝ f أثجذ اٌسم١ــمخ ا٢ر١خ : رمغ داخً  0z٘ٛ ِٕسٕٝ وبٔزٛس ِغٍك ثغ١ؾ ٚ  . 9تًريٍ 
   

 
 

 

 
 !1
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nm

dz
zz

zf

dz
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n
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ٚرسمك ِب ٠ٍٟ :  Entire functionٔشٛسح ٚفك عٍغٍخ لٜٛ ػٕذ اٌظفش  fٔفشع أْ   12تًريٍ    1ln  zzf  ًٌىz  ػذد

 ِشوت 

 ثـــــبثزٗ. f أثجذ اٌسم١ــمخ ا٢ر١خ :

 تمارين ومسائل لممراجعة والتكوين المستمـــر
 3مراجعـــة.ال
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  و١ف رسغت .انتًريـٍ الأول  

- 
 230

1
exp

Re
zz

z
s

z 











 

 

 ِــــــبٟ٘. ..أثجذ أْ اٌشاعت ػٕذ اٌظفش ٘ٛ ِدـــّـٛع عٍغٍخ ِزمبسثخ  -

 أثجذ أْ وً خزٚس اٌّؼبدٌــــــــــــخ راد اٌّزغ١ش اٌّشوت -

0...1 12   nn nzzzz 

رمغ داخً اٌمشص اٌٛزذح أٞ   1,)1,0(  zzD. 

اٌزٞ سؤٚعــــــــــــــــــٗ  اٌىــــــــــبٔزٛس.انتًريٍ انثبَي  0,aٚ 0,aٚ ba,ٚ ba, ِغبسارٗ الأسثؼخ ٟ٘ ػٍٝ اٌزشر١ت ٚ 

1 ِٓ 0,a ٛٔس 0,aٚ2ِٓ 0,a ٛٔس ba,ٚ3ِٓ ba,ٛٔس ba,ٚ4ِٓ ba, ٛٔس 0,a  .  

 
 أثجذ أْ -

  .0explim 2 
dzz

a
 

 أزغت اٌزىبِلاد الأسثؼخ -

  
1

2exp


dzzٚ  
2

2exp


dzzٚ  
3

2exp


dzzٚ  
4

2exp


dzz 

 اعزٕزح أْ -

 

    .0explimexplim
42

22    
dzzdzz

aa
 

 

 :  Fresnel أٚ Poisson اعزٕزح زغبثب ٌٍزىبِلاد ِٓ ٔٛع  -

   dxbxx sinexp 2






 ٚ   dxbxx cosexp 2






 

 . 1rثس١ث  rٚ ٔظف لطش٘ب  0اٌذائشح اٌزٟ ِشوض٘ب اٌّجذأ  ٔؼزجـــــــــــــــش . انتًريٍ انثبنث

ٌسغبة  ٔظش٠خ اٌشٚاعتؽجك   - z  ثذلاٌخzثس١ث : 

 
  

 dtt
tzt
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33

exp
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1


 

 ؟ ٌّـــــــــــــبرا ؟ ً٘ ٘ــٟ ٌِ٘ٛٛٛسف١خ ػٍٝ  -

 2 .مراجعـــةال
 انتًريـٍ الأول  

.أٚخذ ٔشش رب٠ٍش ٌٍذاٌخ 1    zzf  1log: 1ػٍٝ اٌمشص اٌّفزٛذz   : اعزٕزح اٌّسذٚد٠خ 

 
z

z

z

z
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11log
1. 

أثجذ أْ :   zzzz
2

3
1log

2

1

2

1
 .ِبرا رغزٕزـــــــح ثبٌٕغجخ ٌٍّدّٛػخ اٌظٛسح 

2.f داٌخ رس١ٍ١ٍٗ ٔشٛسٖ ثظ١غخ رب٠ٍش  





0n

n

n zazf  ػٍٝ اٌمشصrz : ٚرسمك اٌخبط١خ اٌّسذٚد٠خ 
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0M , 00 r , rr 0 0, rz    Mzf   

Man.أثجذ اٌّسذٚد٠خ ا٢ر١خ  :  naو١ف رسغت ِؼبِلاد إٌشش   ًٌىn . ٟػذد ؽج١ؼ 

3.ثبثذ ِٛخت  أثجذ أْ طٛس اٌذٚائش  rzzrD  زس٠ًٛ اٌثٛاعطخ )0,(, 
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ٟ٘ دٚائش ٠طٍت رسذ٠ذ 

 ئثجبد اٌّزشاخسخ اٌّغبػذح ا٢ر١خ  : ٓاٌّشوض ٚٔظف اٌمطش. ٠ّى

irez  
    

 z
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z
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z

z

z
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Reexp2
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 .نثبَياانتًريـٍ 

  :أن ثبات لا لوفــــلر ميثاق نظرية .طبق1
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:   مستنتجـــــــــا المجموع   
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 ٔفظ اٌغإاي :
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:   مستنتجـــــــــا المجموع   
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0 2
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  :.و١ف رسغت اٌزىبًِ اٌّشوت 2 
 
 

dz
zf

zf
z
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2

1
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)(232فٟ زبٌخ :  . 2345  zzzzzf 
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 ثس١ث اٌذائشح  أثجذ أْ : 1ٚٔظف لطش٘ب  1ِشوض٘ب. 

    





dnfn  

2

0

sincos
2

1
 

*٠ّىٓ اعزخذاَ اٌّزطبثمخ :   0sinsin
2

1
2

0

 




dn عٍٙخ الأثجبد ثزؼ٠ٛغ ٟ٘ٚ   ة 2  ٍٝاٌزىبًِ. –ٔزسظً ػ 
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 3ًــــــــراجعخ . ان

 انتًريـٍ الأول   

. أزغت  اٌزىـــــــــبًِ اٌّشوت  4ٚ ٔظف لطش٘ب  0اٌذائشح اٌزٟ ِشوض٘ب اٌّجذأ  . ٔؼزجـــــــــــــــش 1 tH  ،t:ػذد ِشوت 
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ٌّـــــبرا ؟ أزغت ,ٌِ٘ٛٛٛسف١ـــــخ  H.ً٘ أْ 2  tH m  : ؟ اعزٕزــــــح زغبثــــب ٌـ  1mH؟ 

0232. أثجذ أْ خ١ّغ خزٚس اٌّؼبدٌخ 3 235  zzzz  رمغ داخً دائشح أٚ لشص .ٖ٠طٍت رسذ٠ذ ِشوضٖ ٚٔظف لطش 

 

 .و١ف رسغت اٌزىبًِ اٌّشوت :4
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أزغت ثبٌزبٌٟ  .ٌمبٔـــْٛثّبرا ٠غّٝ ٘زا ا اٌّزوٛسح عبثمب.ٟ٘ ٔفظ اٌذائشح  ٚ٘زا ٌّــب    ,, f ٟزبٌخف :  

232)( 235  zzzzzf 

 انتًريـٍ انثبَي                                                                                                  

. ٔؼزجش اٌذاٌخ اٌّشوجـــــــخ اٌٌِٙٛٛٛسف١خ  1
 

f ػٍٝ اٌّفزٛذU ِدّٛػخ الأػذاد اٌّشوجخ ِٓℂ   ٓ١ٌىUz 0 ٚ0r ثبعزخذاَ دعزـٛس 

وـــٛشٟ ث١ٓ ِب ٠ٍٟ :          
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. ثس١ث  rk .ٖثبثذ ِٛخت ٠طٍت رسذ٠ذ 

 انتًريـٍ انثبنث 

.أٚخذ ٔششا ٌٛسا١ٔب ٌٍذاٌخ : 1  
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. ثغغ إٌظش ػٓ اٌزبثغ 2 
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 ػذد طس١ر ِٛخت رّبِب.mثس١ث 

 ا٢رــٟ: اٌذعزٛس إٌشٛسٞلا ثجبد  ثطش٠مخ ِفظٍٗ  .ؽجك ٔظش٠خ ١ِزــــــبق ٌٛفــٍش3
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. أثجذ اٌزمبسة اٌّطٍـك ٌٍدذاء اٌلإِزٗ : 3
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اعزٕزح ل١ّخ اٌّدّٛع :  -4
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 4ًــــــــــــراجعه .ان

ٔؼزجــش اٌذاٌخ . انتًريٍ الأول  yxu  اٌّؼشفـــخ ثبٌؼجبسح ا٢ر١خ ,
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 ِغ اٌشعُ. أٚخذ ِدبي رؼش٠فٙب  -

أث١ث أٔٙب رٛافم١خ ثُ أٚخذ اٌّشافمخ اٌزٛافم١خ ٌٙــــــب  - yxv ivufثس١ث ,  ٌِ٘ٛٛٛسف١خ .ثس١ث 
2

1
1 f. 

 اٌذٚاي اٌِٙٛٛغشاف١خ اٌٌِٙٛٛٛسف١خ رزّزغ ث١ّضح ٘بِخ ٚ اٌزٟ ٔش٠ذ اثجبرٙب. -

ٌزىٓ  - 
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.ازذٜ ٘زٖ اٌذٚاي أٚخذ ِدبي ٌِ٘ٛٛٛسف١زٙب 

 اٌزب١ٌخ :  zٟ٘ داٌخ ٌـ  fٌــ   Schwarzian derivative شىارزٔغّٟ اٌّشزمـخ ٌـ 
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أث١ذ ا٢ْ ِــــــب ٠ٍٟ:  - zg   ْداٌخ ٌِ٘ٛٛٛسف١خ فب 

   zLzLgfh gh   

 ِـــــــــــــب رؼ١ٍمه. -

 

 .ِٕفظـ١ٍٓ.A ٚ B. ٘ـبَ خذا   اٌدــــضئ١ٓ    انتًريٍ انثبَي

A.  ٔؼزجـــــــــــــــش  ٔظف لطش٘ب  0اٌذائشح اٌزٟ ِشوض٘ب اٌّجذأ ٚr  0ثس١ثr  ؽجك دعزٛس وٛشٟ ٌسغبة. z  ثذلاٌخzثس١ث 
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 ِغزٕزدـــــــــب اٌّزطبثمــــــخ اٌٙــــــــــــــبِخ -

  




dz
n

z

n

n

 










2

0

2

0

cos2exp
2

1

!
 

.Bفٟ زبٌخ .ؽجك ٔظش٠خ اٌشٚاعت ٌسغبة اٌزىبًِ اٌّشوت 2:  izzأزغت اٌزىبًِ اٌّشوت. 
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113 ثس١ث اٌدزس اٌزىؼ١جٟ ٠سغت زغت اٌفشع اٌزٞ ِٓ أخــــــــــٍٗ . ٚ اٌزىشاس٠خ ٌىً لطت. .٠طٍت اٌزأوذ ِٓ الأزّبء 

 و١ف رسغت اٌشاعت ا٢رــــــــــــٟ-
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 : اٌشاعت  ثُ ازغت
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 5ًراجعـــخ .ان

 1zيحقق  zيٍ أجم كم عذد يركت  أثجذ الاعزٍضاَ إٌّطـمٟانتًريٍ الأول.

1
1
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 :لإثجبد اٌّزجب٠ٕخ اٌزب١ٌخ  Cauchyكىشـــــي ؽجك دعزٛس 

فٟ زبٌخ   .f ٞداٌخ ٌِ٘ٛٛٛسف١خ ػٍٝ اٌمشص اٌٛزذح أ 1 zHf   0فبٔٗ ٠ٛخذK ٠زؼٍك ثــــ .f فمؾ ثس١ث 

       Kzfz 
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.٠1سمك  zٚ ٘زا ٌىً z 

Area of).  اعزٕزح زـــــــبدا ِٓ الأػـــــــــــٍٝ ٌٍى١ّخ ا٢ر١خ . ِب ٠غّٝ )  .f   
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 وّثبي رطج١فـــٟ ّٔٛرخٟ  أثجذ اٌّزجب٠ٕخ
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 اٌدــــــــضئ١ٓ  أ   ٚ    ة ِٕفظـ١ٍٓ. انتًريٍ انثبَي. 

 انًعبدنخ انقطجيخ(  أٞ)  اٌزٞ ِؼبدٌزٗ فٟ اٌّغزٛٞ اٌّشوت  اٌمطغ إٌبلض ٔؼزجش.انجسء أ

611  zz 

iyxzِٓ اٌشىً ٌّب  أثجذ أْ اٌّؼبدٌخ اٌزس١ٍ١ٍخ ٌـ    ْفب : 
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 : ٌسغبة اٌزىبًِ اٌّغبزٟ Green ريٍغـؽجك دعزٛس .ثؼٕب٠خ ٚا٘زّبَ ِغ ٔسذ٠ذ اٌؼٕبطش ا١ٌّّضح  أسعــــــــــُ 
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1611انًعبدنخ انقطجيخ(  أٞ)  اٌّٛعغ اٌزٞ ِؼبدٌزٗ فٟ اٌّغزٛٞ اٌّشوت   اٌمطغ إٌبلض ٔؼزجـش  zz 

 ؽجك ٔظش٠خ اٌشٚاعت ٌسغبة اٌزىبًِ اٌّشوت
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.فٟ زبٌخ .انجسء ة 2:  izzأزغت اٌزىبًِ اٌّشوت. 
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 فبٌسغبة ثب١ٔب.٠دت ػجؾ الألطبة اٌخّغــخ  ِغ سرجٙب ٚ أزّبئٙب أٚلا 

 

 26ًراجعــــــــــــخ ان

                                                                                                 الأول التمريـن

:  المركبـــــــة الدالة نعتبر.  1    
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 :  المركب التكـــــــــامل  أحسب  4 قطرها نصف و 0 المبدأ مركزها التي الدائرة  نعتبـــــــــــــــر. 2
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                                                                                                 الثاني التمريـن

:   أن أثبت .1       xyxyxiziz 2exp3expexpexp 2323  كل أجــل مــــــــــن iyxz . 

 لتكـن .2     yxivyxuzf ,,  أجـــــل من هولومورفية iyxz   الشرط  تحقق  مركب عدد: 

 :  xyxv , 

 لكل  yx, الدالـــــــة أن أثبت    zifzzg  exp وتحقق هولومورفية   1zg كل أجــل مــــــــــن z مركب عدد. 

 أن نفرض.3  10 f أن من السؤالين السابقيــن استنتـــــــج   1 izzf كل أجــل مــــــــــن z مركب عدد. 

 أن نفرض .4   f عبارة  استنتـــــــج zf كل أجــل مــــــــــن z مركب عدد. 

 
                                                                                الثالث التمريـن
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 :أن ثبات لا لوفــــلر ميتــــــــــاق نظرية طبق.1
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 :   أن أثبت  .2 
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 (الأول)  الســــــــــــابق: الدستـور جديد من أستنتــــج   الثــــــــاني السؤال باستخدام. 3
  أن أي.
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 :  اللامنته للجداءالمطلـق  تقاربال أثبت .3
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 يساوي :   انه تأكد ثم
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اللامنتــــــــــه :  للجداء حسابا استنتج
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