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 م1010-1029 :ة الجامعيالسنة 

 

 

 انثنائية و انثلاثية الحكاملات 

 أسس و حهول 
 



 مقدمة

أثار حساب المساحات كالأحجاـ اىتماـ العمماء الرياضييف منذ زمف بعيد، فمقد أبصر ىذا القطاع المتقدـ مف البحث الرياضي النكر في 
، كالمساحات، عزـ العطالة ك...إلخ الميلادم. كأماـالقرف التاسع  كضع الرياضيكف قكانيف  ىذه الإشكالية المتمثمة في حساب الحجكـ

 .كالثلاثي  التكامؿ الثنائي تطكر حساب قكانيف كنظريات تساعد عمى حؿ ىذا الإشكاؿ مف بينيا كنظريات

 ضمف ثلاثة  فصكؿ :تتلنظرم الجانب أساس القسمنا ىذه المطبكعة عمى 

حسابو.... التكامؿ  تيسير ، طرؽحسابو مف خلاؿ التطرؽ لتعريفو، نظريات الفصؿ الأكؿ : تناكلنا فيو التكامؿ الثنائي )بصفة مركزة(
المحدكد )البسيط(، تعريفو، خكاصو كطرؽ حسابو ػاخذ في الحسباف بعيف الاعتبار. أف التكامؿ الثنائي )كىك مكضكعنا( يشبو التكامؿ 

 المحدكد عف قرب مع التغيرات المناسبة، بؿ أف حساب التكامؿ الثنائي يرجع إلى حساب التكامؿ المحدكد.

اكلنا بعض تطبيقات التكامؿ الثنائي في الفيزياء مف خلاؿ حساب كؿ مف: الحجـ، مساحة منطقة مستكية، كأما الفصؿ الثاني : تن
حداثيات مركز الثقؿ، إضافة إلى بعض تطبيقات التكامؿ  مساحة سطح، كتمة مادة معمكمة الكثافة السطحية، عزـ العطالة الذاتي كا 

 لمكائع.الثنائي في الكيرباء، الكيركمغناطيسية كميكانيؾ ا

حسابو....  تيسير ، طرؽحسابو مف خلاؿ التطرؽ لتعريفو، نظريات كأما الفصؿ الثالث : : تناكلنا فيو التكامؿ الثلاثي  )بصفة مركزة(
بعيف الاعتبار. أف  ك في الحسباف يفحسابو ػاخذ تيسير تعريفو، خكاصو كطرؽ ك التكامؿ  الثنائي المحدكدبالأستفاده مف طرؽ حساب 

 لمحدكد غالبا .اتكامؿ الثلاثي  يرجع إلى حساب التكامؿ الثنائي  حساب ال

 

 و نماذج وحمول نظريات التكاملات  الثنائية الفصل الأول : 

 . تعريف التكامل الثنائي1.1   

 معطات الدالة المستمرة كالمعرفة:  ؛ كنفرض أنو في المنطقة  ، محدكدة بالمنحنى      في المستكم   نفرض منطقة مغمقة 

                                          

، كحتى لا نكثر التسميات نرمز كذلؾ إلى                  مجمكعة جزئية   بمنحنيات كيفية إلى   نقسـ المنطقة 
)ىذه النقطة تككف           نقطة     نختار بصفة كيفية في كؿ  .                 مساحاتيا عمى الترتيب بػػػ 

إلى قيـ                         نرمز بػػػػ  .            (، نحصؿ عمى النقاط    داخمية أك عمى حدكد
 .المرفؽ أسفمو  في النقط المختارة كما يكضح الشكؿ  الدالة 



 

 كنكتب مجمكع حكاصؿ الضرب:

                                      

 أك جمعا نكتب : 

(1        )                                                           ∑      
 
       

 .  في المنطقة  ( سمسمة ريماف أك )المجمكع التكاممي( لمدالة 1تسمى العبارة )

      كالارتفاع      كحجـ للأسطكانة ذات القاعدة         ، يمكننا تمثيؿ ىندسيا كؿ عنصر في المنطقة     إذا كانت 
 .المرفؽ ىك مجمكع حجكـ الأسطكانات العنصرية، أم حجـ الجسـ الدرجي. كما يكضح الشكؿ   كبالتالي 

 

 . نطقة في الم  نعتبر متتالية مف المجاميع التكاممية المككنة بكاسطة الدالة 

   
    

            
                                                                    

 .    عندىا   يؤكؿ نحك    ، نفرض أف أكبر قطر لػػػػ    عمى شكؿ مجمكعات جزئية   بالنسبة لتقسيمات متعددة لػػػ 

 :1.نظرية

( لدييا نياية إذا كاف أكبر قطر 1( لممجاميع التكاممية )2فإف المتتالية )  مستمرة في المنطقة المغمقة        إذا كانت الدالة 
(، أم أنيا لا تعتمد عمى طريقة 2كىذه النياية كحيدة لأية متتالية عمى الشكؿ )    يؤكؿ نحك الصفر ك    لممناطؽ الجزئية 
 في   ، كتسمى ىذه النياية بالتكامؿ الثنائي لمدالة    داخؿ المناطؽ    باختيار النقاط كلا     إلى المناطؽ   تقسيـ المنطقة 

 : المنطقة كيرمز لو 



∬       
 

∬    أك              
 

 

 أم أف:

    
         

∑          ∬            
 

 
                       

 تسمى منطقة التكامؿ.  المنطقة 

[        ]  المنطقة في حالة   يصبح مف الشكؿ : ريماندستكر فاف   منطقة التكامؿمستطيؿ  [         ] 

∬           

 

     
   

          

  
∑∑ (  

   

 
    

   

 
 *

 

   

 

   

 

 فاف   منطقة التكامؿمربع   [       ]  المنطقة في حالة 

∬            

[        ] 

     
   

 

  
∑∑ (

 

 
 
 

 
*

 

   

 

   

 

 عمى سبيؿ المثاؿ 

    
   

 

  
∑∑ 

   
  ∬          

[        ] 

 ∫     ∫            
 

 

 

 

 

   

 

   

 

 : 1.ملاحظة

 .أسفمو إلى مستطيلات كما ىك مكضح في الشكؿ  بما أف التكامؿ الثنائي لا يعتمد عمى طريقة التقسيـ فيمكف أف نقسـ المنطقة 

                                      

 المعنى الهندسي لمتكامل الثنائي في حالة:  1.1

                         : 

المحدكد بالسطح المعرؼ   يساكم حجـ الجسـ   في المنطقة المغمقة   فإف التكامؿ الثنائي لمدالة          إذا كانت 
 .   كالمستكم ذك المعادلة          بالمعادلة 

 المكالي كما ىك مكضح في الشكؿ  ، أما دليمو فيك حدكد المنطقة     كالسطح الأسطكاني الذم تكازم مكلداتو المحكر



 

 التكامل الثنائي حول حساب  نظريات .1.1

 .1النظرية

 أم: انفرادلكؿ دالة عمى   يساكم مجمكع التكامميف الثنائييف في المنطقة   التكامؿ الثنائي لمجمكع دالتيف في المنطقة 

∬[             ]

 

   ∬      

 

   ∬      

 

   

 البرىاف:

∬[             ]

 

      
         

∑[           ]

 

   

    

    
         

[∑        

 

   

 ∑        

 

   

] 

 بما أف المجمكعتيف متقاربيف فيمكف تكزيع النياية.

   
              

∑        

 

   

    
              

∑        

 

   

 ∬        

 

 ∬        

 

 

 1.النظرية 

 إشارة التكامؿ الثنائي.يمكف إخراج المعامؿ الثابت خارج 

 λ     ∬ 

 

          ∬        

 

 

 البرىاف: 

∬             
         

∑ 

 

   

            
         

 ∑        

 

    

 



     
          

∑          ∬      

 

  

 

   

 

 1.النظرية 

ذا كانت الدالة    ك   مركبة مف منطقتيف جزئيتيف   إذا كانت المنطقة     مستمرة في كؿ نقاط   بدكف نقطة داخمية مشتركة، كا 
 فإنو لدينا:             

∬      

 

   ∬      

  

   ∬      

  

                                           

      البرىاف:

 عمى الشكؿ:  ممي في يمكننا تمثيؿ المجمكع التكا

∑         ∑        

  

 ∑        

  

                                                  

 

 

كالمجمكع الثاني عمى العناصر المتعمقة بالمناطؽ الجزئية لػػػ    المجمكع الأكؿ يحتكم عمى العناصر المتعمقة بالمناطؽ الجزئية لػػػ 
بحيث تككف الحدكد المشتركة بينيما     ك  إلى منطقتيف   الثنائي لا يعتمد عمى طريقة التقسيـ. كلذا نقسـ المنطقة .التكامؿ   

(. كما يكضح 3نحصؿ عمى العبارة)          ( إلى النياية عندما 4، كبالانتقاؿ مف العبارة )  Δىي كذلؾ حدكد المناطؽ 
 . المرفؽ أسفمو الشكؿ 

 

 :1.ملاحظة

 مركبة مف عدد كيفي مف المجمكعات بدكف نقاط داخمية مشتركة.  ( تبقى صحيحة إذا كانت المنطقة 3النظرية )

 . حساب التكامل الثنائي4.1

 . تعريف المنطقة المنتظمة1.4.1

تتميز بأف أم مستقيـ مكازم لأحد محاكر الإحداثيات، كليكف عمى سبيؿ المثاؿ       الكاقعة في المستكم   نفرض أف المنطقة 
كما ىك مبيف في الشكؿ. )النقطة     ،   يقطع حدكد المنطقة في نقطتيف   ، كمار بنقطة داخمية في المنطقة     المحكر

 ىي النقطة التي لا تقع عمى حدكد ىذه المنطقة(.  الداخمية لممنطقة 



 

    ك   ،  حيث:       ك    ،        ،        محدكدة بالمنحنيات   ض أف المنطقة نفر 

 .[   ]مستمرتاف عمى المجاؿ              ، 

 .    مثؿ ما سبؽ بالمنطقة المنتظمة في اتجاه المحكر  نسمي المنطقة 

 .    كبطريقة مماثمة نعرؼ المنطقة المنتظمة في اتجاه المحكر

 المنطقة المنتظمة في اتجاه محكرم الإحداثيات تسمى باختصار: منطقة منتظمة.

 مثاؿ عمى منطقة غير منتظمة في اتجاه المحكريف كما ىك مكضح في الشكؿ.لنعطي 

 

∫   : . دراسة الصيغة1.4.1 (∫         
     

     
)

 

 
 .وخواصها   

 . مستمرة عمى المنطقة        نفرض أف الدالة 

 سندرس الصيغة الآتية:

   ∫. ∫         

     

     

/

 

 

   

. كعندىا    ما ىي إلا التكامؿ الثنائي المعرؼ في    كالتي نسمييا )بالتكامؿ الثنائي( محتفظيف بالأقكاس حيث سنبرىف أف العبارة 
 نحذؼ الأقكاس في عبارة )التكامؿ الثنائي(.

ثابتا، كنتيجة لعممية التكامؿ،   باعتبار  في ىذه الصيغة يحسب أكلا التكامؿ الكاقع ما بيف قكسيف عمما بأف التكامؿ يجرل بالنسبة لػػػػ 
 . تنتج دالة مستمرة بالنسبة لػػػ



𝜙    ∫       

     

     

   

 .    λفنحصؿ عمى عدد ثابت كليكف   ك   بيف   كىذه الدالة المحصؿ عمييا نكامميا بالنسبة لػػػػػ 

   ∫𝜙   

 

 

     

 .    منتظمة أك منتظمة في اتجاه المحكر  كذلؾ إذا كانت المنطقة 

 :التكامؿ المكالي: أحسب مثال

   ∫.∫         

 

  

/

 

 

   

 .      ،       ،         ،    محدكدة بالمنحنيات ذات المعادلات   حيث 

 الحؿ:

 نحسب أكلا التكامؿ المتكاجد بيف قكسيف

𝜙    ∫       

 

  

   *    
  

 
+
  

 

 
 

 
      

  

 
 

 نحصؿ عمى: 1ك  0بيف     𝜙كبتكامؿ الدالة الناتجة 

   ∫(
 

 
      

  

 
)

 

 

   *
 

 
      

  

 
+
 

 

   

 . يكضح المنطقة أسفمو كالشكؿ 

 

بصيغة تحميمية   لا يمكف التعبير عنيا في المنطقة          ،       قد يصادفنا أف: إحدل الدالتيف    : 1.ملاحظة
 (.   إلى     ، )مف  كاحدة، في كؿ منطقة تغير



في المجاؿ            ك [   ]في المجاؿ            عمما بأف:       نفرض عمى سبيؿ المثاؿ بأف 
 كما يمي:   معطيتاف تحميميا، عندئذ يكتب )التكامؿ الثنائي(   ك    حيث كؿ مف الدالتيف [   ]

   ∫. ∫         

     

     

/

 

 

   ∫. ∫         

     

     

/

 

 

   ∫. ∫         

     

     

/

 

 

  

 ∫. ∫         

     

    

/

 

 

   ∫. ∫         

     

    

/

 

 

   

 كالشكؿ يكضح ذلؾ.

 

،            [   ]بصيغ مختمفة في النقاط المختمفة لممجاؿ         صيغة مماثمة إذا أعطيت الدالة    يككف )التكامؿ الثنائي( 

      {
               

                
 

 (1الخاصية )

، فإف     أك لممحكر      بمستقيـ مكاز لممحكر     ك   المنتظمة في اتجاه أحد المحكريف إلى منطقتيف   إذا قسمت المنطقة 
 .    ،   يساكم مجمكع )التكامميف الثنائيتيف( لممنطقتيف  في المنطقة    )التكامؿ الثنائي( 

 أم أف:

      
    

 

 البرىاف:

منتظمتيف في اتجاه      ،   إلى منطقتيف   يقسـ المنطقة       حيث     أ(نفرض أف المستقيـ ذك المعادلة 
 عندئذ:     المحكر

   ∫. ∫       

     

     

  /  

 

 

 ∫𝜙     

 

 

 

 ∫𝜙     

 

 

 ∫𝜙     

 

 

 ∫. ∫       

     

     

  /  

 

 

 



 ∫. ∫       

     

     

  /  

 

 

    
    

 

      كمنو: 
    

 

كما ىك مبيف      منتظمتيف في اتجاه المحكر      ،   إلى منطقتيف   يقسـ المنطقة     ب(نفرض أف المستقيـ ذك المعادلة 
فاصمتي      ،   ، كنرمز بػػػػ  حد المنطقة   مع     إلى نقطتي تقاطع المستقيـ ذك المعادلة       ،   في الشكؿ، نرمز بػػػػ

 عمى الترتيب.     ،   

 محددة بمنحنيات مستمرة.    المنطقة •

(1 )        

    كالذم نكتب معادلتو اصطلاحا كما يمي            ( المنحنى 2)
  ، كنأخذ بعيف الاعتبار     

            
  عندما 

 .       عندما         ك         ك        

 .     ،       ( المستقيماف ذكم المعادلات 3)

 محددة بالمنحنييف.   المنطقة 

    
        عندما         ك       

 فيككف لدينا ما يمي:

   ∫. ∫       

     

     

  /  

 

 

  

∫. ∫       

  
    

     

  /  

 

 

 

 ∫. ∫       

     

  
    

  /  

 

 ⏟                
 

 

 إلى ثلاثة )تكاملات ثنائية( بتطبيؽ علاقة شاؿ: Iنقسـ )التكامؿ الثنائي( الأخير

  ∫ . ∫       

     

  
    

  /

  

 

   ∫ . ∫       

     

  
    

  /

  

  

   ∫. ∫       

     

  
    

  /

 

  

   

  حيث نعمـ أف 
إذا )التكامميف الثنائييف( الأكؿ كالثالث يساكياف الصفر  [    ]كفي المجاؿ  [    ]في المجاؿ             

 كيبقى لنا ما يمي:



   ∫. ∫       

  
    

     

  /  

 

 

 ∫ . ∫       

     

  
    

  /  

  

  

 

 كمنو:   كأما الثاني في المنطقة    يككف )التكامؿ الثنائي( الأكؿ ىك تكامؿ في المنطقة 

      
    

 .كما يكضح الشكؿ 

 

  1.نتيجة

بخطكط مكازية لمحاكر الإحداثيات إلى عدد كيفي مف مناطؽ جزئية منتظمة   إذا قسمنا المنطقة 
يساكم مجمكع )التكاملات الثنائية( في المناطؽ   ، فإف )التكامؿ الثنائي( في المنطقة (        ،   ،  )

      الجزئية
    

         
 المبيف أسفمو .كما يكضح الشكؿ   

 

 (1الخاصية )

 )تقدير التكامؿ الثنائي(:    الحصر الأصغرم لمتكامؿ

عندىا تككف   إلى مساحة المنطقة   نرمز بالحرؼ   في المنطقة   ىما القيمتاف الصغرل كالكبرل لمدالة   ك   نفرض أف 
 العلاقة التالية صحيحة:

    ∫. ∫         

     

     

/

 

 

       

 البرىاف:

    𝜙نجرم تقديرا لمتكامؿ ما بيف قكسيف كنرمز لو كما أسمفنا بػػػػ 



𝜙    ∫         

     

     

 ∫    

     

     

  [           ] 

 كعندىا يككف:

   ∫. ∫         

     

     

/

 

 

   ∫ [           ]

 

 

                                        

 كمنو:   

       

 كبنفس الطريقة:   

𝜙    ∫         

     

     

 ∫    

     

     

  [           ] 

  

   ∫. ∫         

     

     

/

 

 

   ∫ [           ]

 

 

                                        

 

 كمنو:                   

       

 ( نكتب العلاقة:    6( ك)5مف النتيجتيف)

           

 (:3الخاصية )

   4.نظرية المتوسط

في قيمة الدالة في نقطة   يساكم حاصؿ ضرب المساحة   ذات مساحة   عمى المنطقة   لمدالة المستمرة    إف )التكامؿ الثنائي( 
 أم:  مف المنطقة   ما 

   ∫. ∫         

     

     

/

 

 

          

 البرىاف:  

            لدينا:         



  كمنو:     
  

 
   

  كالعدد 

 
 . في المنطقة   محصكر بيف القيمتيف الصغرل كالكبرل لمدالة  

  قيمة تساكم العدد   في المنطقة   فيي حسب نظرية القيـ المتكسطة تأخذ في نقمة ما   مستمرة عمى   كبما أف الدالة 

 
 أم:  

  
 

      

 كمنو: 

          

 .كيفية حساب التكامل الثنائي باستعمال التكامل المحدود5.1

  5.نظرية

ليذه الدالة في نفس    في أحد اتجاه المحكريف يساكم التكامؿ   في المنطقة المغمقة كالمنتظمة   التكامؿ الثنائي لمدالة المستمرة 
 المنطقة أم:

∬          

 

 ∫. ∫         

     

     

/

 

 

   

 البرىاف:

   ،       ك     كمحددة بالمنحنيات ذات المعادلات      منتظمة في اتجاه المحكر  نعتبر أف المنطقة 

        ،         

مف المناطؽ المنتظمة المستطيمة   بمستقيمات مكازية لمحكرم الإحداثيات إلى   نقسـ المنطقة 
 ( لمتكامؿ فإف:1كعمى أساس الخاصية )                    

                       ∑    

 

   

 

    (( نكتب:    3)الخاصية )   كتبعا لنظرية المتكسط لمتكامؿ 
          

 عندىا نكتب المجمكع كما يمي:

                                  ∑        

 

   

    

∑نياية المجمكع          
 
نحك الصفر، تككف مكجكدة كمساكية     كعندما يؤكؿ أكبر قطر لممساحات     عندما     

، ناتجة مف تكامميف بسيطيف متكالييف، لا تتعمؽ    لمطرؼ الأيسر في    . القيمة العددية لػػػ  في المنطقة   لمتكامؿ الثنائي لمدالة 
 :   .نمر إلى النياية في   بػػ 



      
         

∑        

 

   

  ∬          

 

 

 كاس في عبارة )التكامؿ الثنائي(.فحؽ لنا أف نحذؼ الأق  في    ىك التكامؿ الثنائي لػػػ    ىنا: نلاحظ أف 

 نحصؿ أخيرا عمى: 

   ∬          

 

                                                           

 4.ملاحظة

كالمستكم          تفسير ىندسي كاضح عندما نأخذ جسما محددا بالسطح          في حالة     تككف لمعلاقة 
ليذا الجسـ كما   ، فإنو يعطينا الحجـ  كدليمو حدكد المنطقة      كالسطح الأسطكاني الذم تككف مكلداتو مكازية لممحكر     

 أسمفنا الذكر.

  ∬      

 

                                                              

الذم يقطع الجسـ "محؿ         (حيث   فمنحسب ىذا الحجـ باستخداـ التكامؿ البسيط، نعطي المستكم )ثابت    
( كىذا الشكؿ اليندسي عبارة عف ما يسمى بشبو منحرؼ منحني   لمشكؿ الناتج في المقطع )ثابت     الدراسة" نحسب المساحة 

 محدكد بالمنحنيات ذات المعادلات:

   ثابت                                       

 كبالتالي نعبر عف ىذه المساحة بالتكامؿ: السابؽ كما في الشكؿ 

     ∫         

     

     

                                                          

 كبمعرفة مساحات المقاطع المتكازية مف السيؿ تعييف الحجـ

  ∫    

 

 

   

 نحصؿ عمى:      لممساحة     أك بالتعكيض مباشرة بالعبارة 

  ∫. ∫         

     

     

/

 

 

                       

 نحصؿ عمى:      ك      مف 



∬      

 

       ∫. ∫         

     

     

/

 

 

         

 كىذا ما برىف عميو في النظرية أعلاه.

 ىنا يتضح المعنى اليندسي لخاصية الحصر الأصغرم لمتكامؿ )تقدير التكامؿ الثنائي(.مف 

     كالسطح الأسطكاني الذم تككف مكلداتو مكازية لممحكر     كالمستكم          المحدكد بالسطح   إف حجـ الجسـ 
كلكنو أقؿ مف حجـ الأسطكانة التي قاعدتيا   كارتفاعيا   ، يفكؽ حجـ الأسطكانة التي قاعدتيا المساحة  كدليمو حدكد المنطقة 

 الشكميف المرفقيف لمتكضيح.. في المنطقة   القيمتاف الصغرل كالكبرل لمدالة     ، ، حيث  كارتفاعيا   المساحة 

 

 5.ملاحظة

 كمحدكدة بالمنحنيات ذات المعادلات:     منتظمة في اتجاه المحكر   إذا كانت المنطقة المغمقة 

              ك     عمما أف                               

 .كما في الشكؿ

 

 لدينا بالطبع:

∬      

 

     ∫. ∫       

     

     

  /

 

 

   



 لحساب تكامؿ ثنائي نستعمؿ حسب الحالة العلاقة: 

∬      

 

     ∫. ∫       

     

     

  /

 

 

   

 أك العلاقة:  

∬      

 

     ∫. ∫       

     

     

  /

 

 

   

 التي يرغب في تكامميا.       أك صيغة الدالة   الاختيار يككف رىينة شكؿ المنطقة 

 1.مثال

 غير ترتيب التكامؿ التالي:    

  ∫.∫         

√ 

 

/

 

 

   

 الحؿ:

   √  كالقطع المكافئ ذك المعادلة     ميداف التكامؿ محدكد بالمستقيـ ذك المعادلة 

في نقطتيف عمى الأكثر.)أم أف   يقطع حد الميداف      أف كؿ مستقيـ يمر بنقطة داخمية كيكازم المحكر أسفمو نرل حسب الشكؿ 
            ،               ،         منتظـ في ىذا الاتجاه كما أسمفنا(. كبالتالي يمكننا استعماؿ العلاقة أعلاه. 

 كمنو: 

  ∫.∫        

 

  

/

 

 

   

                                 

 1.مثال



 أحسب التكامؿ الثنائي الآتي:

∬         

 

     

 محدكدة بالمستقيمات ذات المعادلات:  عمما أف المنطقة 

     ،          ،      
 

 
      ،         

 الحؿ:

 ىناؾ طريقتيف لحساب التكامؿ الثنائي المعطى لأف المنطقة منتظمة:

 الشكؿ.     (في اتجاه المحكر 1

 

 يكتب التكامؿ كما يمي: 

   ∫

(

 
 
∫           

 
 

 

)

 
 

 

 

   

   ∫

(

 
 
∫           

 
 

 

)

 
 

 

 

   ∫*       
  

 
+
 

 
 

 

 

   

 ∫* (
 

 
*    (

 

 
*  

    

      
+

 

 

   ∫
  

 
 

 

 
  

 

 

   *
  

 
    

 

 

    

 
+  

  

 
 

 الشكؿ.     ( في اتجاه المحكر 2

 



 يكتب التكامؿ كما يمي: 

  ∫ (∫            
 

 
)

 

 
 

    

  ∫.∫           

 

 

/

 
 

 

   ∫ *   
  

 
    +

 

 

 
 

 

   ∫(     
 

 
   *

 
 

 

 
  

 
(
 

 
*  

    

    

 
  

 
 

 6.ملاحظة

، فإنو لا يمكننا كضع التكامؿ الثنائي في       أك في اتجاه المحكر     منتظمة سكاء في اتجاه المحكر   إذا لـ تكف المنطقة 
غير المنتظمة إلى عدد محدكد مف المناطؽ المنتظمة   ، بؿ عمينا إذا أمكف ذلؾ، تقسيـ المنطقة   ىذه المنطقة في صكرة التكامؿ 

                أم:      أك في اتجاه المحكر      في اتجاه المحكر

كىذا المثاؿ   نحسب التكامؿ الثنائي في كؿ منطقة، ثـ بجمع ىذه التكاملات الناتجة نحصؿ عمى التكامؿ المطمكب في المنطقة 
 يكضح ذلؾ:

  1.مثال

 أحسب التكامؿ الثنائي الآتي:

∬    

 

   

محصكرة بيف مربعيف ممركزيف في نقطة البداية، ذكم الأضلاع متكازية لمحكرم الإحداثيات، عمما أف الأضلاع   حيث المنطقة 
 .الشكؿ التكضيحي كما في  4ك 2تساكم 

 

 الحؿ:

              يقسمانيا إلى أربع مناطؽ منتظمة          غير منتظمة كالمستقيماف ذك المعادلتيف   المنطقة 

 كمنو فإف: 



∬    

 

   ∬    

  

   ∬    

  

   ∬    

  

   ∬    

  

   

 نجد ما يمي:   كبكضع كؿ تكامؿ مف ىذه التكاملات في صكرة التكامؿ 

∬    

 

   ∫.∫    

 

 

  /

 

 

   ∫.∫    

 

 

  /

 

 

   

 ∫.∫    

 

 

  /

 

 

   ∫.∫    

 

 

  /

 

 

  

                                                        

                       

 7.ملاحظة

 : فيما بعد نحذؼ الأقكاس في التكامؿ الثنائي

   ∫. ∫       

     

     

  /

 

 

    

 فنكتب 

   ∫ ∫           

     

     

 

 

 

 التكامؿ يجرل أكلا بالنسبة لممتغير الذم يكجد تفاضمو في المكضع الأكؿ بعد الدالة مباشرة. 

 8.ملاحظة

عمى الشكؿ        ، إذا أمكف كتابة {                        }  مستطيؿ   إذا كانت المنطقة 
                 

 فإف: 

∬      

 

     ∬         

 

     

 ∫{∫      

 

 

}

 

 ⏟          

ثابت

       



 .∫      

 

 

/  .∫      

 

 

/ 

 .تغيير المتغيرات في التكامل الثنائي6.1

 إلى إحداثيات أخرى كيفية ديكارتيهالإحداثيات ال. الانتقال من 1.6.1

دالتاف لمتغيريف جديديف     كنفرض أف الإحداثييف   المحدكدة بالمنحنى   لدينا المنطقة المغمقة       نفرض أف في المستكم 
 :  ك  

                                                                                              

كؿ زكج مف قيـ     نحددىا فيما بعد. حسب العبارتيف   ، مستمرتاف كليما مشتقات مستمرة في منطقة ما    υعمما بأف الدالتيف 
 .   ك  يرافقو زكج كحيد مف قيـ     ك  

قيمتيف     ، فإننا نعيف مف العلاقتيف قيمة محددة مف المنطقة   ك   تتميزاف بأنو إذا أعطينا كلا مف    υنفرض أف الدالتيف 
 .   ك  محددتيف لممتغيريف 

      نعتبر المعمـ ذك الإحداثيات الكارتيزية 

 

       في المستكم        كعمى أساس ما سبؽ ينتج أف كؿ نقطة 

 

  ك   ، كالعدداف    المذيف يتحدداف بالعلاقتيف  ك  ذات الإحداثييف       في المستكم         تناظرىا تناظر أحادم القيمة 
 . يسمياف بالإحداثييف المنحنييف لمنقطة 



ترسـ       ، فإف النقطة المناظرة في المستكم  يحد المنطقة   منحنى مغمقا       ترسـ في المستكم   إذا كانت النقطة 
 . تناظرىا نقطة في المنطقة    ، عندئذ فإف كؿ نقطة مف المنطقة   يحد منطقة ما    منحنى مغمؽ 

سيناظر ىذا المستقيـ       نجد أنو في المستكم     (، كمف العلاقتيفثابت  المستقيـ ذك المعادلة )   درس في المنطقة ن
منحنى ما في المستكم       ( في المستكمثابت  عمى كجو العمكـ منحنى ما، كبالمثؿ يناظر كؿ مستقيـ ذك المعادلة )

     . 

(إلى مساحات صغيرة مستطيمة )عند ذلؾ لف نأخذ في عيف ثابت  (، )ثابت  بالمستقيمات ذكم المعادلات)   نقسـ المنطقة 
إلى أشكاؿ رباعية منحنية مثؿ ما ىك   الاعتبار المساحات الصغيرة التي نقطيا حدكد المنطقة(، كتقسـ المنحنيات المرافقة المنطقة 

 يف السابقيف.في الشكم

( ثابت  (، )ثابت     ( ك)ثابت  المحدكد بالمستقيمات ذكم المعادلات )    ( المستطيؿ    ندرس في المستكم )
(، كفي آف كاحد نرمز لمساحتي ىذيف العنصريف بالرمزيف    في المستكم)   ( كالرباعي المنحني ثابت     ك)

 مختمفتاف.     ك    ، كبشكؿ عاـ فإف المساحتيف          عمى التكالي. عندئذ يككف:      ك    

تناظرىا   في المنطقة          ، كؿ قيمة لمدالة               معطاة الدالة المستمرة   نفرض أنو في المنطقة 
 .[             ]        ، حيث:   في المنطقة                نفس القيمة لمدالة 

 . في المنطقة                المجمكع التكاممي لمدالة ندرس 

 مف الكاضح أنو تتحقؽ المعادلة التالية:

∑         ∑                                                                                                

 (، نعيف إحداثيات رؤكسو:20.  ( حسب الشكؿ )   في المستكم)         ، أم مساحة الشكؿ الرباعي المنحني  Δنحسب 

                                                                                     

                                                                      

                                                       

                                                                        }
 

 
                                

عبارة عف قطع       ،     ،    ،     ، أف المنحنيات         نعتبر عند حساب مساحة الشكؿ الرباعي المنحني 
مستقيمات متكازية؛ نعكض عف تغيرات الدكاؿ بتفاضلاتيا. كبذلؾ سنيمؿ المقادير المتناىية في الصغر مف رتب أعمى مف رتبة 

 كالآتي:    ، عندئذ تككف العلاقة  Δ  ،Δالمقداريف المتناىييف في الصغر 

  

                                                                                                

          
  

  
                                      

  

  
                    

          
  

  
   

  

  
                      

  

  
   

  

  
  

          
  

  
                                       

  

  
                   }

 
 
 

 
 
 

                             



تساكم بالتقريب ضعؼ   Δكمتكازم أضلاع، مساحتو          كبالافتراضات السابقة يمكف اعتبار الشكؿ المنحني الرباعي 
 التي يتـ حسابيا بالعلاقة المناسبة لميندسة التحميمية:       مساحة المثمث 

Δ  |                               |

 |(
  

  
   

  

  
  *

  

  
   

  

  
  (

  

  
   

  

  
  *|

 |
  

  

  

  
     

  

  

  

  
    |  |

  

  

  

  
 

  

  

  

  
|      |

  
    

  
  

  
  

  
  
  

|      

 المحدد يأخذ بقيمتو المطمقة كنكتب الرمز كما يمي: 

  |

  
    

  
  

  
    

  
  

 |  
  

  

  

  
 

  

  

  

  
 

 كمنو فإف:  

   | |                                                                                                  

 كيسمى أيضا باليعقكبي نسبة إلى العالـ الألماني يعقكبي.        ،      υبالمحدد الدالي لمدالتيف   يسمى المحدد 

أىممنا الكميات المتناىية في الصغر مف رتب عميا،   Δىي معادلة تقريبية فقط لأننا خلاؿ عممية حساب المساحة      كالمعادلة 
صغيرة كمما كانت ىذه المعادلة أكثر دقة، نحصؿ عمى المساكاة عند المركر إلى النياية     ك  Δغير أنو كمما كانت أبعاد العناصر 

 إلى الصفر. يؤكلاف  Δحينيا قطرم العنصريف 

| |     
         

  

   
 

 أف نكتب مايمي:     يمكف عمى أساس المعادلة

∑         ∑      | |    

 نحصؿ عمى المعادلة الدقيقة:      كبالانتقاؿ إلى النياية عندما يؤكؿ قطر 

∬      

 

     ∬ [             ]

  

| |                                                                            

 بحيث 

| |  |
  

     

  

     
 

  

     

  

     
|     

  6نظرية 



        الى        الي يحكؿ  التقابؿفي حالة التحكيؿ  

                                   

كؿ زكج مف قيـ     نحددىا فيما بعد. حسب العبارتيف   ، مستمرتاف كليما مشتقات مستمرة في منطقة ما    υعمما بأف الدالتيف 
 فانو لما  .   ك  يرافقو زكج كحيد مف قيـ     ك  

| |  |
  

     

  

     
 

  

     

  

     
|     

 عندئذ

∬      

 

     ∬ [             ]

  

| |            

إلى حساب   كىذه ىي علاقة تغيير المتغيرات في التكامؿ الثنائي، كىي تعطي إمكانية تحكيؿ حساب التكامؿ الثنائي في المنطقة 
 مما قد يؤدم إلى تبسيط المسألة.   التكامؿ الثنائي في المنطقة 

 .التآلفيةإلى الإحداثيات  الديكارتيه. الانتقال من الإحداثيات 1.6.1

 التبديؿ التآلفي ىك:المنطقة المشكمة كمتكازم أضلاع .    لتكف 

   cbvaux       

cvbuay  

 بحيث 

    DyxRvu  ,:, 2 

 :     فاف 

                          


 dudvvvbuacbvaufbabadxdyyxf
D

,,  

 4.مثال

∬أحسب التكامؿ الثنائي التالي:       
 

    . 

 المحدد بالمستقيمات ذات المعادلات:      الكاقعة في المستكم   في المنطقة 

   
 

 
      ،     

 

 
  

 

 
  ،         ،        

 الحؿ:



في مستطيؿ أضلاعو تكازم محكرم  يصعب حساب ىذا التكامؿ مباشرة غير أف تعكيضا بسيطا بالمتغيرات يؤدم إلى تكامؿ
 الإحداثيات.

 نضع:  

    
 

 
   ،             

  ، عمى الترتيب إلى المستقيميف ذكم المعادلتيف        ،       عندئذ يتحكؿ المستقيماف ذكم المعادلتيف 

   (، أما المستقيميف ذكم المعادلتيف    ، في المستكم)     ،    
 

 
      ،     

 

 
  

 

 
، فيتحكلاف إلى   

  المستقيميف ذكم المعادلتيف 
 

 
 ،   . 

 .القريف لو  المبنية في الشؾ   جديدة مستطيمو إلى منطقة  الشكؿ أسفمو كما في   كبالتالي تتحكؿ المنطقة 

 

      

 كما يمي:   ، بدلالة   ، نعبر عف 

   
 

 
  

 

 
       ،      

 

 
  

 

 
  

 نقكـ بحساب اليعقكبي:

|

  
    

  
  

  
    

  
  

|  |
 

 
   

 
 

 
   

 
 

|   
 

  
 

 

  
  

 

 
             ،      | |  

 

 
    

∬     

 

     ∬[(
 

 
  

 

 
 *  ( 

 

 
  

 

 
 *]

  

 

 
     ∬

 

 
  

      ∫ ∫
 

 
     

 

  

 

 
 

 
 

 
∫ *
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∫ *
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∫   

 

 
 

   [ ] 
 

    [  
 

 
]     

 إلى الإحداثيات القطبية. الديكارتيه. الانتقال من الإحداثيات 1.6.1



 المنطقة الدائرية :    لتكف 

     
















 

x

y
arctgyxyxD ,:, 2

22

1
 

 

 

 نضع :

                

 القريف لو . ؿالمبنية في الشك   الدائرية  إلى منطقة مستطيمو جديدة   كبالتالي تتحكؿ المنطقة 

        ,:, 21D 

 

  |

  
    

  
  

  
    

  
  

|  |
            

           
|                   

 كبالتالي: 

∬      

 

     ∫ ∫                  

     

     

 

 

   



 المنطقة الدائرية :    لتكف 

 
















 21

2222 ,:, 
x

y
arctgyxyxD 

 نضع :

                

 

 .  الدائرية  إلى منطقة مستطيمو جديدة   كبالتالي تتحكؿ المنطقة 

  21,:,  D 

 ك

  |

  
  

  
  
  

  
    

  
  

|    

 كبالتالي: 

∬      

 

     ∫ ∫                 

 

 

  

  

   

. مساحة القرص  الذم نصؼ قطره   5.مثال     2220:, ryxyxD  

 نمخص قانكف المساحة  كالآتي : 

                

           

   20,10:, D 

     ∫ ∫   

 

 

  

 

       

 كحدة قياس مربعو.

 عمى القرص الممموءالاول .دستور قرين 4.6.1

. القرص  الذم نصؼ قطره    2220:, ryxyxD     : الذم حافتو الدائرة  222:, ryxyxC  

 نمخص قانكف المساحة  كالآتي : 



                

                       

       

∮                   

 

∬(
  

  
 

  

  
*

 

     

 عمى القرص الممموء الثاني .دستور قرين  .5.6.1

. القرص  الذم نصؼ قطره   2220:, ryxyxD     : الذم حافتو الدائرة  222:, ryxyxC  

 نمخص قانكف المساحة  كالآتي : 

                

                       

       

∮       (
  

  
   

  

  
  *  

 

  ∬      (
   

   
 

   

   
 

  

  

  

  
 

  

  

  

  
)

 

     

 مف الكاضح : 

∮       (
  

  
   

  

  
  *  ∮       

  

  
         

  

  
  

  

 

 ثـ نطبؽ دستكر قريف الأكؿ. نتحصؿ عمى :

  

  
(      

  

  
*  

  

  
(      

  

  
*  

   

   
 

   

   
 

  

  

  

  
 

  

  

  

  
 

 تطبيق نموذجي.6.6.1

. القرص  الذم نصؼ قطره    2220:, ryxyxD     : الذم حافتو الدائرة  222:, ryxyxC  

∬لنحسب قيمة التكامؿ المضاعؼ :           
 

     

 نمخص قانكف المساحة  كالآتي : 

                

                       

       



 بتطبيؽ دستكر قريف 

∮                   

 

∬(
  

  
 

  

  
*

 

     

 فاف 

∬         

 

     ∮               ∫         
  

 
 

θ     ∫        
  

 

 

 تماـ الحساب .يمكف لمقارئ التفرغ الآف لا

 الى الاحداثيات الألبسويدية.  الديكارتيهمن الإحداثيات  الانتقال  .7.6.1

  : الديكارتيوالمعادلة ذك  أليبسكيػػػػد D لنقترح 

 








 01:,
2

2

2

2
2

b

y

a

x
RyxD 

 التبديؿ ىك: 

vbuyvaux sin,cos  

abududvdxdy  

20,10  vu 

 ما يمي:الاحداثيات الألبسكيدية. ىػػك بيف أكلا أف قانكف 

   abududvvbuvaufdxdyyxf
D

  

2

0

1

0

sin,cos, 

 أليبسكيػػػػد.ذك المعادلة الكارتزيو  D لنقترح مساحة  مثال : 
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 كحدة مربعو.



 

  كيفيهحداثيات الى إ الديكارتيه الإحداثياتمن   الانتقال.8.6.1

 : الحيز المحصكر الآتيD لنقترح 

  1,0,0,0,:, 222  xyxyyxbxyaRyxD 

 التبديؿ ىك: 

22, xyvxyu  

y

y
dudv

2
 dxdy

y

x

2

2  

10,  vbua  

 dxdyyxdudv 222   

 ما يمي:ىػػك  الكيفيو ىذاالاحداثيات قانكف 

    dudvvufdxdyyxxyxyf

b

aD

  

1

0

2222 ,
2

1
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 أحسب التكامؿ الثنائي :مثال : 

    
D

xy
dxdyyxxy 2222 

 يه ديكارتاللحيز المحصكر.ذك المعادلة ا Dعمى  

  1,0,0,0,:, 222  xyxyyxbxyaRyxD 

 باستخداـ الدستكر أعلاه فاف :

    
D

xy
dxdyyxxy 2222 = 

1

1
ln

2
1

12

1

2

1

2

1
1

0

1
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  العطالة مراكز وعزوم مو الحجالمساحات و  حسابالفصل الثاني : 
  تعريف الحجم 1.1
كالمستكم          لجسـ محدكد بالسطح   ، إذا أردنا حساب حجـ  دالة مكجبة في المنطقة              لتكف 

  ، فيككف مساكيا لمتكامؿ الثنائي لمدالة     كمكلداتو مكازية لممحكر  ، كالسطح الأسطكاني الذم يككف دليمو حدكد المنطقة    
 أم:  في المنطقة 

  ∬      

 

   

 كما يبيف الشكؿ

 
 6.مثال

 :  لمجسـ المحدكد بالسطكح ذات المعادلات  أحسب الحجـ 
                            . 

 الحؿ:
 ، فيي المنطقة المثمثة المكضحة في الشكؿ     عمى المستكم        إسقاط السطح   

      
                     محدكدة بالمستقيمات ذات المعادلات:  

 كمنو نقكـ بحساب الحجـ.  

 ∫
 

 
      

 

 

   
 

 
                           



 ∫∫        

  

 

     ∫ *       
  

 
+
 

   

 

  

 

 

 

  بما أننا نحسب الحجـ فإف:  
 

 
 .(كحدة الحجـ)

 7.مثال
 الجسـ المحدكد بالسطكح الآتية:  أحسب حجـ 

 كبالمستكيات ذات المعادلات:     كمحكرىا ينطبؽ عمى المحكر  بالأسطكانة الدائرية التي نصؼ قطرىا 
                  

 الحؿ:
          √  ،محدكدة بالمنحنيات ذات المعادلات:       عمى المستكم       إسقاط السطح   المنطقة 

 :. كما في الشكؿ    

 
 
 كمنو نكتب التكامؿ كما يمي: 

  ∫ ∫      

√     

 

    

 

 

 

 كلكف حساب ىذا التكامؿ يككف صعبا، نقكـ بتغيير المتغيرات مف الإحداثيات الكارتيزية إلى الإحداثيات القطبية 
 :  نكتب

{
       

       
 

| |كنحسب اليعقكبي فيككف:      
    فإف   كحسب المنطقة 

 

 
            ك   

 فيصبح التكامؿ كما يمي:               

∫  ا ∫          
 

 
 

 

 
      

  ∫∫(         )

 
 

 

 

 

     ∫[          ]
 

 
 

 

 

   

 ∫(  
 

 
   )

 

 

   

 * 
 

 

  

 
 

  

 
+
 

 

 

 
)    )كحدة الحجـ(   

 

 
 

 

 
). 



 . حساب مساحة منطقة مستوية1.1
فإنو يمكف التعبير عف ىذه المساحة كما      بحيث      Φك    Φمحصكرة بيف بياني الدالتيفمنتظمة،   إذا كانت المنطقة 

 يمي:

  ∬    

 

 ∫. ∫   

     

     

/

 

 

   

 كبإجراء التكامؿ مابيف قكسيف نحصؿ عمى:

  ∫[           ]

 

 

   

 8.مثال
     كالمستقيـ ذك المعادلة       أحسب مساحة المنطقة المحدكدة بالمنحنى ذك المعادلة 

 الحؿ:
 نقكـ برسـ المنحنى كالمستقيـ كما ىك في الشكؿ 

 
 

 نعيف نقط تقاطع المنحنى كالمستقيـ، 
 لدينا:

{
                      

                             
 

 كمنو فإف المساحة المطمكبة ىي:                     إذف نقطتي التقاطع ىما:    

  ∫.∫   

   

 

/

 

 

   ∫        

 

 

   *   
  

 
 

  

 
+
 

 

 
 

 
   كحدة مساحة     

 
 التكامؿ الثنائي يمكّف مف تسييؿ بعض العمميات الحسابية التي لا يستطيع التكامؿ المحدكد )البسيط( حسابيا بشكؿ يسير.

∫بالفعؿ فالتكامؿ      
  

 

 
 :  ليس مف السيؿ حسابو ليصبح مف السيؿ حسابو  عند التحكؿ الى التكامؿ الثنائي 

 



(∫     
  

 

 

)

 

 ∫ ∫   (     )     ∬   (     )    
  

 

 

 

 

 

 

 
 تحدد العلاقة مف المعادلات التالية: احداثيات الكركيو  كالتحكيؿ كـ يمي : ـمف جية ثانيو باستخدا

   {                      }   

 نستخدـ الاحداثيات القطبيو بتحكيؿ مساعد: 
            ك         

         

 حيث أف:

ρ              
 

 
 

∬   (     ) 
  

    ∫ ∫           
 

 
(      )  

 

 

 

 

 
 

 

 

 ك

∬   (     ) 
  

    ∬   (     )     (∫     
  

 

 

)

 

  
 

 

 .    لما 

 كمنو

∫     
   

√ 

 

 

 

 

 . حساب مساحة السطح1 .1
  ، حيث السطح معطى بالدالة ذات المعادلة أسفمو الشكؿ  Γلنفرض أننا نريد حساب مساحة السطح المحدكد بالمنحنى 

 ، كىي مستمرة كليا مشتقات جزئية مستمرة.      

    الشكؿ                                       



  المحدكدة بالمنحنى       ، كنرمز لممنطقة الكاقعة في المستكم   بالحرؼ       عمى المستكم  Γنرمز لمسقط المنحنى 
 .  بالحرؼ 

    كفي كؿ عنصر  -كىي قيمة مساحاتيا–                 مف العناصر   إلى   نقسـ بطريقة اختيارية المنطقة 
مستكم    ، نمد مف النقطة                   تناظرىا عمى السطح النقطة    حيث النقطة            نأخذ نقطة 

 مماسي لمسطح، حيث معادلة ىذا المستكم المماس كمايمي:
 

       
                 

                                                         
 .   عبارة عف العنصر      و عمى المستكم الذم يككف مسقط -كىي قيمة مساحاتيا -  Δكفي ىذا المستكم نأخذ العنصر
Δ   :σ ندرس مجمكع كؿ المساحات  ∑   

إلى الصفر، تككف    Δ ، كنياية ىذا المجمكع عندما يؤكؿ أكبر قطر لمعناصر     
 ىي مساحة السطح، أم:

σ     
    Δ    

∑ Δ  

 

   

 

 كالآف نحسب مساحة السطح:
، كعمى أساس العلاقة المعركفة في اليندسة التحميمية يمكننا أف      لمزاكية المحصكرة بيف المستكم المماس كالمستكم    نرمز بػػػ
 :  نكتب

Δ                
   

     
 

 كما ىك مكضح في الشكؿ.

 
، لذا عمى أساس علاقات    كالمستقيـ العمكدم عمى المستكم ذك المعادلة      محصكرة بيف المحكر    كمف جية أخرل الزاكية 

 اليندسة التحميمية نحصؿ عمى:

      
 

√                         
 

 كمنو فإف:

    √    
            

             

 
 كما يمي: σكتصبح 

σ     
         

∑√    
            

         

 

   

 



                                           
 كمنو نكتب:

σ  ∬√  (
  

  
*
 

 (
  

  
*
 

 

                                                          

.كىذه ىي العلاقة التي تحسب بيا مساحة السطح ذك المعادلة      عمى المستكم          ىك إسقاط السطح   حيث 
        . 

 
 9.ملاحظة

 إذا كانت معادلة السطح معطاة كما يمي:
                                                                               أك               

 فإف العلاقتيف المناظرتيف لحساب مساحة السطح تككناف كما يمي:   

σ  ∬√  (
  

  
*
 

 (
  

  
*
 

  

                                                          

 أك

σ  ∬√  (
  

  
*
 

 (
  

  
*
 

  

                                                            

 عمى الترتيب كىما مسقطا السطح المعطى عمى ىذيف المستكييف.            منطقتاف في المستكييف         حيث 
،         ، حيث السطح معطى بالدالة ذات المعادلة  Γلنفرض أننا نريد حساب مساحة السطح المحدكد بالمنحنى بمعنىى 

 :مساحة السطح كىي مستمرة كليا مشتقات جزئية مستمرة.كمنو

σ  ∬√  (
  

  
*
 

 (
  

  
*
 

    

                                                     

 .     عمى المستكم          ىك إسقاط السطح     حيث  كحده مربعو. 

، كىي         ، حيث السطح معطى بالدالة ذات المعادلة  Γلنفرض أننا نريد حساب مساحة السطح المحدكد بالمنحنى أيضا 
 :مساحة السطح مستمرة كليا مشتقات جزئية مستمرة.كمنو

σ  ∬√  (
  

  
*
 

 (
  

  
*
 

    

                                                     

 .     عمى المستكم          ىك إسقاط السطح     حيث  كحده مربعو. 

 .9.مثال 
 .            لمكرة التي معادلتيا  σأحسب مساحة السطح 

  كما في الشكؿ         √  نحسب سطح النصؼ العمكم لمكرة:  الحؿ:



 
 في ىذه الحالة:

  

  
 

  

√        
    

 ك

  
  

  
 

  

√        
 

 كبالتالي:

√  (
  

  
*
 

 (
  

  
*
 

 √
  

        
 

 نحصؿ عمى:    كعمى أساس ككفقا لمعلاقة          تتحدد منطقة التكامؿ بالشرط 

 

 
  ∫( ∫

 

√        

√    

√    

  ,

 

 

   

    ك          حساب ىذا التكامؿ يككف صعبا لذا فإننا ننتقؿ إلى الإحداثيات القطبية، حيث تتحدد منطقة التكامؿ بػػػ: 

     
 كبالتالي فإف:

σ   ∫ .∫
 

√    

 

 

   /

  

 

     ∫ * √     +
 

 
  

 

     ∫    

  

 

      

σ)كحدة مساحة(       . 
 

 11.مثال 
 .        الذم تقطعو الأسطكانة ذات المعادلة          عيف مساحة ذلؾ الجزء مف سطح الأسطكانة ذات المعادلة 

 الحؿ:
 يمثؿ ثمف السطح المطمكب كتككف معادلة السطح ىي: نقكـ برسـ الشكؿ 

  √      



 الشكؿ                               

  

  
 

  

√     
      ك       

  
   

√  (
  

  
*
 

 (
  

  
*
 

 √  
  

     
 

 

√     
 

 كمنطقة التكامؿ عبارة عف ربع قرص، أم أنيا تحدد بالشركط:
           ك       ك     

 كمنو فإف:

 

 
  ∫( ∫

 

√     
  

√    

 

,

 

 

    ∫ *
 

√     
+

 

√     

 

    ∫  

 

 

    

σ)كحدة مساحة(      . 
 العطالة الذاتي لمساحة الشكل المستوي. حساب عزم 4.1

  بالنسبة لنقطة ما كلتكف نقطة المبدأ، ىك حاصؿ ضرب الكتمة في مربع بعدىا   لمنقطة المادية ذات الكتمة   عزـ العطالة الذاتي 
 .     عف نقطة المبدأ أم:

بالنسبة إلى نقطة المبدأ ىك مجمكع عزكـ                كعزـ العطالة الذاتي لمجمكعة مف النقط المادية ذات الكتؿ 
 العطالة الذاتية لمنقط كؿ عمى إنفراد أم:

  ∑    
 

 

   

 

 . نعيف الآف عزـ العطالة الذاتي لشكؿ مستكم مادم كليكف 
بافتراض أف الكثافة السطحية ، نعيف عزـ العطالة الذاتي ليذا الشكؿ بالنسبة إلى المبدأ،      يقع في المستكم   نفرض أف الشكؿ 

 تساكم الكاحد في كؿ المنطقة )أم أف الكتمة متجانسة(.
نسمي عزـ العطالة الذاتي       إحداثيتييا    ؛ كفي كؿ عنصر نأخذ نقطة             ،    نقسـ المنطقة إلى عناصر

 أم:            في مربع البعد     حاصؿ ضرب كتمة العنصر     لمعنصر     
Δ                

 أك 
 Δ          

 نكتب مجمكع ىذه العزكـ كما يمي:



∑             
 
     

 
، كنياية المجمكع  في المنطقة              حيث:              كىك عبارة عف المجمكع التكاممي لمدالة 

 أم:  إلى الصفر يعطينا عزـ العطالة الذاتي لمشكؿ    التكاممي عندما يؤكؿ أكبر قطر لكؿ عنصر 

      
         

∑         

 

   

    

 
∬ نياية ىذا المجمكع ىك التكامؿ الثنائي:        

 
 كمنو فإف عزـ العطالة الذاتي لمشكؿ المستكم بالنسبة إلى المبدأ ىك:    

   ∬       

 

     

 عمى الترتيب حيث:          بالنسبة إلى المحكريف   بعزمي العطالة الذاتي لمشكؿ          كنسمي 
       ∬   

 
      

 ك 
      ∬   

 
     

 11.مثال 
 ، بالنسبة لمركز. أحسب عزـ العطالة الذاتي لقرص نصؼ قطره 

 الحؿ:

   ∬       

 

     

 ىك القرص.  حيث  

 كذلؾ لتسييؿ الحساب.    لحساب ىذا التكامؿ ننتقؿ إلى الإحداثيات القطبية 

| |        }   ك             ،     
       

 

 كمنو:  

   ∫ (∫     
  

 
)

  

 
   ∫ *

  

 
+
 

   

 
    ،    

    

 
. 

 11.ملاحظة



نما كانت دالة ما في المتغيريف  γأم إذا كانت    ك إذا لـ تكف الكثافة السطحية تساكم الكاحد كا  فإف كتمة العنصر         
نحك الصفر، فإف عزـ العطالة الذاتي لمشكؿ المستكم بالنسبة     عندما يؤكؿ أكبر قطر لمعنصر             تككف مساكية     

 يساكم:إلى المبدأ 

    ∬             

 

     

 11.مثال
 أحسب عزـ العطالة الذاتي لممادة ذات الشكؿ المستكم المحدكد بالمنحنيات ذات المعادلات:

     ،         ،          
γ، عمما أف الكثافة السطحية في كؿ نقطة ىي:     بالنسبة إلى المحكر   كما يكضح الشكؿ:    

 
 

    ∬   

 

     

 الحؿ:

     ∫.∫      

√  

 

/

 

 

   

 )كحدة عزـ العطالة(

    ∫*
  

 
  +

 

√   

 

   
 

 
∫  

 

 

        
 

 
*
   

 
 

  

 
+
 

 

 
 

  
 

 .حساب إحداثيات مركز ثقل الشكل المستوي5.1
يتحدد   فإف إحداثيتي مركز ثقميا ،           ذات الكتؿ             إذا كانت لدينا مجمكعة مف النقط المادية 

 بالعلاقة:

   
∑    

∑  
            

∑    

∑  
 

 . نعيف الآف إحداثيتي مركز ثقؿ الشكؿ المستكم 
تككف    Δكنعتبر أف الكثافة السطحية تساكم الكاحد، إذف كتمة العنصر    Δنقسـ ىذا الشكؿ إلى مساحات صغيرة أكلية كلتكف 

 لمساحتو. مساكية



ذا اعتبرنا بالتقريب أف كتمة المساحة الأكلية    ، فإنو يمكف اعتبار الشكؿ          تككف مركزة في نقطة ما مف نقطيا    Δكا 
 مجمكعة مف النقط المادية، كعندئذ يحدد إحداثيتا مركز ثقؿ ىذا الشكؿ بالتقريب كما يمي:

   
∑   

 
      

∑    
 
   

     

 ك

   
∑   

 
      

∑    
 
   

 

تتحكؿ المجاميع التكاميمية في البسطيف كالمقاميف إلى تكاملات ثنائية فنحصؿ عمى العلاقتيف       كبالانتقاؿ إلى النياية عندما 
 الدقيقتيف لحساب إحداثيتي مركز ثقؿ الشكؿ المستكم.

   
∬      

 

∬     
 

         
∬      

 

∬     
 

                                                

γ( تظؿ صحيحة في حالة الكثافة السطحية تساكم ثابت، أما إذا كانت الكثافة السطحية متغيرة أم: 20العلاقتاف) فإف         
 العلاقتيف المناظرتيف تككناف عمى الصكرة:

    
∬            

 

∬           
 

         
∬            

 

∬           
 

                        

 
 11.مثال

 حيث معادلة القطع الناقص ىي:.عيف إحداثيتي مركز ثقؿ ربع القطع الناقص 
  

  
 

  

  
   

 
 الحؿ:  

   
∬      

 

∬     
 

         
∬      

 

∬     
 

 

 ىي الكثافة السطحية. γحيث         γىك مركز الثقؿ إذا          نفرض أف 

   ∬    

 

 ∫

(

 
 

∫   

 
 
√     

 

)

 
 

 

 

   ∫[ ] 

 
 
√     

 

 

   



 ∫
 

 
√     

 

 

   
 

 
∫√       

 

 

 

 : نضع
        

 ـيستمز 
  

 
           

             
} 

∫√          

 

 
 

             ∫√           

 

 
 

         ∫  √       

 
 

 

       

   ∫      

 
 

 

   

    عندما يككف        )لأف 
 

 
) 

   ∫
       

 

 
 

 

     [
 

 
  

     

 
]
 

 
 
   [

 

 

 

 
]  

 

 
    

   
 

  

∬     

 

  
 

  

∫

(

 
 

∫    

 
 
√      

 

)

 
 

 

 

   
 

  

∫
  

 

 

 

√         
 

  

 

 
∫√     

 

 

    

 نضع:

 
 

 
                                 

   
 

  

 

 
∫ 

 

 
 

 
 

 

  

   
 

  

 

  
∫  

 
 

  

 

   

   
 

  

 

  

 

 
[ 

 
 ]

 

  

 
 

   

 

  

 

 
   

  

  
 

   
 

  

∬     

 

 
 

  

∫

(

 
 

∫    

 
 
√      

 

)

 
 

 

 

   
 

  

∫
 

 

  

  

 

 

          

 
 

  

 

 

  

  
*    

  

 
+
 

 

 
 

   
 
 

 
 
  

  
(   

  

 
) 



    
 

   

 

 

  

  

 

 
   

  

  
 

 . بعض التطبيقات في الكهرباء والمغناطيسية وميكانيك الموائع6.1

 حساب التدفق الكهربائي الذي يعبر سطح مستوي: .6.1.1

 14.مثال

، الذم يحتكم عمى شحنة مكزعة عمى شكؿ قرص         المبيف في الشكؿ   ما ىي قيمة التدفؽ الكيربائي الذم يعبر السطح 
τككثافتو    مستكم نصؼ قطره   

     

  
    ⁄   . 

    الشكؿ
 الحؿ:
Ψلدينا:   ∬  ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗

 
 :كثافة الشحنة.⃗ :التدفؽ،  حيث:  

    نستعمؿ الإحداثيات القطبية لأف عبارة كثافة الشحنة مكتكبة بدلالة المتغيريف 

  ∫ ∫
     

  
     

 

 

  

 

 

  ∫ *
     

 
 +

 

   

 

   ∫       

  

 

   

 ∫          

  

 

   [ ] 
   

 

 
[     ] 

       

 حساب الحقل الكهربائي:.1.6.1
في  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  عمى الصفيحة، تنتج حقلا كيربائيا عنصريا    عندما تككف شحنة مكزعة عمى سطح صفيحة، فإف كؿ شحنة عنصرية 

 أم:  نقطة ما، كلتكف 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
  

      
  ⃗⃗ ⃗⃗  

⁄      إذا كانت لدينا كثافة الشحنة السطحية    كلـ تكف ىناؾ شحنات أخرل في المنطقة، فإف الحقؿ الكيربائي في النقطة   
 يككف كما يمي:

  ∬
    

      
 

   

 .مكضح في الشكؿ التخطيطي كما ىك         حيث 



 الشكؿ                                       
 حساب التيار الكهربائي 1.6.1

 :في الشكؿ   كالتي تعبر السطح   إذا أعطيت لنا كثافة التيار 

 
 فإف التيار يمكف الحصكؿ عميو كما يمي:

              ∬    

 

 

 ليس بالضركرة سطح مستكم.  كالسطح   ليس بالضركرة منتظـ عمى السطح   حيث 
 15.مثال

 .        أكجد قيمة التيار المار في السمؾ الاسطكاني كما في الشكؿ 
 حيث كثافة التيار ىي:

 ⃗                ⃗⃗ ⃗⃗     ⁄   
 .     كنصؼ قطره ىك:

الشكؿ   
 الحؿ:

 ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗    كمنو:   نختار مقطع السمؾ 

  ∫ ∫             

     

 

                       

  

 

 

 حساب التدفق المغناطيسي.4.6.1
 كما يمي:  الذم يعبر السطح  Φيعرؼ التدفؽ المغناطيسي 

Φ  ∬ ⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗

 

 

 حيث:
⃗⃗ كثافة التدفؽ المغناطيسي، ك ⃗⃗      ⃗⃗⃗  
 نفاذية الكسط.  شدة الحقؿ المغناطيسي،  ⃗⃗⃗ 

 ق( القكة المؤثرة عمى سطح مائع في حالة سككف:



 عندما يككف لدينا مائع )سائؿ( في كعاء كما يكضحو الشكؿ 

 الشكؿ                                  
 في المائع الساكف.      حيث قكة المزكجة معدكمة 

 يؤثر المائع المتكاجد في الكعاء بقكل عمى جكانبو متجو نحك الخارج. 
 معامؿ التناسب.  ، كليكف ⃗⃗⃗⃗⃗  ، الناتجة عف المائع متناسبة مع ⃗⃗⃗⃗⃗  المؤثرة في عنصر السطح  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  كمف ناحية أخرل القكة 

   
    

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗

  
   ⃗⃗    ⃗⃗ 

 يصبح لدينا: 
  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗  

 أم أف

 ⃗  ∬ 

 

  ⃗⃗⃗⃗⃗ 

 كىذا في عدـ كجكد احتكاؾ.   الضغط عمى السطح   حيث 
 ك(التدفؽ لمائع في حالة حركة:

 
 بالكتمةالتدفق  (1

 بالكمية  نسمي التدفؽ بالكتمة التدفؽ الكتمي عبر السطح 
   ∬     

  . 
 (التدفق في الحجم 1

 بالكمية :  نسمي التدفؽ في الحجـ التدفؽ الحجمي عبر السطح 

   ∬  

 

   

 عنصر مف السطح.   عمى منتصؼ السطح العنصرم،   ⃗ إسقاط السرعة    الكتمة الحجمية لممائع،  ρحيث 
  الثنائيةالتكاملات  دساتير حساب حوصمة .7.1

[        ]  المنطقة .في حالة 1  فاف   منطقة التكامؿمستطيؿ  [          ] 

∬           

 

     
   

          

  
∑  (  

   

 
    

   

 
 *

 

     

 

 



 معرفة كمستمرة عمى المربع :        إذا كانت المنطقة 

  {〈   〉            } 

 فاف :
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   ك   ،  حيث:       ك    ،        ،        محدكدة بالمنحنيات   .نفرض أف المنطقة 1

 .    مثؿ ما سبؽ بالمنطقة المنتظمة في اتجاه المحكر  .نسمي المنطقة [   ]مستمرتاف عمى المجاؿ              ، 

 عندئذ :

∬       
 

     ∫. ∫         

     

     

/

 

 

   

 كمحدكدة بالمنحنيات ذات المعادلات:     منتظمة في اتجاه المحكر   إذا كانت المنطقة المغمقة  .1

 .عندئذ             ك     عمما أف                                        

∬      

 

     ∫. ∫       

     

     

  /

 

 

   

 . نظرية المتوسط  4

   ك   ،  حيث:       ك    ،        ،        محدكدة بالمنحنيات   .نفرض أف المنطقة 

يساكم   ذات مساحة   عمى المنطقة   إف )التكامؿ الثنائي( لمدالة المستمرة .[   ]مستمرتاف عمى المجاؿ              ، 
 أم:  مف المنطقة   في قيمة الدالة في نقطة ما   حاصؿ ضرب المساحة 

∫. ∫         

     

     

/

 

 

          

 مستطيؿ  إذا كانت المنطقة  .5

  ,      
   

            - 

 عمى الشكؿ       إذا أمكف كتابة 

                 

 فإف:



∬      

 

     ∬         

 

     .∫      

 

 

/  .∫      

 

 

/ 

 . الانتقال من إحداثيات معطاة إلى إحداثيات أخرى كيفية 6

دالتاف لمتغيريف جديديف     كنفرض أف الإحداثييف   المحدكدة بالمنحنى   لدينا المنطقة المغمقة       نفرض أف في المستكم 
 :  ك  

                                                                                  

 .      في المستكم    صكرة المنطقة    ، مستمرتاف كليما مشتقات مستمرة في منطقة ما     عمما بأف الدالتيف 

 المحدد اليعقكبية  يأخذ بقيمتو المطمقة كنكتب الرمز كما يمي: 

  |
  

  
  
  

  
  

  
  
  

  

 |  |
  

     

  

     
 

  

     

  

     
|     

 عندئذ 

∬      

 

   ∬ [             ]

  

|
  

  
   

  

  
   

 
  

  
   

  

  
   

|          

 . الانتقال من الإحداثيات الكارتيزية إلى الإحداثيات التآلفية.7

 التبديؿ التآلفي ىك:المنطقة المشكمة كمتكازم أضلاع .    لتكف 

   cbvaux     

   ك 

cvbuay  

 بحيث 

    DyxRvu  ,:, 2 

 عادة مستطيؿ أك مربع.

 فاف  :    

                          


 dudvvvbuacbvaufbabadxdyyxf
D

,,  

 ية إلى الإحداثيات القطبية.ديكارتالانتقاؿ مف الإحداثيات ال .8



 المنطقة الدائرية :    لتكف 

 
















 21

2222 ,:, 
x

y
arctgyxyxD 

 نضع :

                

 .  الدائرية  إلى منطقة مستطيمو جديدة   كبالتالي تتحكؿ المنطقة 

  21,:,  D 

 ك

  |

  
    

  
  

  
    

  
  

|    

 كبالتالي: 

∬      

 

     ∫ ∫                 

 

 

  

  

   

 إلى الإحداثيات القطبية. يةديكارتالالانتقاؿ مف الإحداثيات  .9

 المنطقة الدائرية :    لتكف 

     
















  2

22

1,:, yx
x

y
arctgyxD 

 نضع :

                

 

 .  الدائرية  إلى منطقة مستطيمو جديدة   كبالتالي تتحكؿ المنطقة 

        ,:, 21D 

 ك

  |

  
    

  
  

  
    

  
  

|    



 كبالتالي: 

∬      

 

     ∫ ∫                  

     

     

 

 

   

 . ..مساحة القرص  الذم نصؼ قطره 11

  2220:, ryxyxD  

 نمخص قانكف المساحة  كالآتي : 

     ∫ ∫   

 

 

  

 

   ∫   ∫   

 

 

  

 

     

 كحده مربعو.

 مساحة منطقة مستوية .11
التعبير عف ىذه المساحة كما فإنو يمكف      بحيث       ك     منتظمة، محصكرة بيف بياني الدالتيف  إذا كانت المنطقة 

 يمي:

  ∬    

 

 ∫. ∫   

     

     

/

 

 

   

 كبإجراء التكامؿ ما بيف قكسيف نحصؿ عمى:

  ∫[           ]

 

 

   

 كحده مربعو.

  الحجم .11
لجسـ محدكد بالسطح   إذا أردنا حساب حجـ     ، في المستكم  دالة مكجبة في المنطقة              لتكف 

، فيككف     كمكلداتو مكازية لممحكر  ، كالسطح الأسطكاني الذم يككف دليمو حدكد المنطقة    كالمستكم          
 أم:  في المنطقة   مساكيا لمتكامؿ الثنائي لمدالة 

 

  ∬      

 

     

 كحده مكعبو.

 

 



 مساحة السطح .14

،         الشكؿ أسفمو ، حيث السطح معطى بالدالة ذات المعادلة   لنفرض أننا نريد حساب مساحة السطح المحدكد بالمنحنى 
 كىي مستمرة كليا مشتقات جزئية مستمرة.

 :مساحة السطح كمنو

  ∬√  (
  

  
*
 

 (
  

  
*
 

 

                                                     

 .     عمى المستكم          ىك إسقاط السطح   حيث كحده مربعو. 

 لمكرة التي معادلتيا  أحسب مساحة السطح  .15
             

 في ىذه الحالة:
  

  
 

  

√        
     ك   

  
 

  

√        
 

   ∫ .∫
 

√    

 

 

   /

  

 

     ∫ * √     +
 

 
  

 

     ∫    

  

 

      

 كحده مربعو.
 عزم العطالة الذاتي لمساحة الشكل المستوي .16

 عزـ العطالة الذاتي لمشكؿ المستكم بالنسبة إلى المبدأ ىك:

   ∬       

 

     

 عمى الترتيب حيث:          بالنسبة إلى المحكريف   عزمي العطالة الذاتي لمشكؿ 
       ∬   

 
      

 ك 
      ∬   

 
     

 . إحداثيتي مركز ثقؿ الشكؿ المستكم  .17

   
∬      

 

∬     
 

                
∬      

 

∬     
 

                                         

 بالنسبة إلى المبدأ ىك:      ρبكثافو    عزـ العطالة الذاتي لمشكؿ المستكم .18

   ∬       

 

ρ          

 عمى الترتيب حيث:          بالنسبة إلى المحكريف   عزمي العطالة الذاتي لمشكؿ 
       ∬   

 
            



 ك 
      ∬        

 
     

 .دستور قرين عمى القرص الممموء الأول19

. القرص  الذم نصؼ قطره    2220:, ryxyxD     : الذم حافتو الدائرة  222:, ryxyxC  

 نمخص قانكف المساحة  كالآتي : 

                

                       

       

∮                   

 

∬(
  

  
 

  

  
*

 

     

 .دستور قرين عمى القرص الممموء الثاني .11

. القرص  الذم نصؼ قطره   2220:, ryxyxD     : الذم حافتو الدائرة  222:, ryxyxC  

 نمخص قانكف المساحة  كالآتي : 

                

                       

       

∮       (
  

  
   

  

  
  *  

 

  ∬      (
   

   
 

   

   
 

  

  

  

  
 

  

  

  

  
)

 

     

 مف الكاضح : 

∮       (
  

  
   

  

  
  *  ∮       

  

  
         

  

  
  

  

 

 ثـ نطبؽ دستكر قريف الأكؿ.

تكامؿ منحنياتي عمى الدائرة حافة يفيد في حساب تكامؿ ثناءم عمى القرص المممكء بتحكيمو الى  29ىذا الدستكر أم د ستكر قريف 
 القرص .

. . القرص  الذم نصؼ قطره 11  2220:, ryxyxD     : الذم حافتو الدائرة  222:, ryxyxC  

 نمخص قانكف المساحة  كالآتي : 



                

                       

       

 بتطبيؽ دستكر قريف 

∮                   

 

∬(
  

  
 

  

  
*

 

     

 فاف 

∬         

 

     ∮               ∫         
  

 
 

θ     ∫        
  

 

 

 الى الاحداثيات الألبسويدية. الإحداثيات الديكارتيه  من الانتقال .11

 : الديكارتيو ذك المعادلة أليبسكيػػػػد D لنقترح 

 








 01:,
2

2

2

2
2

b

y

a

x
RyxD 

 التبديؿ ىك: 

vbuyvaux sin,cos  

abududvdxdy  

20,10  vu 

 ما يمي:الاحداثيات الألبسكيدية. ىػػك قانكف 

   abududvvbuvaufdxdyyxf
D

  

2

0

1

0

sin,cos, 

 الألبسويديةالإحداثيات الدائرية الى  من الانتقال.11

 : الديكارتيو ذك المعادلة أليبسكيػػػػد D لنقترح 

 








 01:,
2

2

2

2
2

b

y

a

x
RyxD 

 التبديؿ ىك: 

bvyaux  , 



abdudvdxdy  

 ك

122  vu 

 ما يمي:. ىػػك الدائرية الاحداثيات الألبسكيديةقانكف 

   dudvbvaufabdxdyyxf

vuD






122

,, 

 كيفيه احداثيات الإحداثيات الديكارتيه الى  من الانتقال.14

 : الحيز المحصكر الآتيD لنقترح 

  1,0,0,0,:, 222  xyxyyxbxyaRyxD 

 التبديؿ ىك: 

22, xyvxyu  

y

y
dudv

2
 dxdy

y

x

2

2  

10,  vbua  

 dxdyyxdudv 222   

 ما يمي:ىػػك الكيفيو ىذا  الاحداثياتقانكف 

    dudvvufdxdyyxxyxyf

b

aD

  

1

0

2222 ,
2

1
, 

  تطبيق نموذجي .15

 : الحيز المحصكر الآتيD لنقترح 

  1,0,0,0,:, 222  xyxyyxbxyaRyxD 

 التبديؿ ىك: 

22, xyvxyu  

y

y
dudv

2
 dxdy

y

x

2

2



 ,    10,  vbua ,     dxdyyxdudv 222   



 ما يمي:الاحداثيات الكيفية ىػػك قانكف 

    dudvvufdxdyyxxyxyf

b

aD

  

1

0

2222 ,
2

1
, 

 التكامؿ الثنائي :

    
D

xy
dxdyyxxy 2222 

 المعادلة الكارتزيو  المحصكر. ذكالحيز  Dعمى  

  1,0,0,0,:, 222  xyxyyxbxyaRyxD 

 باستخداـ الدستكر أعلاه فاف :

    
D

xy
dxdyyxxy 2222 = 

1

1
ln

2
1
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1

2

1

2

1
1

0

1
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نظريات و نماذج وحمول ــةالثلاثيت لاــلتكاما: ثــانـــم انثـــــــانفص  

 .عمى    سنعرؼ التكامؿ الثلاثي لمدالة  ة معرفة كمستمرة عمى دالال 〈     〉 ك     الجسـ مف  ليكف

 عمى متوازي السطوح  . تعريف التكامل الثلاثي1.1

 ةاعتبرنا متكازم السطكح المحدد بالمستكيات الست  تعريؼ التكامؿ الثلاثي يكازم تعريؼ التكامؿ الثنائي، فإذا

                                     

 (1الشكل)

 



ذا كانت الدالة  إلى   ، فإنو بصكرة مشابية لمتكامؿ الثنائي تقسـ المنطقة المجسمة  معرفة في المنطقة المغمقة          كا 
ذا كانت        متكازيات السطكح بمستكيات مكازية لممستكيات الإحداثية ذا  تمثؿ متكازيات السطكح في            . كا  ، كا 

 ، فإف:  في أم مكاف مف              كباختيار النقطة       بػػػ    رمزنا لحجـ متكازم السطكح 

∑           

 

   

                                                                               

 يككف قيمة تقريبية لمتكامؿ الثلاثي

∭        

∑

   ∫ ∫ ∫         

  

  

      

  

  

  

  

 

[           ]    لمتكازم السطكح المنطقةفي حالة   [          ] يصبح مف  ريمانفاف دستكر   منطقة التكامؿ [         ] 
 الشكؿ :

 

∫ ∫ ∫         

  

  

      

  

  

  

  

  

    
   

                        

  
∑ ∑∑ 

 

   

(    
      

 
     

     

 
     

      
 

 *

 

   

 

   

 

 فاف   منطقة التكامؿمربع   [        ]  المنطقة في حالة 

∭               

[         ] 

     
   

 

  
∑∑∑ 

 

   

(
 

 
 
 

 
 
 

 
*

 

   

 

   

 

 عمى سبيؿ المثاؿ 

    
   

 

  
∑∑∑ 

     
 

 

   

 ∭             

[         ] 

 

   

 

   

 

 أم أف :

    
   

 

  
∑∑∑ 

     
 

 

   

 ∫     ∫     ∫            
 

 

 

 

 

 

 

   

 

   

 

. أحسب التكامؿ الثلاثي  15 مثـال A
dxdydzzyxf  دالة مستمرة  كىذا لمػا : fنفرض أف  ,,

  ,3,, yzxzyxf        31,21,10:,,  zyxzyxA  



 مف الكاضح أف متكازم السطكح مف السيؿ حساب التكامؿ عميو فالمتغيرات مستقمة ككؿ منيا يمسح مجاؿ محدد كمنو الاجابه . 

    dxdydzyzdxdydzxdxdydzyzxdxdydzzyxf
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 أكجد قيمة التكامؿ : :16مثال 

∭    

 

       

 المكعب المحدد بالمستكيات التالية:  حيث أف 
                           ك     

 الحؿ:

 ∭    

 

   ∫∫ ∫    

 

  

        

 

 

 

 

 

  ∫∫    

 

 

     

 

 

 

 ∫        

 

 

   

 
 

 
 

 

 
       

 محددة كما يمي:   المنطقةإذا كانت 
                                          

 .(2)كما ىك مكضح في الشكؿ

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الثلاثي تغيير ترتيب التكامل 1.1

التكامؿ، كذلؾ الحاؿ في التكامؿ الثلاثي يككف لمترتيب رأينا أىمية ترتيب التكامؿ الثنائي، حيف يتعذر في بعض المسائؿ إجراء عممية 
 كما يمي:   أىمية كبيرة. فإذا كانت المنطقة

  {                                             } 

 (3أنظر الشكؿ)

 

 يمكف كتابتو كما يأتي:   فإف تكامؿ الدالة عمى المنطقة

∭        

 

   ∫ ∫ ∫         

       

       

        

     

     

  

 

 

∭ 𝑓 𝑥 𝑦 𝑧 

⬚

 

𝑑𝑉  ∫ ∫ ∫ 𝑓 𝑥 𝑦 𝑧 

𝑟  𝑥 𝑦 

𝑟  𝑥 𝑦 

𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑞 𝑥 

𝑝 𝑥 

𝑏

𝑎

 

 7نظرية 

 معرفة بالمنحنيات التالية: 𝑆نفرض أف المنطقة 

     𝑟  𝑥 𝑦  𝑧  𝑟  𝑥 𝑦         𝑝 𝑥  𝑦  𝑞 𝑥            𝑎  𝑥  𝑏 

 تككف متصمة. 𝑟  𝑟  𝑞 𝑝حيث أف الدكاؿ 

ذا كانت الدالة   ، فإف: 𝑆متصمة في المنطقة  𝑓كا 

 



 عمى الصكرة التالية:   إذا كانت المنطقة ، 4بطريقة مخالفو كما في الشكؿ 
  {                                               } 

 

  يكتب كما يأتي:   فإف التكامؿ الثلاثي لمدالة

 
∭         

 
   ∫ ∫ ∫         

       

       
        

     

     

   

  
             

     

∫يمكف حساب التكامؿ المعمـ  11ملاحظة     
  

 

 
 ببساطو أكثر كمما ذىبنا بعيدا في التكامؿ المضاعؼ لنضرب مثالا حيا     

∭  (        )      

  
 

 (∫     
  

 

 

)

 

 

 تحدد العلاقة مف المعادلات التالية: احداثيات الكركيو  كالتحكيؿ كـ يمي : ـباستخدامف جية ثانيو 

   {                               }   
                             ك             

            

 حيث أف:

ρ             
 

 
           

 

 
 

∭  (        )      

  

 ∫ ∫ ∫                 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

∫     
  

 

 

 

∭  (        )      

  

 
 

 
        

 
 (       ∫     

  
 

 

)  
 

 
∫     

  
 

 

 



 . كحيث  أف    لما 

∭  (        )       ∭  (        )      

  
   

 

 .    لما 

 كمنو

(∫     
  

 

 

)

 

 
 

 
∫     

   ∫     
   

√ 

 

 

 

 

 

 

 كمنو نستنتج اف 

∫     
   

√ 

 

 

 

 

 كالحجـ. الكتمةنحتاج الى تعريفي 

 بالكحدة  يساكم       (الكتمة: 1

 تمثؿ الكثافة عمى كحدة الحجـ، فإف:        ρإذا كانت الدالة 

     ∭        

 

   

 بالكحدة مكعبو يساكم          (الحجـ: 2

 ، فإف:          إذا كانت 

     ∭  

 

 

∭   أكجد قيمة التكامؿ  17مثال         
 

   

     حيث أف    كفي المستكم          ك    لكؿ        ك       المجسـ بيف السطحيف   حيث أف

 .      ك       ك   

 ( يمكف كتابة حدكد التكامؿ كما يأتي:5كما ىك مكضح في  الشكؿ) الحل:

  ∫∫ ∫       

  

   

 

 

 

 

         

 أم أف:  ثابتيف كنكامؿ بالنسبة لممتغير     ك كلإيجاد قيمة التكامؿ الثلاثي نعتبر أكلا المتغيريف 



  ∫∫              

 

 

     

 

 

 

 ثابتا:  كنعتبر  كالخطكة الثانية نكامؿ بالنسبة لممتغير 

  ∫(   
 

 
  *

 

 

   ∫(
 

 
  *

 

 

   
 

  
  |

 

 

 
 

  
 

 

 : حجـ الكرةأكجد  18مثال 

  {                   } 

 لنرسـ حدكد التكامؿ كما يمي :  نستخدـ النظريات السابقو   الحل:

 √          √        

              √       √            

 فحجـ الكرة يساكم 

     ∭   

 

∫ ∫ ∫   

 √       

 √        

     

√     

 √    

  

  

 

 يمكف حساب الحجـ بطريقو اسيؿ كىي 

      ∫ ∫ √       

       

     

 نستخدـ الاحداثيات الفطبيو : 

                                      π 



      ∫ ∫ √    
 

 

      
 π

 

 
 π

 
[      

 
 ]

   

   

 
 π

 
    

 19مثال 

            كالمستكييف      أكجد حجـ المجسـ المحدد بالأسطكانة

     فكؽ المستكم       ، كاضح أف المستكم  لتحديد حدكد التكامؿ، نرسـ مسقط المجسـ في المستكم  الحل:
 (  )المستكم

 كلذلؾ

  ∫ ∫ ∫         

    

 

 

  

 

  

 

 ∫ ∫          

 

  

 

  

 

 ∫(   
 

 
  *|

  

 

  

 

  

 

 ∫(      
 

 
  *

 

  

   

    
 

 
   

 

  
  |

  

 

 

    
  

 
 

  

  
        

 تغيير انمتغير في حساب انتكامم انثلاثي  انحانة انعامة .1.1

 : يمكف التفكير فييا كالدالة التالية              المنطقة ك في الفضاء Gنفرض أف 

                             

لمعادلات قابمة لمتفاضؿ عؿ الصكرة        الى المنطقة في الفضاء  حكلت احاديا       في الفضاء G معرفة عمى المنطقة  
 التالية:

                                 

            مف الرتبة الاكلى متصمة فإف التكامؿ الدالة       اذا كانت مشتقات الدكاؿ       ام دالة معرفة عمى في الفضاء 
 يعرؼ كما يمي  عمى 



∭                  

 

∭         |          |        

 

 

 يعرؼ كما يمي:            حيث أف : 

 

          
        

        
 

|

|

  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

  

|

|
 

 

في الحقيقو يحسب التكامؿ الثلاثي بطرؽ أخرل كمف بينيا نظرية تبديؿ المتغير كمف أشير التبديلات ىي الاحداثيات الأسطكانيو ك 
الإحداثيات الأسطكانية كالكركية تعتبر حالات خاصة مف طريقة تغيير المتغيرات في  اثيات الالبسكيديو.الأحداثيات الكركيو ك الأحد

 التكامؿ الثلاثي أك تحكيؿ المناطؽ في ثلاثة أبعاد .

 تطبيق نموذجي 

 :نعتبر المنطقة   

  {                           } 

 لنحسب التكامؿ :

           ∭                      

 

 

 التحكيؿ المناسب ىك :

      ك        ك         

 الى المنطقو :  التحكيؿ يحكؿ المنطقو 

  {                         } 

 كحيث أف :

         ك           ك      

 يعرؼ كما يمي:            حيث أف : 



          
        

        
    |

      
           

    
|      

 كمنو :

           ∭                                       

 

 

 كبالتالي :

           ∫               
 

 

  ∫       
 

 

        ∫           
 

 

 

 كحيث أف :

       ∫               
 

 

 
        

      
 

 كمنو :

           
                                          

                              
 

 يذكر اف :

          

 عدد صحيح مكجب.  كىذا لما 

 ة والتكامل الثلاثييالإحداثيات الأسطوان 4.1

 الإحداثيات الأسطكانية كسنناقش الآف نظاـ الإحداثيات الأسطكانية.مف المسائؿ في ثلاثة أبعاد يمكف التعامؿ معيا باستخداـ كثير 

 الإحداثيات الأسطوانية

انظر     مف المستكل   كالمسافة الأفقية الإتجاىية    في المستكل       تحدد بالإحداثيات القطبية   في ىذا النظاـ النقطة
 .الشكؿ المرفؽ 



 

 .        ليا تمثيؿ كحيد أك مفرد   ليست عمى محكرلكؿ نقطة         ,     حيث أف

 العلاقة بيف الإحداثيات الأسطكانية كالمستطيمة:

 تحدد العلاقة مف نظامي المعادلات التالية:

                    

      ك   يحدد مف إشارتي θ كمكقع الزاكية

في الدالة          باستخداـ الإحداثيات الأسطكانية كخاصة عندما يظير التعبيركالتكامؿ الثلاثي يمكف التعامؿ معو بسيكلة 
 يمكف التعبير عنيا بسيكلة باستخداـ الإحداثيات القطبية.   المكاممة أك حدكد التكامؿ كالمنطقة

 :  حيث أف الجاككبيبفي الفصؿ الثاني البند الرابع يمكف تعميميا إلى التكامؿ الثلاثي  7كالنظرية 

                                                         

        
   

 كالإحداثيات الأسطكانية تكتب عمى الصكرة التالية:         كالعلاقة التي تربط بيف التكامؿ الثلاثي بالإحداثيات المستطيمة 

∭       

    

   ∭                |
        

        
|

    

         

 

 

 التكامؿ :  أكجد  11مثال 



∭√     

 

   

          كمف الجكانب بالأسطكانة    ، كمف أسفؿ بالمستكم      المحدد مف أعمى بالمستكم   حيث أف المجسـ

 كلذلؾ      ك        :  أم أف 4 عبارة عف دائرة نصؼ قطرىا    في المستكم   لاحظ أف المنطقة الحؿ:

∭√     

 

   ∫ ∫ ∫    

       

 

            

 

 

  

 

 ∫ ∫  [ ] 
       

 

 

  

 

     

 ∫ ∫                

 

 

  

 

 ∫ (
 

 
   

 

 
      *|

 

 

  

  

 

 

 ∫ (
   

 
       *   

  

 

 (
   

 
          

   
   

 
          

 :  التكامؿ الثلاثي  أكجد  11مثال 

∫ ∫ ∫   

 

        

        

√    

 √    

 

  

 

     أم 1 ىي دائرة نصؼ قطرىا    في المستكم   حدكد التكامؿ في التكامؿ الأكؿ كالثاني مف اليسار تبيف بأف المنطقة الحل:
 كلذلؾ

∫ ∫ ∫   

 

        

        

√    

 √    

 

  

 ∫ ∫ ∫       

 

  

        

 

 

  

 

 ∫ ∫          |  
       

 

 

  

 

 

 ∫ ∫                   

 

 

  

 

 

 ∫ (
 

 
        

 

 
       *  

  

 

 
 

 
∫      

  

 

   
 

  
∫          

  

 

  

 
 

  
(
 

 
       *|

 

  

 
 

  
     

 

 
 

∫ أكجد  11مثال  ∫ ∫  
√       

 
        

√    

 

 

 
 

 (.10عبارة عف ربع دائرة كما ىك مكضح بالشكؿ )    في المستكم   المنطقة الحل:



 

 :كلذلؾ

∫ ∫ ∫  

√       

 

        

√    

 

 

 

 ∫∫ ∫    

√    

 

        

 

 

 
 

 

 ∫∫
 

 
      

 

 

     

 
 

 

 

 ∫ (   
 

 
  *|

 

 

 
 

 

   
 

 
∫   

 
 

 

 
  

  
 

. أحسب التكامؿ الثلاثي  11مثال  A
dxdydzzyxf  دالة مستمرة  كىذا لمػا : fنفرض أف  ,,

  ,1,, 22 xyzyxf     20,1:,, 22  zyxzyxA  

                      الإحداثيات الأسطكانية: تحدد العلاقة مف نظامي المعادلات التالية:  الحل:

 بحيث 

                     

                        π       

 A
dxdydzzyxf ,, =∫ ∫ ∫         

 

 
                 

 

 
   

 

 

  

 
 

 :  الأسطوانة حجم 

  bzazyxzyxA  ,0:,, 222 

 تحدد العلاقة مف نظامي المعادلات التالية:

                    

 يحسب كما يمي : الأسطوانة  حجم 

 .       ليا تمثيؿ كحيد أك مفرد   لكؿ نقطة ليست عمى محكر         ,      حيث أف 



  ∭      

 

 ∫ ∫ ∫           ∫      
 

 

 

 

 

  

 

 

 

    
     

 
 

 كحده مكعبو.

 الإحداثيات الكروية والتكامل الثلاثي 5.1

 تشتمؿ عمى ما يأتي: المرفؽكما ىك في الشكؿ           الإحداثيات الكركية لمنقطة

 .ρالمسافة مف نقطة الأصؿ يرمز ليا بالرمز-1

 .  كمحكر ρ بيف   الزاكية -2

    في المستكم θ الإحداثيات القطبية لمزاكية -3

 

ρ: حيث أف                           

 كحيدة.   كبصكرة مماثمة للإحداثيات الأسطكانية كؿ نقطة لا تقع عمى محكر 

 العلاقة بيف الإحداثيات الكركية كالمستطيمة 

 تحدد العلاقة مف المعادلات التالية:
                                   ك             

              



       ك 
 

√        
 

 

 
           ك            

 

 
 

 أف:كبصكرة مماثمة للإحداثيات الأسطكانية نجد 

∭        

    

   ∭                            

    

|  |         

 حيث أف

  ‖
        

        
‖         

 أم أف :

                𝜙   

 بالتالي :

∭        

    

   ∫ ∫ ∫                                            
 

 

 

 

  

 

 

∫أكجد         14مثال  ∫ ∫       
 

 
        

 

 
 

  

 
 

 الحل:

∫ ∫∫      

 

 

        

 
 

 

  

 

 
 

 
∫ ∫     

 
 

 

     

  

 

  
 

 
∫ (

 

√ 
  *

  

 

   
  

 
(  

 

√ 
* 

∭أكجد قيمة التكامؿ     15مثال    
 

       

 .             ك            :  المجسـ بيف الكرتيف   حيث أف

 باستخداـ نص قانكف الاحداثيات الكركيو  الحل:

∭  

 

   ∫ ∫∫                    

 

 

        

 

 

  

 

 ∫ ∫(
 

 
  *|

 

 
 

 

               

  

 

 

 
   

 
∫ . ∫           

 

 

/

  

 

         
   

 
∫ .∫         

 

 

     /

  

 

        

  
   

 
∫ (     

 

 
     *|

 

 
  

 

        
   

  
∫       

  

 

 



 
   

  
[  

 

 
     ]

 

  

 
   

  
     

   

  
  

              :    كداخؿ الكرة            أكجد الحجـ الذم يقع فكؽ المخركط   16مثال 

 معادلة المخركط بالإحداثيات الكركية ىي: الحؿ:

ρ                 
 

 
 

 كمعادلة الكرة بالإحداثيات الكركية ىي:

ρ                   

 كىكذا فإف:

     ∫ ∫ ∫   

      

 

             

 
 

 

  

 

 
   

 
∫ ∫          

 
 

 

     

  

 

 

  
   

 
∫

(

 ∫     

 
 

 

     

)

 

  

 

    
   

 
∫ (     | 

 
 )

  

 

    
   

 
( 

 

 
*∫   

  

 

 

 (
   

  
)                

 : التكامؿ الثلاثي  أكجد 17مثال 

  ∫ ∫ ∫           

√       

√     

        

√    

 √    

 

  

 

، ىي   في المستكم    كالمنطقة        √    كالكرة       √   لاحظ أف المجسـ يقع بيف المخركط  : الحل
 معادلة المخركط: كباستخداـ الإحداثيات الكركية نجد أف:         عبارة عف دائرة

ρ              
 

 
 

 كمعادلة الكرة:

ρ       √  

 .       كىي عبارة عف دائرة فإف    في المستكم   المنطقةكبما أف 

 كلذلؾ



  ∫ ∫ ∫   

 √ 

 

(      )         

 
 

 

  

 

 
 

 
( √ )

 
∫ ∫     

 
 

 

     

  

 

 
 

 
( √ )

 
∫        | 

 
 

  

 

   

 
 

 
( √ )

 
(  

 

√ 
*∫   

  

 

 
  

 
   (√   )     

    

 
(√   ) 

 قيمة التكامؿ الثلاثي :أكجد    18 مثال

∭ 

 

   

 الذم يقع في الثمف الأكؿ             جزء مف الكرة   حيث أف

 ل:ـالح

∭ 

 

   ∫∫∫       

 

 

            

 
 

 

 
 

 

  
  

 
∫∫     

 
 

 

        

 
 

 

 

  
  

 
∫     |

 

 
    

 
 

 

 
  

 
∫    

 
 

 

 
   

  
 

 .        كفكؽ المخركط            المنطقة الكاقعة تحت الكرة    19مثال 

 يمكف كتابة معادلة الكرة عمى الصكرة التالية:

ρ                أك            

                                        :  كبما أف

  فإف معادلة المخركط تكتب عمى الصكرة التالية:
ρ               

 أك 

            

  إذف          كبما أف
 

 
 إذف:              كذلؾ.  

 ∫ ∫ ∫              

    

 

             

 
 

 

  

 

  
 

 
∫ ∫      

 
 

 

          

  

 

 



   
 

 
∫ ∫      

 
 

 

         

  

 

  
 

  
∫ (     |

 

 
 )

  

 

    
 

  
(
 

 
  *∫   

  

 

  

 ( 
 

  
*  ( 

 

 
*      

   

  
 

 والتكامل الثلاثيلبسويديه الإحداثيات الا  .6.1

 ذك المعادلة الكارتزيو  أليبسكيػػػػد. D لنقترح 

 








 01:,
2

2

2

2

2

2
2

c

z

b

y

a

x
RyxD 

 التبديؿ ىك: 

vcuzwvbuywvaux cos,sinsin,cossin  

vdudvdwabcudxdy sin2 

 20,0,10  wvu 

 ما يمي:الاحداثيات الألبسكيدية. ىػػك بيف أكلا أف قانكف 

    dwvdudvabcuvcuwvbuwvaufdxdydzzyxf
D    

2

0

2

0

1

0

sincos,sinsin,cossin,,
 

 الالبسويدي اكجد حجـ المجسـ الناقص   30مثال

  

  
  

  

  
  

  

  
   

 التبديؿ ىك: :  الطريقة الاولى

vcuzwvbuywvaux cos,sinsin,cossin  

vdudvdwabcudxdydz sin2 

 20,0,10  wvu 

 :حجـ ىذا الالبسكيد 

  abcvabcdwvdudvbcuadxdydz
D






3

4
cos

3

1
2sin 0

2

0

2

0

1

0









    



 كحدة مكعبو.

 الطريقة الثانيه :

 نستخدـ التحكيؿ:

      ك       ك     

 ام أف:       تكةف كرة في الفضاء        معادلة المجسـ الناقض في الفضاء 

            

πحجـ ىذه الكرة يككف  
 

 
 ( نجد أف:2كمف العلاقة )  

  |
   
   
   

|      

 كبـ أف محدد جاككبي مقدار ثابت اذف حجـ المجسـ الناقص يككف:

  
 

 
 π         

 كحدة مكعبو .

 أكجد  31مثال

∫ ∫∫
     

 
 

 

 

 
 
  

   

 

 

 

 

              

 مستخدما التحكيؿ:

  
 

 
       

 

 
            

                   :                كاضح اف الحل: 

 كما يمي:        في الفضاء   تحدد مف معادلات حدكد المنطقة       في الفضاء  Gالمنطقة 

  
 

 
     

  (
 

 
)        

        

        

        



        

 (2كيمكف ايجد محدد جاككبي مف العلاقة)

         |
   
   
   

| 

 (:1كالاف يمكف تطبيؽ لعلاقة )

∫ ∫∫
     

 
 

 

 

(
 
 
)  

   

 

 

 

 

             ∫ ∫∫     
 

 

 

 

 

 

 | |            

  ∫ ∫   
 

 

 

 

 

 

   | 
            ∫ ∫   

 

 

 

 

 

 

             ∫    
 

 

 

 
         

    
 

 
   

 

 
 | 

             

 معرفة بالمتباينات التالية:      منطقة في الفضاء  اذا كانت   32 مثال

                   
 فأكجد 

∭                   

 

 

 يفضؿ استخداـ التحكيؿ التالي:       في الفضاء   بعد فحص الدالة المكاممة كحدكد المنطقة :   لــالح

                     

 

  
 

 
      

 

 
          

           في الفضاء   تحدد التباينات حدكد المنطقة        حدكد المنطقة في الفضاء

            

             

            

 ( نجد أ.ف:2كبتطبيؽ العلاقة)

          
        

        
|

   
         

     
| 



 كبعد فؾ المحدد نحصؿ عمى:

  
 

  
 

 :السابقة الاف يمكف تطبيؽ العلاقة 

∫ ∫∫
     

 
 

 

 

(
 
 
)  

   

 

 

 

 

             ∫ ∫∫       
 

 

 

 

 

 

 (
 

  
*             

  

 
 

 
∫ ∫     

 

 

 

 

 

 

   

 
 | 

           
 

 
∫ ∫     

  

  

 

 

 

 

           

 ∫  
 

 

 

 
   

 

 
  
  

 
 | 

    ∫   
 

 
 

 

 
            | 

          

 يهالثلاثلات التكامفي حساب  مفاهيم فيزيائية .7.3 

 تمثؿ الكثافة عمى كحدة الحجـ، فإف:        ρإذا كانت الدالة :         : (الكتمة1

     ∭        

 

   

 كحده.

 ، فإف:          إذا كانت :           : (الحجم2

     ∭  

 

 

 كحده مكعبو .

 يعرؼ كما يمي:          بالنسبة لممستكيات    :  (عزم المجسم1

    ∭           
 

     

  ,        ∭           
 

     

    ∭          

 

   

 . تمثؿ كثافة المجسـ         ρحيث أف 

        ىك النقطة  مركز الكتمو :   (مركز الكتمة4



 حيث أف:

  
   

 
    

   

 
     

   

 
 

       بالنسبة لممحاكر  :  (عزم القصور الذاتي5

   ∭       

 

           

    ∭       

 

              

   ∭       

 

            

 . تمثؿ كثافة المجسـ          حيث أف

                     أكجد الحجـ الكاقع بيف السطحيف    33مثال 

    التي قاعدتيا قطع ناقص في المستكم السطحاف يتقاطعاف عند الأسطكانة  الحؿ:

               

 أك

             √      

 كلذلؾ.    √    :    فإف       كعندما 

  ∫ ∫ ∫         

       

      

√     

 √     

√ 

 √ 

 

 ∫ ∫            

√     

 √     

√ 

 √ 

      

 ( يمكف أف نبيف أف:ثابت  ) كبإجراء عممية التكامؿ بالنسبة لممتغير

  
 

 
∫        

 
 

√ 

 √ 

   

 ، نجد أف:       √   ، كىذا يتضمف      √  كباستخداـ التعكيض 



  
  √ 

 
∫      

 
 

 
 
 

   
  √ 

 
∫          

 
 

 
 
 

   

 كيمكف كتابة التكامؿ الأخير عمى الصكرة التالية:

 
  √ 

 
∫(         

 

 
         )

 
 

 
 
 

   

 التكامؿ نجد أف:كبعد إجراء 

  
  √ 

 
 
 

 
   √               

 كحده مكعبو .

 

           كالمستكييف      أكجد حجـ المجسـ المحدد بالأسطكانة   34 مثال

 .اعلاه المرفؽ ، انظر الشكؿ   لتحديد حدكد التكامؿ، نرسـ مسقط المجسـ في المستكم  الحؿ:

   (  )المستكم         فكؽ المستكم        :    كاضح أف المستكم

 كلذلؾ

  ∫ ∫ ∫         

    

 

 

  

 

  

 ∫ ∫          

 

  

 

  

 



 ∫(   
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 كحده مكعبو .

 معرفة كما يمي: Ωإذا كانت المنطقة  15مثال 

Ω  {                                } 

 فأكجد ما يأتي:

                           Ωحجـ المنطقة   أ(
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 الكتمة الكمية                                 ج(

 إذا كانت الكثافة : 

ρ                

 الحل:

 كما يمي:  يمكف إيجاد الحجـ  ( أ
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 كحده مكعبو .
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 مف جية أخرل 
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 الكتمة الكمية يمكف إيجادىا كما يمي:  ج(
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 كحده.

 التكاملات الثنائية و الثلاثيه لمحفظ والمراجعة حساب دساتيرل شاممه حوصمة.8.1

 معرفة كمستمرة عمى المربع :        .إذا كانت المنطقة 1

  {〈   〉            } 

[        ]  في حالة المنطقة   مستطيؿ منطقة التكامؿ  فاف  [          ] 

∬           
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 معرفة كمستمرة عمى المربع :        إذا كانت المنطقة 

  {〈   〉            } 

فاف :
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    ك   ،  حيث:       ك    ،        ،        محدكدة بالمنحنيات   .نفرض أف المنطقة 1

 .    مثؿ ما سبؽ بالمنطقة المنتظمة في اتجاه المحكر  .نسمي المنطقة [   ]مستمرتاف عمى المجاؿ              ، 

 عندئذ :

∬       
 

     ∫. ∫         

     

     

/

 

 

   

 كمحدكدة بالمنحنيات ذات المعادلات:     منتظمة في اتجاه المحكر   إذا كانت المنطقة المغمقة  .1

 .عندئذ             ك     عمما أف                                        

∬      

 

     ∫. ∫       

     

     

  /

 

 

   

 . نظرية المتوسط  4

    ك   ،  حيث:       ك    ،        ،        محدكدة بالمنحنيات   .نفرض أف المنطقة 

يساكم   ذات مساحة   عمى المنطقة   إف )التكامؿ الثنائي( لمدالة المستمرة .[   ]مستمرتاف عمى المجاؿ              ، 
 أم:  مف المنطقة   في قيمة الدالة في نقطة ما   حاصؿ ضرب المساحة 

∫. ∫         

     

     

/

 

 

          

 عمى الشكؿ        ا أمكف كتابة ، إذ{                        }  مستطيؿ   إذا كانت المنطقة  .5

                 

 فإف:
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 . الانتقال من إحداثيات معطاة إلى إحداثيات أخرى كيفية 6

دالتاف لمتغيريف جديديف     كنفرض أف الإحداثييف   المحدكدة بالمنحنى   لدينا المنطقة المغمقة       نفرض أف في المستكم 
 :  ك  

                                             



 .      في المستكم    صكرة المنطقة    ، مستمرتاف كليما مشتقات مستمرة في منطقة ما    υعمما بأف الدالتيف 

 كنكتب الرمز كما يمي: المحدد اليعقكبية  يأخذ بقيمتو المطمقة 
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 إلى الإحداثيات التآلفية.. الانتقال من الإحداثيات الكارتيزية 7

 التبديؿ التآلفي ىك:المنطقة المشكمة كمتكازم أضلاع .    لتكف 

   cbvaux     

   ك 

cvbuay  

 بحيث 

    DyxRvu  ,:, 2 

 عادة مستطيؿ أك مربع.

 فاف  :    

                          


 dudvvvbuacbvaufbabadxdyyxf
D

,,  

 ية إلى الإحداثيات القطبية.ديكارتالانتقاؿ مف الإحداثيات ال .8

 المنطقة الدائرية :    لتكف 
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 .  الدائرية  إلى منطقة مستطيمو جديدة   كبالتالي تتحكؿ المنطقة 

        ,:, 21D 
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 كبالتالي: 
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 ية إلى الإحداثيات القطبية.ديكارتالانتقاؿ مف الإحداثيات ال .11

 كبالتالي: 
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 . ..مساحة القرص  الذم نصؼ قطره 11

  2220:, ryxyxD  

 نمخص قانكف المساحة  كالآتي : 
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 كحده مربعو.

 .دستور قرين عمى القرص الممموء الأول11

. القرص  الذم نصؼ قطره    2220:, ryxyxD     : الذم حافتو الدائرة  222:, ryxyxC  

 نمخص قانكف المساحة  كالآتي : 
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بتحكيمو الى تكامؿ منحنياتي عمى الدائرة حافة يفيد في حساب تكامؿ ثناءم عمى القرص المممكء  29ىذا الدستكر أم دستكر قريف 
 القرص .

 

. . القرص  الذم نصؼ قطره 11  2220:, ryxyxD     : الذم حافتو الدائرة  222:, ryxyxC  

 نمخص قانكف المساحة  كالآتي : 
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 .دستور قرين عمى القرص الممموء الثاني 14

. القرص  الذم نصؼ قطره   2220:, ryxyxD     : الذم حافتو الدائرة  222:, ryxyxC  

 نمخص قانكف المساحة  كالآتي : 
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 مف الكاضح : 
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 ؽ دستكر قريف الأكؿ.ثـ نطب
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. . القرص  الذم نصؼ قطره 15  2220:, ryxyxD     : الذم حافتو الدائرة  222:, ryxyxC  



 نمخص قانكف المساحة  كالآتي : 

                

                       

       

 بتطبيؽ دستكر قريف 
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 حساب التكامؿ.ثـ نكمؿ 

 الى الاحداثيات الألبسويدية.  من الاحداثيات الديكارتيه الانتقال .16

 أليبسكيػػػػد.ذك المعادلة الكارتزيو  D لنقترح 
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 التبديؿ ىك: 

vbuyvaux sin,cos  

abududvdxdy  

20,10  vu 

 ما يمي:الاحداثيات الألبسكيدية. ىػػك قانكف 

   abududvvbuvaufdxdyyxf
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 الألبسويديةالى  القطبيهالإحداثيات  من الانتقال

 : الديكارتيو ذك المعادلة أليبسكيػػػػد D لنقترح 
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 التبديؿ ىك: 

bvyaux  , 

abdudvdxdy  
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122  vu 

 ما يمي:. ىػػك القطبيه لألبسويديةالاحداثيات اقانكف 

   dudvbvaufabdxdyyxf
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 كيفيه احداثيات الى  من الاحداثيات الديكارتيه الانتقال .17

 : الحيز المحصكر الآتيD لنقترح 
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 التبديؿ ىك: 
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        ما يمي:الاحداثيات الكيفيو ىػػك قانكف 
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 مساحة منطقة مستوية .19



فإنو يمكف التعبير عف ىذه المساحة كما      بحيث      Φك    Φمنتظمة، محصكرة بيف بياني الدالتيف  إذا كانت المنطقة 
 يمي:

  ∬    

 

 ∫. ∫   

     

     

/

 

 

   

 كبإجراء التكامؿ مابيف قكسيف نحصؿ عمى:

  ∫[           ]

 

 

   

 كحده مربعو.

  الحجم .11
لجسـ محدكد بالسطح   إذا أردنا حساب حجـ     ، في المستكم  دالة مكجبة في المنطقة              لتكف 

، فيككف     كمكلداتو مكازية لممحكر  ، كالسطح الأسطكاني الذم يككف دليمو حدكد المنطقة    كالمستكم          
 أم:  في المنطقة   مساكيا لمتكامؿ الثنائي لمدالة 

 

  ∬      

 

     

 كحده مكعبو.

 مساحة السطح .11

  الشكؿ أسفمو ، حيث السطح معطى بالدالة ذات المعادلة  Γلنفرض أننا نريد حساب مساحة السطح المحدكد بالمنحنى 

 ، كىي مستمرة كليا مشتقات جزئية مستمرة.      
 :مساحة السطح كمنو

σ  ∬√  (
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 (
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 .     عمى المستكم          ىك إسقاط السطح   حيث كحده مربعو. 

 لمكرة التي معادلتيا σمساحة السطح  .11
             

 في ىذه الحالة:
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 كحده مربعو.



 عزم العطالة الذاتي لمساحة الشكل المستوي .11
 عزـ العطالة الذاتي لمشكؿ المستكم بالنسبة إلى المبدأ ىك:

   ∬       

 

     

 عمى الترتيب حيث:          بالنسبة إلى المحكريف   عزمي العطالة الذاتي لمشكؿ 
       ∬   

 
      

 ك 
      ∬   

 
     

 . إحداثيتي مركز ثقؿ الشكؿ المستكم  .14

   
∬      

 

∬     
 

                
∬      

 

∬     
 

                                         

 اعتبرنا متكازم السطكح المحدد بالمستكيات الستة التكامؿ الثلاثي يكازم تعريؼ التكامؿ الثنائي، فإذا  .15

                                     

 يككف التكامؿ الثلاثي
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∑

   ∫ ∫ ∫         

  

  

      

  

  

  

  

 

 معرفة بالمنحنيات التالية:  نفرض أف المنطقة  .16

                                                     

ذا كانت الدالة           حيث أف الدكاؿ   ، فإف:  متصمة في المنطقة   تككف متصمة.كا 

∭        
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 كما يمي:  . فإذا كانت المنطقة  17

  {                                             } 

 يمكف كتابتو كما يأتي:  فإف تكامؿ الدالة عمى المنطقة 

∭        

 

   ∫ ∫ ∫         

       

       

        

     

     

  

 

 

 عمى الصكرة التالية:  ، إذا كانت المنطقة  4بطريقة مخالفو كما في الشكؿ  .18
  {                                               } 



 يكتب كما يأتي:   فإف التكامؿ الثلاثي لمدالة 

∭         
 

   ∫ ∫ ∫         
       

       
        

     

     

   

  
                 

 بالكحدة  يساكم        الكتمة: .19

 فإف:  تمثؿ الكثافة عمى كحدة الحجـ الجسـ         ρإذا كانت الدالة 

     ∭        

 

       

 ، فإف:          بالكحدة مكعبو يساكم  إذا كانت           الحجـ: 

     ∭      

 

 

  الديكارتيه الى الإحداثيات الأسطوانية من الاحداثيات الانتقال .11

 تحدد العلاقة مف نظامي المعادلات التالية:

                    

 .       ليا تمثيؿ كحيد أك مفرد   لكؿ نقطة ليست عمى محكر         ,    حيث أف 

∭       

    

   ∭                |
        

        
|

    

         

        حيث أف الجاككبي :                                                  

        
   

 :  الأسطوانة حجم 

  bzazyxzyxA  ,0:,, 222 

 تحدد العلاقة مف نظامي المعادلات التالية:

                    

 يحسب كما يمي : الأسطوانة  حجم 

 .       ليا تمثيؿ كحيد أك مفرد   لكؿ نقطة ليست عمى محكر         ,      حيث أف 

  ∭      

 

 ∫ ∫ ∫           ∫      
 

 

 

 

 

  

 

 

 

    
     

 
 

 كحده مكعبو.



  الديكارتيه الى الإحداثيات الكروية من الاحداثيات .الانتقال11

 العلاقة بيف الإحداثيات الكركية كالمستطيمة 

 تحدد العلاقة مف المعادلات التالية:
                                  ك             

            

 حيث أف:

     {                            } 

 كحيدة.  كبصكرة مماثمة للإحداثيات الأسطكانية كؿ نقطة لا تقع عمى محكر  

 حيث أف الجاككبي

  ‖
        

        
‖         

 أم أف :

                𝜙   

 ك

∭        

    

   ∭                            

    

| |          

 أم أف :

∭        

    

   ∫ ∫ ∫                                            
 

 

 

 

  

 

 

 تغيير المتغيرات في التكامؿ الثلاثي أك تحكيؿ المناطؽ في ثلاثة أبعاد . .11

 الطريقة مشابية لطريقة تغيير المتغيرات في التكامؿ الثنائي كما سيتضح فيما بعد . 

 : يمكف التفكير فييا كالدالة التالية              المنطقة ك في الفضاء Gنفرض أف  

                             

لمعادلات قابمة لمتفاضؿ عؿ الصكرة        الى المنطقة في الفضاء  حكلت احاديا       في الفضاء G معرفة عمى المنطقة  
 التالية:

                                 



            مف الرتبة الاكلى متصمة فإف التكامؿ الدالة       اذا كانت مشتقات الدكاؿ       ام دالة معرفة عمى في الفضاء 
 يعرؼ كما يمي  عمى 

∭                   ∭   
  

 

∭                  

 

∭         | |        

 

 

 يعرؼ كما يمي:          حيث أف : 
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 الى الاحداثيات الألبسويدية.  إ الديكارتيه الانتقال من الاحداثيات .11

 أليبسكيػػػػد.ذك المعادلة الكارتزيو  D لنقترح 
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 التبديؿ ىك: 

vcuzwvbuywvaux cos,sinsin,cossin  

vdudvdwabcudxdydz sin2 

 20,0,10  wvu 

 ما يمي:الاحداثيات الألبسكيدية. ىػػك قانكف 

    dwvdudvabcuvcuwvbuwvaufdxdydzzyxf
D    

2

0

2

0

1

0

sincos,sinsin,cossin,, 

 الالبسويدي  حجم المجسم الناقص 14

  

  
  

  

  
  

  

  
   

 التبديؿ ىك: 

vcuzwvbuywvaux cos,sinsin,cossin  



vdudvdwabcudxdy sin2 

 20,0,10  wvu 

 :حجـ ىذا الالبسكيد 
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 كحدة مكعبو.

 مركز الكتمة  .15

 حيث أف:        ىك النقطة  مركز الكتمو    . تمثؿ كثافة المجسـ         ρحيث أف          بالنسبة لممستكيات     

  
   

 
    

   

 
     

   

 
 

 تعرؼ كما يمي: 

    ∭          

 

       

,        ∭           
 

       

    ∭          

 

       

       :  بالنسبة لممحاكر  .عزم القصور الذاتي16

   ∭       

 

               

    ∭       

 

               

  

   ∭       

 

               



 . تمثؿ كثافة المجسـ          حيث أف

 :   العزم المركزي.17

   ∭          

 

               

 يعطى كما يمي :   فاف العزـ المركزم لممجسـ   تمثؿ كثافة المجسـ            مثلا لما 

   ∭          

 

       

 مركز الكتمة .18

 حيث أف:        النقطة ك  الكتمو    .        بالنسبة لممستكيات    مركز الكتمةفاف            لما  

  
   

 
    

   

 
     

   

 
 

 تعرؼ كما يمي: 

    ∭  

 

       

,        ∭   
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 شهيــــــــــرة ومـــــــــــــــــــــات وحجـــمساح.1.9

 مستطيؿ     مساحة المستطيل.1

  {                 } 

 يمي: المساحة تحسب كما

     ∬    

 

 ∫ ∫      ∫   ∫              
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 كحدة قياس مربعو.

    مساحة المربع .1

  {                 } 



 المساحة تحسب كما يمي:

     ∬    

 

 ∫ ∫      ∫   ∫          
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 كحدة قياس مربعو.

 :المنطقة المشكمة كمتكازم أضلاع   لتكف .مساحة متوازي الأضلاع   1

   cyx     

   ك 

dyx  

 المستقيمات متكازيو مثنى مثنى. نقترح التبديؿ أم التحكيؿ التآلفي :

xyu  

xyv  

dxdydudv 2 

cu   كdv  

 عادة مستطيؿ أك مربع.

 :     المساحة تحسب كما يمي فاف 

     cddudvdudvdxdy
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 كحدة قياس مربعو.

 

 :  مساحة المثمث القائم .1
      baT ,0,0,,0,0 

   المستقيـ
 

 
 ىك أحد أضلاع المثمث القائـ. مساحة المثمث تحسب كما يمي :       
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 كحدة قياس مربعو.



 : مساحة المثمث  .1
      0,1,1,0,1,0 T 

 المثمث. مساحة المثمث تحسب كما يمي :  ىما ضمعيف  ك              ميفالمستقي

2

3
2

2

1
)(

1

0

2

1

0

1

1



















 
x

x

x

x

xxdxyd       

 كحدة قياس مربعو.

 القرص الممموء مساحة .6

  2220:, ayxyxD  

 تحسب كما يمي :   القرص المممكءتحسب كما يمي :  مساحة  القرص المممكءمساحة 

                

           

   20,0:,  aD 

     ∫ ∫   

 

 

  

 

   ∫   ∫   

 

 

  

 

     

 كحدة قياس مربعو.

 الممموئين القرصين بين المحصور  الدائري  مساحة الحيز .7

 المنطقة الدائرية :    لتكف 
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2222 ,:, 
x

y
arctgyxyxD 

 نضع :

                

 .  الدائرية  إلى منطقة مستطيمو جديدة   كبالتالي تتحكؿ المنطقة 

  21,:,  D 

 تحسب كما يمي :   المممكئيف القرصيف بيف  المحصكر الدائرم مساحة الحيز

                

           

  21,:,  D 



 الدائرم مساحة الحيز

     ∬      
 

∫ ∫   

 

 

  

  

   ∫   ∫   

 

 

  

  

 
         

     

 
 

 كحدة قياس مربعو.

 القطبي   مساحة الحيز .8

 :  قطبيوالمنطقة ال   لتكف 

    21,0:,   rrD 

 نضع :. دالة مستمرة عمى       

                

 قطبي :ال مساحة الحيز

     ∬      
 

∫ ∫    

    

 

  

  

   
 

 
∫      

    
  

  

  

 
 

 
∫        

  

  

 

 نيبسويــــد مساحة الا .9

  الديكارتيوذو المعادلة ألٍثسوٌــــد. D لنقحرح 
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2

b

y

a

x
RyxD 

 الحثدٌل هو: 

vbuyvaux sin,cos  

abududvdxdy  

20,10  vu 

 :تحسب كما يمي :  نيبسويــــد مساحة الا

abbududvadxdy
D




  
2

0

1

0

       

 كحدة قياس مربعو.

 مساحة السطح .11



، كىي         ، حيث السطح معطى بالدالة ذات المعادلة  Γلنفرض أننا نريد حساب مساحة السطح المحدكد بالمنحنى 
 :مساحة السطح ومستمرة. كمنمستمرة كليا مشتقات جزئية 

σ  ∬√  (
  

  
*
 

 (
  

  
*
 

    

                                                     

 .     عمى المستكم          ىك إسقاط السطح     حيث كحده مربعو. 

، كىي         ، حيث السطح معطى بالدالة ذات المعادلة  Γلنفرض أننا نريد حساب مساحة السطح المحدكد بالمنحنى أيضا 
 :مساحة السطح مستمرة كليا مشتقات جزئية مستمرة.كمنو

σ  ∬√  (
  

  
*
 

 (
  

  
*
 

    

                                                     

 .     عمى المستكم          ىك إسقاط السطح     حيث  كحده مربعو. 

، كىي         ، حيث السطح معطى بالدالة ذات المعادلة  Γلنفرض أننا نريد حساب مساحة السطح المحدكد بالمنحنى أيضا 
 :مساحة السطح مستمرة كليا مشتقات جزئية مستمرة.كمنو

σ  ∬√  (
  

  
*
 

 (
  

  
*
 

    

                                                     

 .     عمى المستكم          ىك إسقاط السطح     حيث  كحده مربعو. 

  الحجم .11
لجسـ محدكد بالسطح   إذا أردنا حساب حجـ     ، في المستكم  دالة مكجبة في المنطقة              لتكف 

، فيككف     كمكلداتو مكازية لممحكر  ، كالسطح الأسطكاني الذم يككف دليمو حدكد المنطقة    كالمستكم          
 أم:  في المنطقة   مساكيا لمتكامؿ الثنائي لمدالة 

  ∬      

 

     

 كحده مكعبو.

لجسـ محدكد بالسطح   إذا أردنا حساب حجـ     ، في المستكيص دالة مكجبة في المنطقة              أيضا 
، فيككف     كمكلداتو مكازية لممحكر  ، كالسطح الأسطكاني الذم يككف دليمو حدكد المنطقة    كالمستكم          

 أم:  في المنطقة   مساكيا لمتكامؿ الثنائي لمدالة 
 

  ∬      

 

     

 كحده مكعبو.



لجسـ محدكد بالسطح   إذا أردنا حساب حجـ     ، في المستكم  دالة مكجبة في المنطقة              لتكف 
، فيككف     كمكلداتو مكازية لممحكر  ، كالسطح الأسطكاني الذم يككف دليمو حدكد المنطقة    كالمستكم          

 أم:  في المنطقة   مساكيا لمتكامؿ الثنائي لمدالة 
 

  ∬      

 

     

 كحده مكعبو.

 لمكرة التي معادلتيا σمساحة السطح  .11
             

 مساحة السطح: وكمن

σ  ∬√  (
  

  
*
 

 (
  

  
*
 

    

                                                     

 .     عمى المستكم          ىك إسقاط السطح     حيث كحده مربعو. 

 في ىذه الحالة:
  

  
 

  

√        
     ك   

  
 

  

√        
 

   ∫ .∫
 

√    

 

 

   /

  

 

     ∫ * √     +
 

 
  

 

     ∫    

  

 

      

 كحده مربعو.
 ةالمحدد تالمسحوٌات السح   محوازي السطوح حجم  .11

                                     

 ٌحسة كما ٌلً :

∭      

 

 ∫ ∫ ∫       

  

  

                       

  

  

  

  

 

 كحده مكعبو.

 التي معادلتيا :       الكرة حجم .41

              

 تحدد العلاقة مف المعادلات التالية:
                                                      

 : أم أف



                𝜙   

 حيث أف: 

     {                            } 

 فحجـ الكرة يحسب كما يمي :  كحيدة.  كبصكرة مماثمة للإحداثيات الأسطكانية كؿ نقطة لا تقع عمى محكر  

  ∭      

    

 ∭  

    

              ∫ ∫ ∫                
 

 

 

 

  

 

 

            
 (

  

 
)
 

 

 
    

 
 

 كحده مكعبو.

 :  الأسطوانة حجم .15

  bzazyxzyxA  ,0:,, 222 

 تحدد العلاقة مف نظامي المعادلات التالية:

                    

               

 يحسب كما يمي : الأسطوانة  حجم 

 .       ليا تمثيؿ كحيد أك مفرد   لكؿ نقطة ليست عمى محكر         ,      حيث أف 

  ∭      

 

 ∫ ∫ ∫           ∫      
 

 

 

 

 

  

 

 

 

    
     

 
 

 كحده مكعبو.

 :  الافقيه الأسطوانةحجم .16

  bzayxzyxA  ,:,, 222  

 تحدد العلاقة مف نظامي المعادلات التالية:

                    

 يحسب كما يمي : الأسطوانة  حجم 

 .       ليا تمثيؿ كحيد أك مفرد   لكؿ نقطة ليست عمى محكر         ,      حيث أف 



  ∭      

 

 ∫ ∫ ∫                
 

 

 

  

 

 

 

               

 الارتفاع (. x= مساحة القاعدة  الأسطوانةحجم )  كحده مكعبو.

 

 .حجم الالبسويد17

 ذك المعادلة الديكارتيو  أليبسكيػػػػد D لنقترح  
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b
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a

x
RyxD 

 التبديؿ ىك: 

vcuzwvbuywvaux cos,sinsin,cossin  

vdudvdwabcudxdydz sin2 

 20,0,10  wvu 

 يحسب كما يمي :  الالبسكيدحجـ  

  abcvabcdwvdudvbcuadxdydzV
D






3

4
cos

3

1
2sin 0

2

0

2

0

1

0









    

 كحدة مكعبو.

 ( ثانيهطريقة )الالبسويدي حجـ المجسـ الناقص  .18

  

  
  

  

  
  

  

  
   

 نستخدـ التحكيؿ:

      ك       ك     

 

 ام أف:       كرة في الفضاء  افؤتك        في الفضاء  صمعادلة المجسـ الناق

            

πحجـ ىذه الكرة يككف  
 

 
 نجد أف: أعلاه كمف العلاقة   



  |
   
   
   

|      

 بمعنى

                 

 كبـ أف محدد جاككبي مقدار ثابت اذف حجـ المجسـ الناقص يككف:

  
 

 
 π         

 كحدة مكعبو .

 الالبسويدمساحة سطح  .19

  

  
  

  

  
  

  

  
   

 مساحة السطح:

σ  ∬√  (
  

  
*
 

 (
  

  
*
 

    

                                                     

 .     عمى المستكم          ىك إسقاط السطح     حيث كحده مربعو. 

 نستخدـ التحكيؿ:

      ك       ك     

 التي معادلتيا :  كالكر ة 

            
  

  
  

  

  

  

  
 

 

 

  

  
 

  

  
  

  

  

  

  
 

 

 

  

  
 

 :الالبسويدمساحة السطح  وكمن

∬√  (
  

  
*
 

 (
  

  
*
 

    

       ∬ √  (
 

 
)
 

(
  

  
*
 

 (
 

 
)
 

(
  

  
*
 

       

      

 كحده مربعو.

 في ىذه الحالة:



  

  
 

  

√        
     ك   

  
 

  

√        
 

 كمنو

  (
 

 
)
 

(
  

  
*
 

 (
 

 
)
 

(
  

  
*
 

 
  ((

 
 )

 

  *   ((
 
 )

 

  *  

        
 

 كبالتالي :
 

σ  ∬
√
  ((

 
 )

 

  *   ((
 
 )

 

  *  

        

       

      

 كحده مربعو.
 والكرة الالبسويد .11

 معادلتو :     البسكيد  

  

  
  

  

  
  

  

  
   

 التي معادلتيا :  كالكر ة 

            

 نستخدـ التحكيؿ:

      ك       ك     

 ام أف:       كرة في الفضاء افؤ تك       في الفضاء  صمعادلة المجسـ الناق

            

∭                  ∭                 

  

 

 مثلا :

∭                ∭               

  

 

∭                 ∭                

  

 



∭                ∭         

  

 

∭                      ∭                     

  

 

 

 

 لممراجعة وتطبيقات عمميه تـمارين

أحسب التكامؿ المضاعؼ  1تمرين . 
A

dxdyyxf )يػػطمب رسػػػكمات  دالة مستمرة  كىذا لمػا fنفرض أف   ,

 تكضيحية( :

1-   ,3, 22 yyxyxf     21,20:,  yxyxA  
2-   ,2, xxyyxf     1:, 22  yxyxA  
3-   yxyxf ,  ,   3,:, xyxyyxA   
4-   ,32, 2yxyyxf     xyxxyxA  2,10:,  

5-   22, yxyyxf  ,  
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,21:, xy
x

xyxA  

 : القطبية: مساحة جزء مف القرص المممكء مع الرسـ الإحداثياتأحسب باستخداـ -.1 . 1.تمرين

  0,0,41:, 22  yxyxyxD 

 ثـ أحسب التكامميف   : 

 



D

dxdyyx
ك  222  

D

dxdyyx
2. 

القطبية : مساحة القرص المممكء  الإحداثيات.أحسب باستخداـ 2  121:, 22  yxyxA. 

 : التكامؿالقطبيػػة الإحداثيات.أحسب باستخداـ 3

 
D

dxdyyx 229 

بحيث  90:, 22  yxyxD. 

 . نطبؽ في ىذا التمريف نظرية تبديؿ المتغير.4

 أكلا : التبديؿ التآلفي ىك:



cvbuaycbvaux  ,   

بحيث   Dyx , ك    DyxRvu  ,:, 2 

 :       متى تتحقؽ المساكاة  بيف أكلا 

                       


 dudvvvbuacbvaufbabadxdyyxf
D

,, 

 : أحسب .1. 1تمريــن 

  
D

dxdyx
2

1 

 عمى الميداف :

  2,1:, 2  yxyxRyxD 

أحسب مساحة متكازيي الأضلاع :  .4  1:, 2  yxRyxD  ك  cyxRyxDc  :, 2 
أحسب مساحة المثمث القائـ مع الرسـ : .5      baT ,0,0,,0,0   ك احسب مساحة المثمث 

      1,0,0,1,0,0T 

 كحساب قيمة التكامؿ :  ثـ فسػػػػر نتيجة مع البرىاف   

… dydxxydxdyxy

yx

)()(

1

0

1

0

2

1

0

1

0

2

  


 

. نقترح  الآف المثمث 4      0,1,1,0,1,0 T  أحسب أرسػػػػـ ثـ       : 

  
T

dxdyyx 22 

 :أحسب ببساطة  

  
T

dxdyxyyx 22 

ك   
T

dxdyyx1 

 بيػػف أف : 

 



  2

0 0

cos1
))cos((


  dydxxyy  

 :التكامؿ المضاعؼ أحسب



dydxyx ))sin((
0 0

  

 

 

 :ثـ أحسب التكامؿ المضاعؼ

dydxyx ))cos((
0 0

  

 

 

أحسب التكامؿ الثلاثي  .4تمرين  A
dxdydzzyxf  دالة مستمرة  كىذا لمػا )يطمب رسكمات( : fنفرض أف  ,,

1-   ,3,, yzxzyxf      31,21,10:,,  zyxzyxA  
2-   ,,, 2xyzzyxf      0,0,0,12:,,  zyxzyxzyxA  
3-   ,1,, 22 xyzyxf      20,1:,, 22  zyxzyxA .  
4-   ,,, zzyxf         0,:,, 2222  zzyxzyxA   
5-   xyzzyxf ,, ,       2222:,,  zyxzyxA  

6-  
 

,
1

1
,,

322 yx
zyxf


      .10,0:,, 222  zzyxzyxA   

422 أحسب حجػػػػـ الحيز المحصكر :  yx  4ك المستكيات zy 0كz أحسب حجـ نصؼ الكرة الكحده.... 

. أحسب التكامؿ الثلاثي 5تمرين   zdxdydzyxf
A ,,  يطمب حساب حجـ(. Aكىػػػػػػػػػذا لمػػػػػػػػػػػػا: )في كؿ حالة. 

1-   ,,, 2zzyxf     .0:,, 2222  azyxzyxA (
15

4
5a

  ) 

2-     ,1,,
222 

 yxzyxf    .10,0:,, 222  zzyxzyxA .( 









4
1


 ). 

3-   xyzzyxf ,,  ,   .10,0:, 222  zzyxyxA . (coordonnées cylindriques) 
4-   ,1,, 222 zyxzyxf     1:, 222  zyxyxA .(coordonnées sphériques)  

 أليبسكيػػػػد. D .نطبؽ في ىذا التمريف نظرية تبديؿ المتغير التي أليبسكيػػػػد أم الاحداثيات الألبسكيدية. لنقترح 6تمرين 

vbuyvauxأكلا : التبديؿ ىك:  sin,cos    بحيث  Dyx , ك      DyxRvu   ,:2,, *  

 ما يمي:الألبسكيدية. ىػػك الاحداثيات بيف أكلا أف قانكف 

   


 abududvvbuvaufdxdyyxf
D

sin,cos, 

:  أحسب 
 

   2222

4
baabdxdyyx

D


 

 الآتي:  الأليبسكيػػػػدعمى 
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 : الأليبسكيػػػػديفأحسب مساحتي -

 








 01:,
2

2

2

2
2

b

y

a

x
RyxD .0,01

2

2

2

2









 x
b

y

a

x
D 

 .أحسب احداثي مركز الثقػؿ للأجساـ الآتية :7تمرين 

1-   .41:, 22  yxyxD   .,41:, 22 xyyxyxD    .40:, 22  yxyxD  

2-   .,41:, 22 yxyxyxD    .40:, .222  zyxyxD  

 :. أحسب احداثي مركز الثقػؿ كعزـ العطالة الذاتي للأجساـ الآتية 8.تمرين 

1-   .94:, 22  yxyxD ,   xyyxyxD  ,41:, 22 ,   .40:, 22  yxyxD  

2-   .,41:, 22 yxyxyxD    .40:,, .222  zyxzyxD  

3-   2,1:, 2  yxyxRyxD ,   1:, 2  yxRyxD . 

4-   .0:,, 2222  azyxzyxA ,   .10,0:,, 222  zzyxzyxA . 

..أحسب احداثي مركز الثقػؿ كعزـ العطالة الذاتي لممثمث القائـ مع الرسـ : 9.تمرين       baT ,0,0,,0,0  ك احسب
احداثيات مركز الثقؿ لممثمث  :      1,0,0,1,0,0T.  نقترح المثمث      0,1,1,0,1,0 T أحسب احداثي .

 مركز الثقػؿ كعزـ عطالتو. 

2,أكجد حجـ الجسـ المحصكر تحت .11تمرين  xyz   كفكؽ المستطيؿ  53,21:,  yxyxR ثـ
 أف الحجـ يساكم تسعة عشرة كحدة مكعبة.بيف بطريقتيف مختمفتيف 

3xyأكجد مساحة الجسـ المحصكر بيف    ك المستقيـxy . 

2,أكجد حجـ المجسـ المحدد بالسطكح  zyx 2,0,0ك  xzy. 

2,.صفيحة معدنية ليا شكؿ المحدد بػ : .11تمرين  xy ,4 xأكجد مركز الكتمة كعزـ الصفيحة بالنسبة لممحكر.oy

.يطمب استخداـ الشرط الآتي : الكثافة عند  yxp .صفيحة pالى النقطة oyتتناسب طردا مع المسافة مف المحكر ,
xy,معدنية مستكية ليا شكؿ المثمث المحدد بػ :  ,2 xy  ك محكرox  كثافتيا تعطى بالمعادلة

  yxyxp   مة الصافية..أكجد الكتoyأكجد مركز الكتمة كعزـ الصفيحة المحكرم بالنسبة لممحكر ,21

أحسب مساحػػػػػػػػة الحيز المحصكر بيف المنحنييف البيانييف لمدالػػػػػػػػتيف  11تمرين .
x

y
1

   2كxy  كىذا لمػػػػػػػا

21  xيطمب رسكمات تكضيحية.لنرمز ليذ الحيز بالرمز.D بالتػػػػػػػالي :.أحسب 



  
D

dxdyyx 1 

 دالة مستمرة  كىذا لمػا: fنفرض أف   11تمرين.

    251:,, 222  zyxzyxA   ك  1,,  zyxzyxf 

 . أحسب باستخداـ الاحداثيػػػػػػات الكركية  التكامؿ الثلاثي  A.أم أرسـ A.يطمب رسكمات تكضيحية لػػػػ   

 dxdydzzyxf
A

 ,, 

 14تمرين .

2xyأرسػػـ ثـ أحسب مساحػػػػػػػػة الحيز المحصكر بيف المنحنييف البيانييف لمدالػػػػػػػػتيف     23كxy  0كالمستقيميفxك
2x.)أرسـ  الحيػػػػػػػز المشار اليو أعلاه(. 

 .أحسب بالتػػػػػػػالي :Dلنرمز ليذ الحيز بالرمز


D

ydydxxsin 

  15تمرين.

الجزء مف القرص الذم معادلتو   Gليكف   0,1:, 22  yyxyx. 

 المشار اليو (.أحسب بالتػػػػػػػالي التكامػػػػػػؿ : G.)أرسـ  الحيػػػػػػػزG.أحسب باستخداـ الاحداثيات القطبية مساحة 1

  
G

dxdyyxyx 22 3 

. أحسب باستخداـ الاحداثيػػػػػػات الأسطكانية  التكامؿ الثلاثي 2 dxdydzzyxf
A

 دالة مستمرة  كىذا  fنفرض أف  ,,

 لمػا:

  0:,, 222  zyxzyxA   ك  zxyzxyzyxf ,, 

3xyأرسػػـ ثـ أحسب مساحػػػػػػػػة الحيز المحصكر بيف المنحنييف البيانييف لمدالػػػػػػػػتيف   16تمرين.    2كxy  كالمستقيميف
0x1كxأرسـ  الحيػػػػػػػز المشار اليو أعلاه(. لنرمز ليذ الحيز بالرمز(.D: أحسب بالتػػػػػػػالي. 

  
D

dydxyyx 21 

الجزء مف القرص الذم معادلتو   Gليكف   17تمرين.  0,4:, 22  xyxyx. 

 المشار اليو (.أحسب بالتػػػػػػػالي التكامػػػػػػؿ : G.)أرسـ  الحيػػػػػػػزG.أحسب باستخداـ الاحداثيات القطبية مساحة 1



 
G

dxdyyx 224 

. أحسب باستخداـ الاحداثيػػػػػػات الكػػػػػػركية  التكامؿ الثلاثي 2 dxdydzzyxf
S

 دالة مستمرة  كىذا  fنفرض أف  ,,

 لمػا:

  025:,, 222  zyxzyxS   ك  222,, zyxzyxf  

 .فالعػػػػػػػػزـ المركػػزم لمكرة بالنسبة لممركز. Sأحسب حجػػػػػػػػػـ الكػػػػػػرة  .5
22أحسب مساحػػػػػػػػة الحيز المحصكر بيف المنحنى البياني لمدالػػػػػػػػة  xy    ك المستقيـxy  يطمب رسكمات .

 بالتػػػػػػػالي :.أحسب Dتكضيحية. لنرمز ليذ الحيز بالرمز
  

D

dxdyyx 1 

أحسب باستخداـ الاحداثيػػػػػػات الكركية  التكامؿ الثلاثي  18 .تمرين dxdydzzyxf
A

 دالة مستمرة   fنفرض أف  ,,

   كىذا لمػا:       8:,, 222  zyxzyxA   ك  22,, zyzyxf  

xyأرسػػـ ثـ أحسب مساحػػػػػػػػة الحيز المحصكر بيف المنحنى البياني لمدالػػػػػػػػتيف     2كxy  0كالمستقيميفx1كx

 .)أرسـ  الحيػػػػػػػز المشار اليو أعلاه(. 

 .أحسب بالتػػػػػػػالي :Cلنرمز ليذ الحيز بالرمز

  
C

dxdyxxy2 

  19تمرين.

.أرسـ الحيػػز الدائرم .1  0,0,649:, 22  yxyxyxD ثـ أحسب مساحػػػػػػػػة .D. 

 التكامػػػػػػؿ  Dأحسب باستخداـ الاحداثيات القطبيػػة عمى الحيػػػػػػز الدائرم   

 
D yx

dxdy
2 

:  .أحسب حجـ الأسطػػػكانة 2  20,0:,, 222  zzyxzyxH 

 دالة مستمرة  كىذا   لمػػػا :  fنفرض أف . 3

  1,, 22  yxzyxf 

 أحسب باستخداـ الاحداثيػػػػػػات الأسطػػػػكانيػػة  التكامؿ الثلاثي :    dxdydzzyxf
H

 ,, 



  11تمرين .

..أرسـ الحيػػز الدائرم 1  0,0,2516:, 22  yxyxyxD ثـ أحسب مساحػػػػػػػػة .D. 

التكامػػػػػػؿ :  D.  أحسب باستخداـ الاحداثيات القطبيػػة عمى ىذا الحيػػػػػػز الدائرم  2  
D

dxdyyx. 

 11تمريــن.

 . أحسب حجـ الأسطكانة :1

  30,0:,, 222  zzyxzyxH 

 . أحسب باستخداـ الاحداثيػػػػػػات الأسطػػػػكانيػػة  التكامؿ الثلاثي 2

  
H

zyx

dxdydz
22

 

.أحسب مساحة السطػػػح لممكرة :  3  9:,, 222  zyxzyxS. 

21.أحسب مساحػػػػػػػػة الحيز المحصكر بيف المنحنييف البيانييف لمدالػػػػػػػػتيف 4 xy    44ك 2  xy. 

 .Dيطمب رسكمات تكضيحية. لنرمز ليذ الحيز بالرمز

 أحسب بالتػػػػػػػالي :.5

  
D

dxdyyx 1 

  11تمرين.

الجزء مف القرص الذم معادلتو   Gليكف   0,1:, 22  yyxyx. 

 المشار اليو (.أحسب بالتػػػػػػػالي التكامػػػػػػؿ : G.)أرسـ  الحيػػػػػػػزG.أحسب باستخداـ الاحداثيات القطبية مساحة 1

  
G

dxdyyxyx 22 3 

. أحسب باستخداـ الاحداثيػػػػػػات الأسطكانية  التكامؿ الثلاثي 2 dxdydzzyxf
A

 دالة مستمرة  كىذا  fنفرض أف  ,,

 لمػا:

  21,0:,, 222  zzyxzyxA   ك  1,,  xyyzzyxf 

.أحسب مساحة السطػػػح لمكرة :  3  25:,, 222  zyxzyxS. 



:  سطكانو مساحة السطػػػح للاأحسب  .4  10,0:,, 222  yzyxzyxS. 

الجزء من القرص الذي معادلته   G.ليكن .5  00,4:, 22  yxyxyx. 

 G.أرسم  الحيـــــــز 

 .G.أحسب باستخدام الاحداثيات القطبية مساحة 

 بالتـــــــالي التكامــــــل :.أحسب 

  
G

dxdyyx 22 32 

 أرسـ الأسطكانة القائمة : .6

  320:,, 222  zzyxzyxA 

 الاحداثيــــــات الأسطوانية   حجم  نفس الأسطوانة القائمة  م.أحسب باستخدا

. أحسب التكامل الثلاثي  dxdydzzyxf
A

  دالة مستمرة  وهذا لمـا: fنفرض أن  ,,

  320:,, 222  zzyxzyxA   و  1,,  zyxzyxf 

:   للكرة.أحسب مساحة السطـــح 7  144:,, 222  zyxzyxS. 

 الأسطوانة القائمة : أحسب مساحة السطـــح .8

  320:,, 222  zzyxzyxA 

 الأسطوانة القائمة : أحسب مساحة السطـــح .9

  310:,, 222  yzyxzyxA 

 : الأسطوانة الافقيه أحسب مساحة السطـــح .10

  319:,, 22  yzxzyxA 

 الأسطوانة: أحسب مساحة السطـــح .11

  314:,, 22  yzxzyxA 

 الأسطوانة القائمة : أحسب مساحة السطـــح .11

  321:,, 22  zyxzyxA 

 الأسطوانة القائمة : أحسب مساحة السطـــح .11

  321:,, 22  xzyzyxA 

 الأسطوانة . حجم نفسأحسب  .11

 



 ةـــاتمـــــالخ

 )البسيط( حسابيا بشكؿ يسير.التي لا يستطيع التكامؿ المحدكد التكامؿ الثنائي يمكّف مف تسييؿ بعض العمميات الحسابية 
∫بالفعؿ فالتكامؿ      

  
 

 
 :  ليس مف السيؿ حسابو ليصبح مف السيؿ حسابو  عند التحكؿ الى التكامؿ الثنائي 

 

(∫     
  

 

 

)

 

 ∫ ∫   (     )     ∬   (     )    
  

 

 

 

 

 

 

 
 تحدد العلاقة مف المعادلات التالية: احداثيات الكركيو  كالتحكيؿ كـ يمي : ـمف جية ثانيو باستخدا

   {                      }   

 نستخدـ الاحداثيات القطبيو بتحكيؿ مساعد: 
            ك         

         

 حيث أف:

ρ              
 

 
 

∬   (     ) 
  

    ∫ ∫           
 

 
(      )  

 

 

 

 

 
 

 

 

 ك

∬   (     ) 
  

    ∬   (     )     (∫     
  

 

 

)

 

  
 

 

 .    لما 

 كمنو

∫     
   

√ 

 

 

 

 

فشكؿ  ستطيؿعمى اساس أف  التكامؿ الثنائي عمى م لا نفكر ىنا في الانتقاؿ الى الاحداثيات القطبيو لاف حيز التكامؿ ليس دائرم
 . الدالة تحت التكامؿ تكحي باستخداـ الاحداثيات القطبيو كىذا ما لـ يحدث

∫أيضا يمكف حساب التكامؿ المعمـ      
  

 

 
 لنضرب مثالا حيا  كررببساطو أكثر كمما ذىبنا بعيدا في التكامؿ الم    

∭  (        )      

  
 

 (∫     
  

 

 

)

 

 

 تحدد العلاقة مف المعادلات التالية: احداثيات الكركيو  كالتحكيؿ كـ يمي : ـمف جية ثانيو باستخدا



   {                               }   
                             ك             

            

 حيث أف:

ρ             
 

 
           

 

 
 

∭  (        )      

  

 ∫ ∫ ∫                 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

∫     
  

 

 

 

∭  (        )      

  

 
 

 
        

 
 (       ∫     

  
 

 

)  
 

 
∫     

  
 

 

 

 كحيث  أف.     لما 

∭  (        )       ∭  (        )      

  
   

 

 .    لما 

 كمنو

(∫     
  

 

 

)

 

 
 

 
∫     

  
 

 

 

 كمنو نستنتج اف 

∫     
   

√ 

 

 

 

 

حسب بؿ في فحاكلنا إعطاء بعض تطبيقات التكامؿ الثنائي في الفيزياء كالكيرباء، ك ذكر تطبيقاتيا  العديدة ليس في الفيزياء 
 تخصصات أخرل كالكيمياء كالإحصاء الكزف كاللاكزف...كغيرىما.

∬)العبارة الرياضية        
   

في     يككف الميداف  االمتكفرة عندمبيقي مف خلاؿ المعطيات تأخذ مدلكليا التط (    

فإنو يدخؿ مفيكـ        ي الفضاء كليكف ف      ىنا يمكننا استعماؿ التكامؿ الثنائي، أما إذا كاف الميداف       مستكم كليكف 
∭جديد كىك التكامؿ الثلاثي                 

    
الذم يشكؿ التكامؿ الثنائي قاعدتو، حيث حساب التكامؿ الثلاثي يرجع  

 إلى حساب تكامؿ بسيط كآخر ثنائي.
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