
1 
 

 كلية العلىم الذقيقة                                                                                                         لخضرجاهعة الشهيذ حوــة 

                                                   قسن الرياضيات                                                                                            السنة الثانية هاستر رياضيات            

 تحليـــل هركــب 

 رحىهه  د.عبذ الحويذ                         TD 4 en Analyse complexe  (22/12/2020)                     للأعوال الوىجهه الرابعةالسلسلة حلىل 
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 باتباع نفس الخطوات يمكن التطرق الى معادلة لاكرانج أخرى .
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fPolesn

n
zzfs

n
f



 ,secRe
2

12
1. 

 
aأن : 0aطبيق نظرية ميثاق لوفمر لنثبت من اجل ج صحة النشر بتااستنت

ann





coth

1
22








نعتبر الدالة المساعدة  .  
22

1

az
zf


  لدييا قطبين

iazبسيطين ىما :   اسب لـ ينتمي الى النصف العموي من المستوي المركب  الر قطبz
az

 cot
1

22 
iazعند القطب    ىو 

 
  

a
aia

ai
zg

iaziaz

iaz

iaz



 coth

22

cot
cotlim 







zاسب لـ الر  
az

 cot
1

22 
iazعند القطب    ىو 

 
  

a
aia

ai
zg

iaziaz

iaz

iaz



 coth

22

cot
cotlim 







 

الدالة  
22

1

az
zf


  تستوفي شروط المحدودية عمو الكانتورات

NC : أي 






zk

z

M

az
zf 0

1
22

 ومنو نطبق الدستور أعلاه : 

.coth,
1

cot
Re,

1

cot
Re

1
2222

a
a

ia
z

z
sia

z

z
s

nn
















































 

a  يمي :( يمكن التأكد ميا كما 88( محقق. بالنسبة لمنتيجة )88فالدستور )
annn nnn





coth

1111
2

1
22

1

2222






















 ومنو 

a
a





coth

1
2






1
22

1
2

n n 
مما يستمزم أن : 








 a

a





coth

1

2

1
2







1
22

1

n n 
. 

دالح : الشز  لٌالتمرين السادس  
zz

zf
.cos3 


  كوا ٌلً :الزّاسة عٌد تمٍح الألطاب  ثنحسة الزاسة عٌد الصفز.ً هٍثاق لْفلزٌا

 
 

zz
zf

.cos3 


ّذساّي 

   
2

0,Re.....
1

2
.....

2
1

...
2

1

33

3

22

322
3



























 fs
zz

z

zz
z

zf
 

,2,1,0...,تمٍح الألطاب هي الشكل 
2

1
0.cos  nnzz ًألطاب تسٍطح ّتالرال ًُّ 
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 
323

2

1

2

1

1

cos

2

1

2

1cos2

1
)

2

1
,(Re







































n
z

nz

Lim

n
zz

nzLimnfs

n

nz
nz 









 

لأثثاخ  

 










0

2

3 3212

1

n

n

n

  الوسرطٍل الكاًرْرNC  3,2,1,0.......الذي رؤّسَ هي الشكل,  ninzn
علٍَ الدالح   

zz
zf

.cos3 


 ذحمك الوحدّدٌح

0أعلاٍ ّتالرالً :
.cos3 

 N
C

dz
zz

N


 ومنو نستنتج أن : 
0

2

2

1

1 3

3 

















N

N

Nn

n

n

  dz
zz

NC
.cos3 

النتيجة الأولية التاليو  .لنتحصل عمى 

   

  212

1
.8

2

1

1 3

33



























 n
n

n

n

n   ومنو 

 










0

2

3 3212

1

n

n

n

. 

صحة المساواة لنثبت  

 










n

n

a

a

an .sin

.cos1
2

2

2 

.,.....2,1,0,0.sin  nnzz يمكن  0
sin

1


 N

C

dz
z

zf

N


 

 
 2

1

an

n






 
 

 
     nf

z

nz
Limzf

z

zf
nzLimn

z

zf
s

n

nznz
1

sinsin
),

sin
(Re 




 







 

ومنو نستنتج أن : 
 

 
0

sin

cos1

sin

1
2

2

2 






  N

N

Nn

n

C
a

a

an
dz

z
zf

N





 : ومنو 

    





























fPolesan

n

a
azz

s
an

,
1

sin

1
Re

1
22 

. 

بالدالة  الاستعانة   
 2

1

az
zf


 ذات القطب المضاعف الوحيدaz  اسب لـ الر . ومنه

 2

1

sin

1

azz 
  عند القطبaz  ىو 

ag
az

Lim az 





 cot

sinsin

1 2















ومنو   

 










n

n

a

a

an 


2

2

2 sin

cos1.   ومنو بتجميع الحدين الزوجيين المتعاكسين في الاشارة

     222

22

22

11

na

na

anan 





















 تنتج صحة المتطابقة نس 

 













1
2

2

2222

22
1

sin2

cos

2

1
1

n

n

a

a

ana

na



   . 

 : أن ثبات لا لوفــــلر ميتــــــــــاق نظرية طبقلن

:
  



















0

111

.tan
n

n nnzzz

 

nzالأقطاب من الشكل بالفعل    3,2,1,0.......بحيث n 
 لنحسب الرواسب عند كل قطب من الأقطاب.

  1.cos
.sin.sin

.cos
),(Re 





zLim

z

nz
Lim

z

z
nzLimnfs

nznznz








 
الدوائر 

NC  دوائر أنصاف أقطارىا










2

1
NRN

بحيث 
N

NR  لا تمر بأي قطب من الأقطاب بحيث
NCz: 

الذكر ومنو دستور ميثمق لوفمر  :  ةتحيط بكل الأقطاب السالف
  



















0

111

.tan
n

n nnzzz


 بالفعل :لٌثثد صحح الدسرْر الثاًً   

 















































1

1

111111

.tan nn nnznnznnzz

 : وىذا يستمزم أن


 


1
22

1
2

1

n nz
z

z
. 

z.tan


تاشرماق طزفً الورطاتمح ٌوكي اسرٌراج     

   


















0

22

2

11

sin
n

n nzzz


. 

 
 ثثد أى :  لٌ

 
..........

2

7

7

2

5

5

2

3

3

2

1

1

.cos
2

2

2

2

2

2

2

2

zzzz
z











































 

مما يستمزم أن :  

  1612

1 3

0
3










n

n

n

. 

لمدالة الأقطاب  ستور ميثاق لوفمردلأثبات صحة  
 z

zf
.cos 


 من الشكلnz 

2

3,2,1,0.......بحيث  1 n 

 لنحسب الرواسب عند كل قطب من الأقطاب.
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 
 n

nz z
nzLimnfs 1

.cos2

1
),(Re

2

1











 


 

 المربعات 
NC        NiNiNiNi 1,1,1,1   لا تمر بأي قطب من الأقطاب بحيث

NCz: 
   

2

2

1

1
0

2

2

1

1 3

3

3

3




























 






 n

n

N

N

Nn

n

nn

 dz
z

NC



cos

1 

الذكر ومنو دستور ميثمق لوفمر  :  ةتحيط بكل الأقطاب السالف 



 




n

n

nz
2

1

1 
 z.cos 

 : هوا ٌسرلزم تالرجوٍع   

 
..........

2

7

7

2

5

5

2

3

3

2

1

1

.cos
2

2

2

2

2

2

2

2

zzzz
z











































 

لاثبات صحة  
2

2

1

1 3

3


















n

n

n

باستبدال  
 zz

zf
.cos3 




nzمن الشكل  
2

3,2,1,0.......بحيث  1 n  9والصفر قطب مكعب لمرتبة. 

 
 

,.....2,1,0,

2

1

1

2

1
,Re,

3
0,Re

3

3























 n

n

nfsfs

n


 

 المربعات 
NC        NiNiNiNi 1,1,1,1   لا تمر بأي قطب من الأقطاب بحيث

NCz: 
   

2

2

1

1
0

2

2

1

1 3

3

3

3




























 






 n

n

N

N

Nn

n

nn

 dz
z

NC



cos

1 

مما يستمزم أن :  

  1612

1 3

0
3










n

n

n

. 

الجداء غير المنتو  سابع الالتمرين  





1

1
n

nw 3,2,1,1......بحيث  متقارب  nwn
:  متقارب اذا وفقط



1n

nw نستخدم المتراجحة : .بالفعل 

      nnn www   11log1  للأشارة nw1log يرمز لمفرع الرئيسي لموغاريتم .بمعنى التحديد الرئيسي لعمدة الموغاريتم محصور في المجال
 

   : بالفعل 
   







 1
1log

1
1log

lim 0
x

x

x

x
x

 

0ومنو  باستخدام كون 



n

nw:      nnn www   11log1  فالسمسمتان 





1

1log
n

nw   و


1n

nw : ليما نفس طبيعة التقارب. ومنو 

   






 11

1
n

n

n

n ww.. مما يثبت تقارب الجداء اللامتناه 

الجداء الملامنتو














1

1
1

n
pn

 متقاربين اذا وفقط 


1

1

n
pn

بالفعل حسب شرط التقارب أعلاه .1pلما  


1

1

n
pn

مما يثبت تقارب الجداء  .1pلما  

بنفس الشرط  اللامتناه .
  







1 21

2

n nn
مما يستمزم تقارب  

  















1 21

2
1

n nn

. 

أيضا 











 


0 2

1
1

n
n

n  متقارب اذا وفقط





0 2

1

n
n

n  يمكن اثبات ىذا الشرط بملاحظة







 




00 0 2

1

2

1

2

1

n
nkn

n

n

k
k

n




0 2

1

n
n

.
2

1

0




n
n

وحيث أن السمسمة  

.اليندسية 
2

1

0




n
n

متقاربة ومجموعيا يساوي  
2

2

1
1

1
.

2

1

0








n
n

4فان  
2

1

0







n
n

n. 

أثثد الرمارب  للجداء اللاهٌرــــَ :  
  
















1 21

2
1

n nn
 ّ












 


0 2

1
1

n
n

nَاللامنتــــــــــه :  للجداء حسابا استنتجّ  ثن أحسة لٍور














1
24

1
1

n n
. 

اللامنتــــــــــه :  للجداء حسابابطريقة الحذف  استنتج 














1
24

1
1

n n
 اولا متقارب لأن .



0
24

1

n n
 ي يستخدم في حسابو.ذأو ننتبو لمتمرين الموالي ال.

كما يمي 



























1
2

1
22

2

4

1
1

24
1

22
sin

nn nn





  ومنو


2

4

1
1

1
2













n n
. 
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 :لمتغير مركبر السابقة أثبت صحة عبارة الجداءا اللامتناه منشور ميثاق لوف ستخدام مكاممة احدى دساتيربا













1
22

2

1sin,
n n

z
zz


 

 تالفعل : ًعرود على احدلى دساذٍز هجاهثع هٍثاق لْفلز ًّكاهلِا فٌرحصل على عثارج جداء لاهرٌاٍ ُْلْهْرفً كوا ٌلً :

dt
t

t

t

t

z

z
dt

t
gt

zz

 
























0

2222

0

.....
4

22sin
ln

1
cot





























1
22

2

22

2

1

1ln1ln
nn n

z

n

z


 

ومنو :













1
22

2

1sin
n n

z
zz


.  

لنثبت الآن صحة الدستور 
 






















1
22

2

12

4
1cos,

n n

z
z


بملاحظة أن :   

z

z
dt

t
gt

z
cos

ln
1

tan
0











 88حسب دستور ميثاق لوفمر   






































2

2

2

2

2

2

2

5

2

2

3

2

2

2
tan


z

z

z

z

z

z
z

 

يمكن مكاممتيا فنتحصل عمى 
 






















1
22

2

12

4
1cos,

n n

z
z



 

نعتبر  ثاهن  الالتمرين    .......3,2,1,1  nzfn
بحيث : ₵هي  zمتتالية دوال ىولومورفية عمى الجموعة    



1n

n zf 

  و من الممكن تحققفان Dz  مفتوح :  ₵هي    





1

1
n

n zfzf وىذا محقق بتطبيق النظرية الأساسيو لمتقارب واليولومورفيو محققة  مطمقامتقارب.
 

بحيث أن   
 
 



 




1

/

1
log

n n

n

zf

zf
zf بالفعل  :      

 
 






























11 1
1loglog

n n

n

n

n
zf

zf
zfzf    عمى كلz  لا يشمل اي صفر من  ₵هي

أصفار   .......3,2,1, nzfn
فان :  

 
 
 



 




1

/

1n n

n

zf

zf

zf

zf.: مما يستمزم أن 

 
 


















1

/

1n n

n

zf

zf  





1

1
n

n zf  zf 

 ( Produit de Blaschke ) جداء بلاشكالتمرين التاسع  
.....3,2,1nna  عٌاصز هي المزص الْحدج  ₵هررالٍح هي   1,1,0  zzD  نعرف الجداء الامنتو

لبلاشك عمى القرص الوحدة  1,  zzD  : الدالة 
n

n

n n

n

a

a

za

az
zBz 



 




1 1
  بحيثDa   يسمى جداء بلاشك وىو جداء متقارب ىولومورفي عمى القرص

  ةالوحد 1,  zzD :  فقط لما يتحقق شرط بلاشك  


1

1
n

na نظريات تقارب الجداء اللامنتو لمدوال اليولومورفية  نستخدم احدى: . بالفعل

تقارب سمسمة الدوال عمى المتراصات اليوموغرافيو.لنختبر rzz ,  : الاتية


 




1 1
1

n n

n

n

n

a

a

za

za : الحد العام ليا يساوي 

   

 
 n

nn

nn

n

nnnn

n

n

n

n a
aza

aza

za

zaazaa

a

a

za

za















 1

11

1

1
1 

rzلدينا    1مع ملاحظة
n

n

a

a  : يستمزم أن
  r

r

aza

aza

nn

nn










1

1

1
 rz : السلسلح هرمارتح لوا ذرمارب السلسلح 


















1

1
1

1

n

na
r

r 

وىذا محقق بناء عمى شرط بلاشك المحقق. ومنو جداء بلاشك متقارب مطمقا عمى المتراصات  rzz ,  الوحدة  صمن القر 1,0D ومنو جداء بلاشك ىولومورفي.
الوحدة  صعمى القر  1,0D : ونكتب .  1,0DHB لنلاحظ أنكل عامل من عوامل جداء بلاشك ىي تحويل لبلاشك  بالفعل لما. 1,0Dz: 

1
11











za

az

a

a

za

az

n

n

n

n

n

n : ومنو      11,,  zBwzzDzzBw: وبالتالي  11  zBz 

 : الخواص  يحقق بلاشكجداء  .بلاشكمما يثبت صحة الخواص المذكورة أعلاه لجداء 
7.   11  zBz 
8.     :  1ieB 
غير بسيطة لا يقبل أصفارا  .9 

.....3,2,1nna. 

:.  
    



 






1

2

1

1

n nn

n

zaza

a

zB

zB: Dz 
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عمى سبيل المثال  بما أن السمسمة 





1

24

1

n n

:  بلاشك فان جداء 
  



 






















1 2

2

2

2

4

1
11

4

1
1

n i

i

ze
n

e
n

z

zB




متقارب  1,0Dz  ُّْلْهْرفً على المزص الْحدج

 1,0D: : ٌّحمك الوحدّدٌح ₵  1,0Dz. ةالآتيالمحدودية : 

  1

4

1
11

4

1
1

1
1

2

2

2

2























 


 n i

i

ze
n

e
n

z

zBz




 
) خواص جداءات بلاشك (   1,0Dz: فاى 

 
    



 






1

2

1

1

n nn

n

zaza

a

zB

zB 

 كذلك 

 
 

 
.

1

1

1

2




 






n n

n

n za

a

za

zB
zB 

 وايضا 

   


 






1

2

1

11

n n

n

n za

a

za
zBzB 

بوضع :  
 
 zb

zB
zB

n

n   بحيث 
n

n

n

n
n

a

a

za

az
zb






1
جداء لامنتو لبلاشك فان   1,0Dz : 

, 

      zBzbzB n

n

n





1

/ 

 ّتالرالً :

   zB
za

a
zB n

n
n

n




 




1
2

2

1

1 

 وايضا 
 

 
   

2

2

2

2

2

2

1

1
2

1

1

12

1

z

zB

z

zB

z

zB













 

01logبملاحظة أن :
2

1











 dei : فاى   0log
1




 





 dreBLim i

r
. ومنو    1ieB. 

 


