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 

 r
r

r

v
rr 

zr

v
i

r
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z

r
zf

2

1




















 

ِثلا .
   zzf log ٌِ٘ٛٛٛسف١خ حست اٌفشع اٌزٞ ػّذٔٗ ِحظٛسح zarg0,

ireiyxz   ْفب

 irre
x

y
iarctgyxz i 








 lnlnlnln 22

  ِٕٗٚ 



 











 v

rrrr

u 111
,    0











 r
rr 

  1 zfz  ِٕٗٚ 
z

zf
1

ثح١ث  0₵ z.  ِٕٗٚ 
22

2




























r

v

r

u
ref i. 

  ٌزىٓ اٌذاٌخ   yxyyxu 23 3,   ٔثجذ أٔٙب رٛافم١ٗ ثُ ٔٛجذ ػجبسح  اٌذاٌخ yxv ivufاٌّشافمٗ اٌزٛافم١ٗ ٌٙب ثح١ث  , 

y ٌِ٘ٛٛٛسف١ٗ.
x

u
xy

x

u
6,6,

2

2










y

y

u
xy

y

u
6,33

2

2
22 








 ِٕٗٚ0

2

2

2

2











y

u

x

u
 

yxyu الدالةٚثبٌزبٌٟ  23 3 ٗعندئذ توجد دالة  .رٛافم١v  مرافقة توافقٌه لها ) بمعنى ٌحققان شرطً كوشً رٌمان ( بحٌث أنivuf  دالة

.بحٌث أن :ℂ Dهولومورفٌة على 
y

v

x

u









,

x

v

y

u









xyوعلٌه :.

y

v
6, 



22 33 xy
x

v





لنكامل الشرط الأول أعلاه بالنسبة 

y :لـ  xCxyv  لــ  ك.ر م الشرط الثانً و استخدا xالمادلة بالنسٌه لـ باشتقاق طرفً هذه  23  22 33 xyxC
x

v





 

: ِٕٗٚ    cxxCxxC  cxxyvٚػ١ٍٗ :323  323  ِٕٗٚ
x

v
i

x

u









  



















y

f
i

x

f
zf

2

1
ثبٌٕسجٗ ٌؼجبسح 

ivuf  : ٟٙف     czicxxyiyxyiyxf  33223 33 





































sin
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




























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  ثبٌطجغff
z

f
Ctef 




 0 

التوريي الثالث  zfػٍٝ اٌمشص  ٌِ٘ٛٛٛسف١خ   RzzRD  ٚرحمك 0,, 
y

M
zf   ٌّب  RDiyxz ,0 ٌٕؼزجش اٌذاٌخ 

 اٌّسبػذح      zfRzzg 22  بٔٗ ٌّبف 
iz Re  ْفبyRReeReRRz iii 2sin21 222222    

ثبسزخذاَ اٌششط أػلاٖ  فبْ   MRzg 2 ًٚ٘زا ٌى
iz Re  ًأٞ  ٌىRz  ْحست ِجذأ اٌم١ّخ اٌؼظّٝ ) َ.ق.ع( فب.  MRzg 2 

ٌىً 
    RzzRDz  .ٌّب 0,,

2

R
z  ح١ث ٚ 

4

3

2

3

2

2
22 RRR

RzRzRzRzRz  

 ِّب ٠سزٍضَ أْ  
R

M
zf

3

8
  ًٌى

    RzzRDz  .اٌم١ّخ اٌؼظّٝ ٌٍذاٌخ 0,, zf  هً بالضبط 
R

M

3

8
ػٍٝ اٌمشص   RD ,0. 

  ػٍٝ اٌمشص وً داٌخ ٌِ٘ٛٛٛسف١خ ِحذٚدح RD  لبطجخ. ₵.فٟٙ ثبث١ٗ ػٍٝ 0,

 

 التوريي الرابع  zfاٌٛحذح ػٍٝ اٌمشص  ٌِ٘ٛٛٛسف١خ    1,1,0  zzD ٚرحمك  00 f  ٚرحمك  Mzf ًٌى   1,0Dz 

طحخ اٌّزجب٠ٕخ ٔؼزجش اٌذاٌخ اٌّسبػذح  لاثجبد      0
2

1
fzf

M
zg    اٌذاٌخ zg  اٌٛحذح  ػٍٝ اٌمشصٌِ٘ٛٛٛسف١خ  1,0D ٚرٕؼذَ ػٕذ.

اٌظفش أٞ   00 g  ِٚحذٚدح  1zg اٌٛحذح  ػٍٝ اٌمشص  1,0D  : ٗفٟٙ رحمك وً ششٚط رٛطئخ شٛاسص ٚػ١ٍ.  zzg  
 

  ٌىً 1,0Dz : ِّْب ٠سزٍضَ أ.    zMfzf 20  ًٌى   1,0Dz. 

لاثجبد طحخ اٌّزجب٠ٕخ اٌثب١ٔخ ٔسزخذَ اٌذاٌز١ٓ اٌّسبػذر١ٓ      0fzzfzH ٚ   tzHtk   10ثح١ث  t َِّب ٠سزٍض

   
2

2 zMttzHztk   10ثح١ث حست ٔظش٠خ اٌزضا٠ذاد إٌّزٙجخ  t  ْفب   
2

01 zMkk   ًٌى  1,0Dz.ْأٞ أ

   
2

0 zMfzzf   ًٌى 
 1,0Dz. اٌذاٌخ  ivu

zz

e
zg

iz





21

0ٌِ٘ٛٛٛسف١خ ثبٌفؼً 
2

1
, 























y

g
i

x

g

z

g

  


















y

g
i

x

g
zg

2

1
ٌّجّٛػخ ٝ اػٍ  0Im,,  zRzz ٚأ٠ضب







 


2

31
01 2,1

2 i
zzzz : ٌٟٚثبٌزب.

 ِٕٗٚ
    22

1

1

1
,




 Rzz

e iz

بالفعل    221

2 1111  Rzzzzzzzz  ِّْب ٠سزٍضَ أ

 22
1

1

1 


 Rzz

e iz

.ٚ٘زا ٌىً  0Im,,  zRzz  ِثلا ٌٛ وبٍِٕب ٘زٖ اٌذاٌخ ػٍٝ اٌىبٔزٛس 0Im,,  zRzzCR 

0 أٞفبٔٗ ٠ؤٚي اٌٝ اٌظفش. Rٚثجؼً 
1

lim
2


 dz

zz

e

RC

iz

R. 

  : نقترح  1

110 .... 

 n

n zazaazg  و  n

n zazf  و ،   rzrC ,0  1بحيثr من الواضح أن: 
 
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n

n
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n
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zg 1

1

1
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110
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 

 
0

........ 110

1

1

1

1

1

0













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


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n
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n

n

n

nn

ra

aaa

ra

rarara

zf

zg

ِّب ٠سزٍضَ     
 

 
1

zf

zg
ومنو حسب نظرية  

روشي  :      nCfZCgfZ  1,0,1,0,. 

. لذي نصف قطره القرص تطبيق.    rzrD ,0    : الذي حافتو الدائرة   rzrC ,0 0125المعادلة : نقترح 37  zz 

أثبت أن جذور المعادلة لا تنتمي الى الدائرة    11,0  zC  الى الدائرة وتنتمي   22,0  zC : عمى الدائرة   11,0  zC 

نقترح :   37 5zzzg   و  12zfمن الواضح أن ،:   zgzf 
37

 : 4ومنو حسب نظرية روشي 151612

      01,0,1,0,  CfZCgfZ : عمى الدائرة   22,0  zC : نقترح  3512 zzg   و  7zzf من الواضح أن ،: 

   zgzf  1225521282
: 4ومنو حسب نظرية روشي  37      72,0,2,0,  CfZCgfZ. 

 (لوران شوارتز مشتقة  وجوكوفسكي تحويل التمرين الخامس ) 

  جوكوفسكيتحويل  
z

zzf
1

 معرف  عمى 0₵  وىو ليس تباين لان  









z
fzf

 Transformation) سيكون تحويل كونفورم 1

conforme   عمى أقراص دائرية مغمقة ( لنشرع في ايجاد المجموعو الصورة بواسطة تحويل جوكوفسكي لمدوائرrz ₵    zzrC /,0 

ِثلا فٟ حبٌخ  حسبة اٌّجّٛػخ اٌظٛسح ٌٗ  طشق       zfrCz لمدوائر ِؼٕبٖ اٌّجّٛػخ اٌظٛسح 0, rCz فٟ  دوائر  ٟ٘ 0,

Owاٌّسزٛٞ  w, ₵    wwCw /,. ًثبٌفؼ   ivue
r

rerefw iii 







   1

2

1
بحٌث  أن 

 sin
1

2

1
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1

2

1



















r
rv

r
ru  ْ1,ٚح١ث أ

1

2

11

2

1
2

2

2

2









































r
r

v

r
r

u
 فبٌظٛسح ٟ٘ ثبٌطجغ لطٛع ٔبلظخ

      rwwwrEw   راد اٌّحٛس٠ٓ 1,/11


















r
rv

r
ru

1

2

1
,

1

2

1
ٚثّب اْ ششٚط  1ٚ راد اٌجؤس 

 وٛشٟ س٠ّبْ ثبٌظ١غخ اٌجٛلاس٠خ جب٘ضٖ  ثبٌفؼً 







 cos
1

2

1
,sin

1
1

2

1
,sin

1

2

1
,cos

1
1

2

1
22
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



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
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






































r
r

v

rr

v

r
r
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u
رحمك ششٚط وٛشٟ   ;ٚ  

 س٠ّبْ ثبٌظ١غخ اٌجٛلاس٠ٗ  







 v

rr

u 1
.   ,  

r

v
r

u











 ِٕٗٚ 

z
zzf

1
  عمى ٌِ٘ٛٛٛسف١خ 0₵ ٚ 

2

1
1

z
zf . 

ثبسزخذاَ ٔمطخ وبشفخ ِٓ اٌمشص اٌٛحذح    1,1,0  zzDz  ٠ّىٓ  اثجبد أْ طٛس اٌمشص اٌٛحذح   1,1,0  zzDz  بواسطة تحويل

ٟ٘ خبسج اٌمطغ إٌبلض  جوكوفسكي      rwwwrEw    .ٚاٌزح٠ًٛ اٌؼىسٟ ٌٗ ٠حمك ٔفس ا١ٌّضٖ اٌؼىس١ٗ :1,/11

      101221
1

,,1 2

2,1

22  wwzzwzzwz
z

zzfwrEExtw w  

12

1  wwz  ٚ12

2  wwz  ٚ121 zz  ارا احذٜ اٌجزس٠ٓ فمظ ٠حمك الأزّبء ٌٍمشص اٌٛحذح   1,1,0  zzDz. 
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112ٚاٌخلاطخ : 

2  wwz  ٚ112

1  wwz  ٚ٘زا ٌّب1     1wِّب ٠ج١ٓ أْ طٛس. 1    1₵ 

 ٟ٘   1,1,0  zzDz ٚأ 1 z₵. 

  اٌِٙٛٛغشاف١ٗ ٔسّٟ ِشزمخ ٌٛساْ شٛاسرض ٌٍذاٌخ  لوران شوارتزمشتقة 
c

d
z

dcz

baz
zf 




 اٌّشزمخ اد اٌؼجبسح الار١ٗ   ,

 
2

2

1






























f

f

f

f
zL f

 لجً اٌٌٛٛج فٟ طٍت اٌسؤاي ٠جذس ثٕب ِلاحظخ اٌزفى١ه اٌٙبَ ٌٍذاٌخ ٌٍذاٌخ اٌِٙٛٛغشاف١ٗ :  

 
c

d
z

dcz

baz
zfw 




 فٟٙ رحمك   ,

c

d
z

dcz

c

adbc

c

a

dcz

baz
w 









 ٘ٛ حبطً   ثّؼٕٝ اٌزح٠ًٛ اٌِٙٛٛغشافٟ,

dczzرشو١ت أسثغ رح٠ٛلاد ثس١طخ ) ٠سًٙ  ا٠جبد اٌظٛس ثٛاسطزٙب ( ٟٚ٘ : أٚلا  1,
1

2

1
,

z
z 23 z

c

adbc

c

a
zw


 

czz. التحوٌل الأول 1, ٌحول الدوائر   rzzrCz  الى دوائر بالفعل لما  0,,
    iii erwrezec .,. 

dczz التحويل الأول 1, ٌحول الدوائر   rzzrCz  الى دوائر 0,,    rwwrCw  دوائرالثم نقوم بسحب هذه  0,,

    rwwrCw   .rفهً دوائر مسحوبة المراكز بنفس أنصاف الأقطار  dبواسطة الشعاع لاحقة العدد المركب 0,,

 التحويل الثاني
1

2

1
,

z
zw  فً الحقٌقة ٌحول الدوائر   rzzrCz  الى دوائر  0,,


















r
ww

r
Cw

1
,

1
وعكس اتجاه  0,

عقارب الساعه بالفعل لما 
r

we
rz

wrez ii 111
  

. 

23 التحويل الثالث z
c

adbc

c

a
zw


 للتحوٌل الأول تشابه فهو ٌحول الدوائر الى دوائر والخلاصه التحوٌل الهوموغرافً  له نفس الصبغه

 بسهولة ساحرة الوصول الى الحقٌقة المدهشة الآتٌة :ٌمكننا ٌحول الدوائر الى دوائر.

 
c

d
z

dcz

baz
zf 




 و  , 

  c

d
z

dcz

bcad
zf 




 ,

2
 

fgفان الدالة gلكل دالة هولومورفٌه   : هولومورفٌة وتحقق المٌزة الشوارتزٌه الآتٌه 

 
2

2

1






























f

f

f

f
zL f

 

 عندئذ :

 
 

 

 

 

2

2

1










































fg

fg

fg

fg
zL fg










 

gfg :   ٌستلزم أن LL   لهولومورفٌة المشتقة ا شتقة الهوموغرافٌه تذوب لتبقىأن المفً حالة التركٌب هوموغرافً هولومورفً فبمعنى. 

The Laurent Schwartz derivative of homographic function composite with holomorphic function equal to 

holomorphic function.  the Schwartz derivative of 




