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Exercice 1

Soient Ω un ouvert de Rn (n ∈ N∗) et f, g ∈ C(Ω). Montrer les propriétés suivantes :

1. Suppf = ∅ ⇐⇒ f = 0

2. Supp(fg) ⊂ Suppf ∩ suppg

Exercice 2

Soit ϕ la fonction réelle définie sur R par ϕ(t) =

{
e−

t
1−t si t < 1

0 si t > 1

1. Montrer que ϕ ∈ C∞(R) .

2. Déduire que la fonction réelle ψ définie sur Rn par ψ(x) =

{
e
− ‖x‖2

1−‖x‖2 si ‖x‖ < 1
0 si ‖x‖ > 1

appartient à D(Rn) et Suppψ = Bf (0, 1).

Exercice 3

Soit f ∈ D(R). Posons pour n ∈ N : ∀x ∈ R, ϕn(x) = f(x+ 1
n+1)− f(x).

Montrer que (ϕn) converge vers zéro dans D(R).

Exercice 4

Soient ϕ ∈ D(Rn) et h ∈ Rn \ {0}. Pour tout t ∈ R \ {0} on pose ϕt(x) = ϕ(x+th)−ϕ(x)
t

1. Montrer que ϕt ∈ D(Rn) pour t 6= 0 .

2. Montrer que lorsque t tend vers zéro, ϕt converge dans D(Rn) vers une fonction à déterminer.

Exercice 5

Montrer l’équivalence suivante : ∀ϕ ∈ D(R) : fϕ ∈ D(R)⇐⇒ f ∈ C∞(R)

Exercice 6

Montrer les assertions suivantes :

1. ∃θ ∈ D(R) : ψ = θ′ ⇐⇒ ψ ∈ D(R) et

∫
R
ψ(x)dx = 0

2. ∃θ ∈ D(R) : ψ = xθ ⇐⇒ ψ ∈ D(R) et ψ(0) = 0

Exercice 7

Soient Ω un ouvert de Rn et f ∈ C(Ω) t.q ∀ϕ ∈ D(Ω) :

∫
Ω
f(x)ϕ(x)dx = 0

Montrer que f = 0 sur Ω.

(Notez qu’une généralisation de ce résultat dans le cas où f ∈ L1
loc(Ω) est donnée par le Lemme de Dubois-Reymond.)


