
Analyse 1 ل ل 1ت  
Chapitre 1:  Corps des nombres réels 

a.  Axiomatique de R : opérations et propriétés, ordre, 
majorant et minorant, borne supérieure,  borne 
inférieure, maximum et minimum. 

b. Axiome de la borne supérieure  
c. Valeur absolue 
d. Partie entière d’un nombre réel 
e. Axiome d’Archimède 
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Chapitre 2: Suites réelles 

a. Définition d’une suite réelle, exemples, suites 
bornées, suites monotones, suites extraites. 
b. Convergence et divergence des suites et 
propriétés. 
c. Limite inférieure et limite supérieure d’une suite. 
d. Convergence des suites monotones. 
e. Suites adjacentes 
f. Théorème de Bolzano-Weierstass 
g. Théorème d’encadrement 
h. Suites de Cauchy 
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Chapitre 3:  Limites et continuité des fonctions 
a. Définition d’une application, d’une fonction 
b. Fonctions bornées et fonctions monotones 
c. Limite d’une fonction 
d. Continuité d’une fonction 
e. Opérations sur les fonctions continues 
f. Continuité uniforme 
g. Théorèmes fondamentaux : valeur intermédiaire, 
Weierstrass et Heine 
h. Inversion des fonctions monotones et continues 
i. Suites récurrentes et fonctions continues 
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Chapitre 4:  Dérivation 
a. Définition et propriétés 
b. Interprétation géométrique de la dérivée 
c. Opérations sur les dérivées et formule de Leibniz 
d. Théorème de Rolle 
e. Théorème des accroissements finis et 
applications, règle de l’Hospital 
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Chapitre 5:  Fonctions élémentaires 

a. Fonctions trigonométriques et leurs inverses 

b. Fonctions hyperboliques et leurs inverses 
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I -  ة داد الناطقة  مجمو ٔ  :  ا
داد الطبيعية و   رمز بــ: تذكير: . 1 ٔ ة ا يرا    بــ: مو ٔ ة و  داد الصحي ٔ ة ا داد الناطقة والمعرفة كما يلي:   بــ: مو ٔ ة ا   مو

*/ ,
p

p q
q

 
   
 

      ينا . وكون      . ة مو ٔنّ ا ت لحل بعض      نعلم  ش 2المسائل الجبرية من الشكل    ٔ 0x    

ة   مو ل مسائل من الشكل التالي:   وا 3وسعت مجال  2 0x     ة تعجز عن مو ٔنّ هذه ا واء مع ذ سنرى  ٔخرى لول    اح   بعض المسائل ا

  : 1ٔم 5
2 , , ,

3 4
       

داد الناطقة: 2 ٔ   . تمييز ا
لعدد 1طقا إذا وفقط إذا كان:   aكون العدد  مبرهنة:  (a   تهجزء عشري لعدد 2ٔو   م  (a     كتابة عشرية دورية  

  : 5ٔم
1) 0 .1 2 5 , 2 ) 1 .3 3 3 3 . . . , 5 , 2 3 2 7 1 2 7 1 . . . , 3 ) 2 .7 1 2 8

4 0
e           

ابة الكسرية)  تطبيق: ابة العشرية إلى الك نتقال من الك )  
ت  a......1,520212021  ٔنّ العدداث      .طق   دد 

ٔنّ العدد   الحلّ: ت  لى الشكل  aلنث ب  /*ك ,
p

a p q
q

      

a......1,520212021  ينا      ه 10 وم 15, 20212021......(1)a   
100000ينا كذ   وكون 152021, 20212021 .....(2)a   نجد 2) من (1( وبطرح (  

152006
100000 10 152021, 2021..... 15, 2021.... 99990 152006

99990
a a a a       

تمتع المعاد  . مبرهنة: 2 2لا  2 0...(1)x      ة مو    بحل في ا
II -   ة ة  مجمو ق داد الحق ٔ   : ا
داد الناطقة    لا   (1)المعاد تعريف:  .  1 ٔ ة ا طقة وهذا يبرر توسيع مجمو لولا  ل  ة    تق ة ورمز  إلى مجمو ق داد الحق ٔ ة ا     ها  سمّى مجمو

ل فيها المعاد طقة (1)  تق ير  ة التي تحوي هذه الحلول بــ:   ٔو صماء لولا  مو /رمز لهذه ا   :ب )وك / )      
ة .  2 مو b,لتكن   : خواص ا a  و  c   ة ق دادا حق ٔ  

  الجمع:   خواص .  1.2
1 (( ) ( )a b c a b c      الجمع تجميعي في)   (  

2 (0 0a a a      هو العنصر الحيادي لعملية الجمع في    0(العدد  (  
3 (( ) ( ) 0a a a a       )قي دد حق لجمع  a  كل  سبة  ل   )   aرمز  بـ: في  نظير 
4 (2( , ) :a b a b b a      الجمع تبديلي في)   (  

ٔنّ  لقول  )نلخّص الخواص السابقة  , )  وتقرٔ زمرة تبديلية    .لجمع زمرة تبديلية  مزودة 
  الضرب:   ص خوا .  2.2

5 (( ) ( )a b c a b c      تجميعي في ضرب(ال   (  

6 (1 1a a a      في  ضربهو العنصر الحيادي لعملية ال  1(العدد  (  

7 (1 1
1a a

a a
     )قي دد حق سبة لضرب في  a معدومير  كل  ل 1رمز  بـ: *مقلوب 

a
    (  
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8 (a b b a    تبديلي في ضرب(ال   (  
ج من )*ٔنّ  السابقة الخواص ست , ) زمرة تبديلية.  

  التوزيع: اصية  .  3.2
9 (( )a b c a b a c       لى الجمع (الضرب ت  .)   في  وزيعي 

ٔنّ  9 -)1السابقة  واصنخلص من كل الخ )) ب , , )  .حقل تبديلي  

ب   خواص   . 3   : في   الترت
ة  العلاقة    ق داد الحق ٔ ة ا   :التالية تم الخواص   في مجمو

10  (:a a a      العلاقة) في انعكاسية   .(  

11  (2( , ) : ( ) ( )a b a b b a a b          العلاقة) ضد تناظرية في   .(  

12  (3( , , ) : ( ) ( ) ( )a b c a b b c a c          العلاقة) عدية   ).   في م

13  (2( , ) : ( ) ( )a b a b b a        

14  (4( , , , ) : ( ) ( )a b c d a b c d a c b d           

15  (4( , , , ) : (0 ) (0 )a b c d a b c d a c b d            

ٔولى  ب في  ٔنّ العلاقة) تبين 12 -) 10الخواص الثلاثة ا رت ب كليّ حسب الخاصية  لاقة    . )13والترت
ا كليا.  رت ة مرتبة  ق داد الحق ٔ ة ا ٔن مجمو سبة كل من الخاصيتين    ونقول  ب   تبين   ) 15و )  14ل لاقة الترت لائمة مع الجمع      ٔن   .   في   والضرب م

ات   . 4 مو   : المحدودة في   ا
ةمجم  Aلتكن. تعاريف: .41 يرجزئية  و   .من يةال  و

   ّٔن لى إذا    Aنقول  ٔ , :وفقط إذا تحقق محدودة من ا :a x A x a       سمّى العددa    :لى لـ ٔ   A اد من ا
   ّٔن ٔ   Aنقول  , إذا تحقق:   وفقط إذا    سفلمحدودة من ا :b x A x b        العددb  اد ٔ   سمّى    A لـ:   سفل من ا
  ّٔن لى ومن  كانت وفقط إذا إذامحدودة    Aنقول  ٔ ٔسفل محدودة من ا   .ا
ب   )2محدودة   A وك , ) , :a b x A b x a        

 كونA 0قق: ط إذا تحمحدودة إذا وفق , : | |a x A x a      

 إذا كانتA  ٔصغر الحواد لى فإنّ  ٔ لىمن امحدودة من ا لرمز  سمّ  ٔ لى ورمز   ٔ supى الحد ا A   

 إذا كانتA  ٔسفل محدودة من ٔسفل  من الحواد كبرفإنّ ٔ  ا ٔسفل سمّى الحد   ا لرمز  ا infورمز   A    

 قي ة  aكون العدد الحق لمجمو ٔكبرا  ,إذا كان:   Aعنصرا  :a A x A x a    د والعنصر د فهو وح ٔكبر إن و   ا
لرمز   ورمز   max A .  

 قي ة  bكون العدد الحق لمجمو ٔصغرا  ,إذا كان:  Aعنصرا  :b A x A x b    والعنصر  ٔ د  صغرا د فهو وح   إن و
لرمز   ورمز   min A.  

  



ة           ق داد الحق ٔ ٔول: حقل ا                                                                                     المحور ا

نة الجامعية                                   3/6                      الوادي              - امعة الشهيد حمّة لخضر  2021/2022السّ

  : ظات ملاح 

ة  إذا  )1 لت مجمو ٔكبرا فإن Aق max  عنصرا  supA A   . ة   كذ لت مجمو min   فإن صغرا عنصرا ٔ  Aإذا ق infA A    
لى نقولير محدودة من Aإذا كانت   )2 ٔ supٔنّ  ا A    كانت وإذاA ٔ ٔنّ  سفلير محدودة من ا inf  نقول  A    

 :   ٔم

1 ٔ داد الطبيعية محدودة من ا ٔ ة ا :ـ   سفل ) مجمو لتالي  0ب inf:  و min 0        لى ٔ ير محدودة من ا لتالي ولكنهّا  sup: و     وmax    
  ير موجود. 

ير  2 ة  داد الصحي ٔ ة ا ه محدودة  ) مجمو inf  : وم    ،sup      ،min    وmax   ان ير موجود .  
]) لتكن 3 1, 4]A   :ّٔن ة   Aمن الواضح  min  و محدودة  مجمو inf 1A A  و  max sup 4A A   
,2]) لتكن 4 5 [A  :ّٔن ة   Aمن الواضح  min  و محدودة  مجمو inf 2A A  ،sup 5A  و  max A  ير موجود .  

1*لتكن  )  5
/A n

n
   
 

  ينا* 1
, 0 1n

n
      لتالي ة  Aو ينا محدودة  مجمو max  و sup 1A A    وinf 0A   

min  و  A  .ير موجود 

لى    المميزة  اصية الخ .  .42 ٔ د ا ٔ   والحد ل   : سفل ا

الية Aإذا كانت   )1 ير  ة جزئية  ا فإنّ ا ددMو   من مجمو ق :  :حق
sup

0, :

x A x M
M A

x A M x M 
  

        
  

الية  A) إذا كانت  2 ير  ة جزئية  ا فإنّ ددا mو   منمجمو ق ::  حق
inf

0, :

x A x m
m A

x A m x m 
  

        
  

  البرهان: 
ٔنّ 1 supM  ) نفرض  A قي ٔصغر الحواد العليا    M.إذا العدد الحق 0ليكن  .   في   Aـ  ل هو    العدد ،M   لى ٔ اد من ا  Aلـ  ير 

لتالي د  و xيو A  :بحيث  M x    ّٔن لى لـ  Mو بما  ٔ ,0إذا  A  اد من ا :x A M x M         
ٔنّ:   ,0نفرض  :x A M x M         ّٔن ت  ير محقق  Aٔصغر الحواد العليا لـ    M. لنث ٔنّ هذا  د . نفرض  خٓر    ٔي يو Mدد     اد
لى ٔ x:بحيث:   Aلـ    من ا A x M M     0 :نختارM M     الفرضية: إذا حسبM x M     

ٔنّ:    ) وبما  - )M M M M M        نجد : :x A M x M    .  يناقض فرضية وهذا  M    لى لـ ٔ لتالي  .A اد من ا اد من   و د  لا يو
لى ٔ M  ا    ٔصغر منM .  ت الخاصية   ). 2بنفس الطريقة نث

ال  ة   : لتكن ا م 1مو
{ / }

2 2 1n

n
A x n

n
   


  ّلنعين .sup A     وinf A.  

A   الية ير  ة جزئية     :نّ ٔ    من ومحدودةمجمو
2 1 1 2 1

, 0 2 2 1 0 1 0 1
2 1 2 2 2 1 2

1 1 1 1 1 1
0 , 1

2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 n

n n
n n n

n n
n n

n x
n n

             
 

            
 




    

لتالي لعدد    A :و لى  ٔ لعدد ومن 1محدودة من ا ٔسفل  1  ا

ينا  2   0و 
1

inf sup 1
2

A A     ّٔن 1و بما 

2
A   

  إذا
1

inf min
2

A A 
  

ت  sup:ٔنّ لنث 1A  ة    1. العدد لمجمو لى  ٔ ٔنّ Aاد من ا ت  ٔن نث كفي   . :0, , 1n nx A x      
  



ة           ق داد الحق ٔ ٔول: حقل ا                                                                                     المحور ا

نة الجامعية                                   4/6                      الوادي              - امعة الشهيد حمّة لخضر  2021/2022السّ

 كا والتي
1

0, , 1
2 2 1

n
n

n
       




  
ل   ٔ 0من   ينا  

   

1 1 1 2 1 2
1

2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 ( 2 1)

1 1 1 1 1 1
2 2 1 2 1

2 ( 2 1) 2 1 2 2 4 2

n n n n n

n n n n

n n n
n n

   

 
  

 
            

   

            
 

  

د إذا يو
  

1 1
1

4 2
n E


    
  

لتالي sup و 1A   )E
 

رمز دا الجزء الصحيح).  هو
  

نية ت : طريقة  sup: ٔنّ لنث 1A .   1ينا 1 1 2 1 1 1 1 1 1
1 1

2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 4 2n

n n
x

n n n n

                 
  

ٔن    supنفرض  1A :لتالي 1  و
, : 1 1

4 2
n

n
       


 ه 2  بعد الحساب نجد وم 1

,
4 4

n n





  


  
ة مو ون ا لتالي    وهذا تناقض  لى و ٔ sup ير محدودة من ا 1A  

لى  ا   اصية .  3.4 ٔ ٔ   والحد لحد ا   : سفل ا

ة جزئية  كلّ . 1 لى   منالية ير  Aمجمو ٔ لى ت  محدودة من ا ٔ دّا  ل    .supق

ة جزئية  كلّ . 2 ٔ    منالية ير  Aمجمو دّا ٔ ت  سفلمحدودة من ا ل    .infسفلا ق

ت )2و) 1الخاصيتانمبرهنة:  كاف   ن. ام
(1) لنبرهنالبرهان:  (2) . كن تلA  ة يرمجمو ٔ    الية من جزئية  }نضع    سفلمحدود من ا , }A x x A   ، A     ّٔنA ،  
ٔدنى ل ـ mإذا كان  : فإنّ: A  اد  :x A x m x A x m         ّٔن لى من  اد m : . هذا يدل  ٔ ٔنّ : Aلـ   ا ث   و ح
A     لى و ليكن ٔ دا  لى فإنهّا تم  ٔ supMومحدودة من ا A   :لتالي )و : ) ( 0, : )x A x M x A M x                 

ه:  )وم : : )x A x M x A M x        ٔخرى إذا كان ة  0. من      د xفإنهّ يو A     :بحيثM x   .  
x  نضع   x   ينا كون  Mف x M x          :لتالي ,0و : )x A x M        ّٔن ٔي   .M  ٔدنى ل ـ   Aهو الحد ا

ٔنّ   (2)بطريق مشابهة نبرهن  (1) . 
يرمجموعتين   Bو  A  تإذا كانخواص:   ين    . فإنّ:من   ومحدودتين اليتين  جزئي

A. إذا كان 1 B فإنinf( ) inf( ) sup( ) sup( )B A A B   
2.sup( ) inf( )A A   وinf( ) sup( )A A    
3.sup( ) sup( ) sup( )A B A B   وsup( ) sup( ) inf( )A B A B    
4.sup( . ) sup( ).sup( )A B A B ون ين منمجموعتين   Bو   Aمع  *  جزئي

 
5.sup( ) max{sup( ), sup( )}A B A B   ،inf( ) min{inf( ), inf( )}A B A B   

    رهان:
  ) 1لنبرهن عن الخاصية (

ٔنّ:   Aنفرض  B  ينا, sup( )x B x B   ٔنّ:   وبماA B   :كون, sup( )x A x B    ٔيsup( )B لى لـ ٔ   A  ادّ من ا
ٔنّ   )supوبما  )A   ٔصغر الحواد العليا لـA :ّٔن ج  )supس ) sup( )A B  :ّٔن ت  )inf]). بطريقة مماث نث ) inf( ))A B A B       
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ينا  3لنبرهن عن الخاصية (  (: supx A x A      و: supy B y B      لجمع نجد: ( ) sup supz A B z x y z A B          هذا
ٔنّ  supيعني  supA B لى لـ ٔ A  ادّ من ا B  ّٔن )supوبما  )A B   لى لـ ٔ Aٔصغر الحواد من ا B :ّٔن ج  س

sup( ) sup sup ...(1)A B A B    
ينا   ٔخرى  ة  :من  ( ) : sup( )z A B z x y x y A B         ل ٔ ينا   yمن  بّت  :م sup( )x A x A B y      

ٔنّ  لى بـ   Aهذا يعني  ٔ )supمحدودة من ا )A B y   لتالي supو sup( )A A B y    كون ه  :وم sup( ) supy B y A B A      
ٔنّ  لى بـ   Bهذا يعني  ٔ )supمحدودة من ا ) supA B A   لتالي supو sup( ) supB A B A   إذاsup sup sup( ) ...(1)A B A B   
ب  ك يرا  ٔsup( ) sup( ) sup( )A B A B  .  

II -    المطلقة القيمة   :  
قي   القيمة المطلقة   تعريف: .  1 :ـ   xلعدد حق رمز  ب ي  قي الموجب ا |هي العدد الحق |x   ّيلي كما    ف والمعر   :  
ل كل   : . خواص 2 ٔ )2  من  , )x y   ينا  
1  (| | max( , - ) 0x x x         2  (| | | |x x x     3  (| | 0 0x x    4  (| . | | |.| |x y x y    5  (| | | |x x           

6  (| |
, 0

| |

x x
y

y y
            7  (| | | | | |x y x y   8  (| | | | | | | |x y x y    9 (*

1 1

, , | | | |
i n i n

i i i
i i

n x x x
 

 

        

10  (1
max( , ) ( | |)

2
x y x y x y    ،  

1
min( , ) ( | |)

2
x y x y x y      11  (0, | |r x r r x r       

21  (0, | | ( ) ( )r x r x r x r             
ت بعض الخواص.  البرهان:   (3)من التعريف نتحقق من صحة    لنث (1)  

4 (2 2 2 2 2| . | ( ) . | |.| |x y xy x y x y x y    5ل 4( ) نطبق ٔ 1y) من    6 رهان   ) 4() نفس طريقة 
ينا 7  (| | | |x x x    و| | | |y y y     لجمع نجد(| | | | ) | | | |x y x y x y        لتالي لى و     ) 7(   نحصل 
8  (| | | | | | | | | | | |x y x y x y       ٔنّ:     بتربيع ت  ٔطراف نث 2كل ا 2 2 2 2 22 | | 2 | 2 | |x x y y x x y y x x y y         

2  ينا  | | 2 2| |xy x y xy      2نضيف 2x y   ٔطراف إلى كل   نجد المطلوب.   ا
III -    ٔرخميدس بديـهية :    
*ٔي:    ٔرخميدس   بديهية  يحقق حقل    . مبرهنة:  1 *, , :a b n na b         ة ,*ؤ بعبارة مكاف :c n n c       

0b  إذا كان    البرهان:       .ة ٔنّ البديهية صحي   واضح 

  0إذا كانb     لى. لتكن ٔ اصية الحد ا ستعمال  لى صحة البديهية  لعدد  Aلنبرهن  ة  ة المضاعفات الموج   .a  مجمو
  *{ / }A na n    .ة ير صحي ٔرخميدس  ٔنّ بديهية  لخلف، نفرض  *. لنبرهن  :n na b      

ة  مو Aا
  

ٔنّ:  الية  aير  A   لى بـ ٔ ٔنّ   .في   bومحدودة من ا ج  لى  A  ست ٔ دّا  ل  sup  تق A M.  
ٔنّ:  وهذا *يعني  :n na M  لتالي ٔنّ:  و ج  *ست : ( 1)n n a M     :ب ك *و  :n na M a     
ٔنّ:  وهذا Mيعني  a  ة لمجمو خٓر  لى  ٔ ون    Aد  Mوهذا يناقض 

 
ٔصغر الحواد العليا لـ

  
A .ت صحة البديهية   . وهذا يث

VI-   قي الجزء الصحيح لعدد   :   حق
ا   x ليكن :مبرهنة .1 ددا صحي د  ا. يو ق دا ددا حق 1nبحيث:  nوح x n    :ب   وك

, ! : ( 1)...(1)x n n x n         

 si 0
| |

si 0

x x
x

x x
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لجزء 1( لقضيةالمحقق   n سمي العدد الصحيح. تعريف: 2 لعدد)  لرمز x  الصحيح  ]  ورمز   ]x ٔو  ( )E x :ب   وك
, [ ] [ ] 1x x x x    .   :ٔخرى ]ٔو بعبارة  ] max{ / }x n n x    

]ة: لٔم 2 ] 1  ،[ ] 3  ،[ ] 2e  ،1
[ ] 0

2
 ،1

[ ] 1
2

   ،  [6] 6 ، [ 6] 6        

  :  اتملاحظ 
قي  )1 دد حق ل كل  ٔ ,ينا:  xمن  1 [ ]x x x x        
قي   ) 2 دد حق د:  xكل  لى شكل وح ب  ]ك ] { }x x x  ث } ح }x   الجزء العشري لـx   0و { } 1x . 

 : }  )1ٔم } [ ] 3 0.1415         .2( { } [ ] 4 0.8584.....            
 . خواص: 3

  , , [ ] [ ]x n x n x n                               , , 0 [ ] [ ] 1x n nx n x n            
  , , [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 1x y x y x y x y                  

[ ]
, , [ ]

nx
x n x

n
        

     
ةهل  سؤال: ) القضية التالية صحي , : ([ ] [ ] [ ]) ([ ] [ ][ ]))?x y x y x y xy x y       

اطئة  لالقضية  ٔ 2.6 ونبرهن بمثال مضاد من  , 3.5y x     ينا[ ] 2 , [ ] 3y x     و[ ] [3, 5 2, 6] [6,1] 6x y      
لتالي     6و [ ] [ ] [ ] 5x y x y       كذ[ ] [3, 5 2, 6] [9,1] 9xy        لتالي 9و [ ] [ ][ ] 2 3 6xy x y      

ت  ):مبرهنة الجزء الصحيح (: البرهان  ,:  لنث ! : 1x n n x n          
ل    الوجود:  ٔ رٔخميدس من   ٔ د 1aبتطبيق م    وb x    1كذa    وb x   :نجد  *

1 1:n n x       و*
2 2:n n x     

داد    Aلتكن  ٔ ة  ة  مجمو :ـ ة  ف معرّ صحي }  ب : }A p p x   .  
A    :ٔن الية  ير  ة  2nمجمو A    ـ    ومحدودة: لى ب ٔ ٔن:    1nمن ا

1p x n     1ٔيp n    لتالي ل    Aو  لى   ا دّ تق ٔsup( )A n    
Aٔنّ:    بما   و   ّفإن :n وmax( )A n  يحقق وn x    ٔخرى ة  )من  1)n A   :كون 1nف x  ب  : وك

ت و وهذا ي    الجزء الصحيح. جودث
دانية: ن   الو دد 1n :يحققان mو  nنفرض وجود  x n   ،1m x m    
ينا  1nإذا  x n      1وm x m        لى:   دّا إلىبجمع المتباينات 1دّ نحصل  0 1n m n m        :هذا يعني

1 1m n   د المحصور تماما لتالي  0 هو 1 و  1 بين  . العدد الصحيح الوح 0m:  و n m n    دانية الجزء  ث . وهذا ي ت و
  الصحيح.

, : 1x n n x n       
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ة)    ق داد الحق ٔ ة   رقم  01  (حقل ا ّ ٔعمال مو  سلس  

كرار نعتبر العدد الناطق. 1 :1تمرن  )n 0) مرّة, 20212021.....2021nA اكتب .nA لى الشكل:*/ ,n

p
A p q
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كرار  يكن العدد الناطق. ل 2 ته من المراتّ)  دد ( ,0ير م 20212021..........A اكتب .A :لى الشكل*/ ,
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A p q
q

     
لعدد  3 سبة  ل .....0,1111. نفس السؤال  0, 2222..... ... 0, 9999.....B    .  

ة   :2تمرن  ق داد الحق ٔ ينّ حصرا ل
2

2 2
2 2

, , , ,
x

y x x y x y
x y

 
  لمت ] ٔنّ:إذا  2, 3]x  و   [ 7, 5]y    

ة.  zو x،yلتكن  :3تمرن  ق داد حق ٔ   ثلاثة 
ٔنّ: 1 ت  2. اث 2 2x y xy  ج * ٔنّ: واست 1

:| | 2x x
x

     
داد  zوx،yإذا كانت  .2 ة أ ق ة حق ٔنّ:   .موج ت  )2اث ) 4x y xy  ج ) ٔنّ: واست )( )( ) 8x y y z x z xyz    
ٔنّ: 3 ت  3*. اث 1 1 1

( , , ) : 1 9x y z x y z
x y z            

رهن :4تمرن  ٔنماط البرهان،  د  ٔ   :  القضا التالية صحّة ستعمال 
ير معدوم nإذا كان  ) 1 2nن العدد  فإ  ددا طبيعيا  n .س طبيعيا   ل
ا aإذا كان  ) 2 ا موج ق )فإن:   ددا حق 0 , ) 0a a     .   
طقين yو  x) إذا كان  3 ن  2فإن:  دد 1 1 0x y x y     .   

)2إذا كان . 1  : 5تمرن  , )a b  :ث )2 ح , )a b ،  ت a :ٔنّ اث b  . 2  :ّٔن ج  2. است 3 5  .  
ٔنه إذا كان  1 :*6تمرن  rفإنّ  xو   r. بينّ  x  0كان   وإذاr   ّفإن.r x . 

ث  rو  r. ليكن  2 طقين ح ن  rدد r :ّٔن ت  2. اث
( )

2
y r r r    .  

3 ّ ٔن ج  طق. ه. است ير  ددا  د دوما  طقين يو ن  دد   بين كل 
)max  ينّ  :7تمرن  )A ،min( )A  ،sup( )A وinf( )A  دت فيإن   كل الحالات التالية:  و
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ق ندد bو  aكني: ل 8تمرن    ٔنّ:ينحق ت   . اث

  1(| | | | | | | |a b a b a b      2 (1 | 1| (1 | 1|)(1 | 1|)ab a b       3 (| | | | | |

1 | | 1 | | 1 | |

a b a b

a b a b


 

    
  

الي ين جزئي  تينمجموع  B  و Aلتكن :9تمرن  ,:بحيث من  تينير  ,a A b B a b        
ٔنّ   ت  لى Aاث ٔ ٔ   B ،محدودة من ا ٔنّ  سفلمحدودة من ا sup  :و infA B  

ير  Aلتكن :*10تمرن ة جزئية  ٔنّ:   الية ومحدودة منمجمو ت  |})2sup. اث |, ( , ) }) sup infx y x y A A A    
ت صحة الخواص التالية: :11تمرن  ,  )1 اث : [ ] [ ]x y x y x y     2(, : [ ] [ ]x a x a x a          

3( 1
:[ ] [2 ]

2
x x x x       

     4( : [2 ] 2[ ] {0,1}x x x       
الية ومحدودة من Eلتكن :*21تمرن ير  ة جزئية  ة  .  مجمو مو ]نعرّف ا ] {[ ]: }E x x E      

ٔنّ 1 ت  ]. اث ]E   محدودة في.   2قارن بين .inf E، inf[ ]E  وsup E،sup[ ]E  .  
دد طبيعي 1: *31تمرن ل كل  ٔ ٔنهّ من  ت  1n. اث   :1ينا

1
1

n n
n n

  
 

  

دد طبيعي2 ل كل  ٔ ٔنهّ من  ت  1n. اث   :1ينا
2( 1 ) 2( 1)n n n n

n
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2 3 1000
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لتقويم لاحقا* ([   ]) يترك 
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قة  ق  كلية العلوم ا

ض ات   قسم الر
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ة)     ق داد الحق ٔ ة   رقم  01  (حقل ا ّ ٔعمال مو ل  سلس    
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  2  .  0, 20212021..........(1)A    10000  كونو 2021, 20212021.............(2)A  نجد  2) من (1( وبطرح (  

2021
10000 2021, 20212021.... 0, 20212021... 9999 2021

9999
A A A A        

ٔنّ:  . 3 ٔن نبرهن  1يمكن  2 9 45
0,1111..... 0, 2222..... ... 0, 9999..... ... 5
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ة  يينّ ع ت  :2ت ل  ق داد الحق ٔ  حصرا ل
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2 2
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 ث ]:  ح 2, 3]x  و   [ 7, 5]y     

2ينا 3x   7  و 5y    ه 9 وم 2x y    ينا  ، 5 7y     ه 3وم 10x y     
)ينا  2 0 ) (0 3)x x       ه 2وم 2(0 4 ) (0 9 )x x       20إذا 9x   
7ينا  5y     ه 225وم 49y     
20ينا  9x    249و 25y      ه 2وم 249 16x y      

20ينا  9x    2و 216 ( ) 49x y     ه وم
2

2 2

0 9

49 16

x

x y
  


وكون    
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2 2

9
0

16

x

x y
  


     

    :3ل ت 

ٔنّ: 1 2. اثبات  2 2x y xy   اجو * ٔنّ: است 1
:| | 2x x

x
     

2 2 2 2 22 ( ) 0 2x y xy x y x y xy            

ل   سبق ومنممّا  ٔ1
, 0y x

x
    :2ينا 2 2

2

1 1 1 1 1 1
( ) 2 . 2 . 2 . 4 ( ) 4x x x x x x

x x x x x x
             

ر الطرفين نجد  ذ 1وبت
| | 2x

x
   

ٔنّ: 2 2. اثبات  2( , ) : ( ) 4x y x y xy     اجو ) ٔنّ: است )( )( ) 8x y y z x z xyz     

2 2 2 2 22 ( ) 2 4x y xy x y x y xy xy        

ينا  ممّا سبق 
2

, , 0
2 2 2 2 2 2 2

2

( ) 4
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ٔنّ: 3 3*. اثبات  1 1 1
( , , ) : 1 9x y z x y z

x y z            
1 1 1 1 1 1

( )( ) 3 ( ) ( ) ( )

1
3 2 2 2 9 ( 2 )

y x z y x z
x y z

x y z x y z x y y z z x

x
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     :4ل ت 
ٔنّ:) 1 لخلف  2n  نبرهن  n س طبيعيا ث ل n* ح    

ٔنّ   2nنفترض  n   ٔي 2دد طبيعي  ( )n n k k    2 لتربيع نجد 2n n k   
ل  ٔ n*ينا من   :2 2 2 2 1n n n n n      ه 2وم 2 2( 1)n k n   لتالي 1n  و k n    

ٔنّ :  ه  kوهذا تناقض  2nوم n  .س طبيعيا   ل
ا aإذا كان  ) 2 ا موج ق ) فإن:  ددا حق 0 , ) 0a a     .   

ٔي نبرهن   ض  ستعمال العكس النق 0نبرهن  ( 0, )a a       
0a ليكن   ّٔن قي موجب فإنّ  a  بما  0aدد حق  ٔن نختار  كفي 

2

a  2 وكون

a
a .  

طقين yو  x) إذا كان  3 ن  2 فإن: دد 1 1 0x y x y     .   
2ٔنّ: لخلف نبرهن ٔولا  1 1 0x y x y        

2ينا   - 1x y   :ّٔن 1ونفترض  0x y  .    

0yمن الفرضية   2  و 1x y  :1 نجد
2

x

y


   ّٓن   2وهذا تناقض 

ا  0yفي     ستلزام( 2 1 1 0)x y x y      0ٔنّ:  محقق 2 1 1x x      
ه 2 وم 1 1 0x y x y       

1ستلزام   0 2 1x y x y      ،ل واضح ٔ 1 ٔنهّ من  0x y     :2نجد 1 0 2 1x y      يرا ٔ و
ب 2ك 1 1 0x y x y      

)2إذا كان  . 1  :5ل ت  , )a b  :ث )2 ح , )a b ، ت انّ:ااثب a b  .   

ٔنّ:  لخلف نفترض  aنبرهن  b    يناa b
a b

a b


  


 و  

( ) ( )

2

a b a b
a

  
  .تناقض  

aإذا   b  .  
ٔنّ:  ا . است2 2ج  3 5  .  

فرضنبرهن  2  ٔن: لخلف ف 3 5 r Q     ه 2وم 3 5r    :وبتربيع الطرفين نجد  

22 6 2 5r r  :لتالي و
2

26 5
2

r
r Q    ٔول فإن لكن حسب ة السؤال ا 26 ن 5r ير دد  ٔنهو   طق 

 2 26,5r Q  و 2 26, 5r Q ه 2 وهذا تناقض وم 3 5 Q  .  

ٔنّ   )2من السؤال السابق بما  2, 3)   ّ2فإن 3    ّٔن 5  كذ بما     ّ2فإن 3 5  .  
)max تعيين :7ت ل  )A ،min( )A ،sup( )A  وinf( )A  دت فيإن   كل الحالات التالية: و

1 (1 1 1
1, , , ...,

2 3
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n
   
 

ب  ك ٔن  1*   يمكن 
,A n

n
   
 


 
ينا    *و 1

: 0 1n
n

   
 

  

)maxإذا   ) sup( ) 1A A ،min( )A :ّٔن )infير موجود لنبرهن  ) 0A ٔسفل لـ 0  . العدد   A اد من ا

 :ٔنّ لنبرهن 
* 1

0 :n
n

       ٔرخميدس وهذا محقق بتطبيق بديهية )* *, , :a b n na b         (  
ل ٔ a من   1  وb   

2( *1
2 /A n

n
    
 

   ينا* 1 1 1
: 0 1 1 0 1 2 2n

n n n
            

  
)minxإذا   ) inf( ) 1A A ،max( )A :ّٔن )supير موجود لنبرهن  ) 2A 2  . العدد  ٔ ٔصغر الحواد A لـ لىاد من ا ٔنهّ  ت   لنث

لى ٔ ٔنّ Aلـ   من ا   :. نفترض 
* 1

, : 2 2a n a
n

         بعد الحساب نجد* 1
:

2
n n

a
  


  



ة مو ون ا لى   *  وهذا تناقض  ٔ لتاليير محدودة من ا )sup و ) 2A   

4 (1 2
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A n
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 . 1ينا 2 7
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n n

 
   

 


 
1و  7
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1إذا  
minx( ) inf( )

3
A A  ،max( )A : رهن ٔن  )supير موجود يمكن  ) 2A .  

5(  2*

1[0 ,1 ]
nn

A


  


ٔنّ   ت  *2.  لنث

1[0 ,1 ] [0 , 1[
nn

A


   


  
ل كل   ٔ ال n*من  2ا

1[0 ,1 ]
n

 0] محتوي في , لتالي: ]1 0] و , 1[A   
ٔنّ   ٔخرى نفرض  ة  0]من  , 1[x    :0ٔي 1x . ذ ٔ  إذا 

1

1
n

x


 2 نجد

1
0 1x

n
   2  و

1[0 ,1 ]
n

x    
لتالي:  xو A:ّٔن ج  ست  .[0 , 1[ A  يرا ٔ ٔنّ  و ب:  0]ك , 1[A . ٔن العدد ٔ  0. نلاحظ  0  و Aلـ سفلاد من ا A :ٔي 

inf min 0A A   ٔن ٔنّ نلاحظ  ٔ  من ٔصغر الحواد 1و 1و A  لىا A   :ٔيsup 1A   و  max A  .ير موجود  
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1 1
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mn mn n
     

 


 
ه )2*وم , ) : 0 1

1

m
m n

mn
   




  
ٔ   ودةدمح A  إذا لى بـ ومحدودة 0ب ـ فلسمن ا ٔ ٔنّ:1  من ا ت  )inf  . لنث ) 0A   ٔنّ العدد ٔن نبرهن  ٔسفل 0كفي  .  Aلـ  ٔكبر الحواد من ا

لخلف ليكن   0aنبرهن      ٔسفل لـ )2*إذا  Aاد من ا , ) :
1

m
m n a

mn
  


  ل ٔ 1m.من  

 
  نجد

* *1 1
: : 1

1
n a n n

n a
      


 

 
ةوهذا تناقض  مو لتالي  *  ون ا لى و ٔ )inf ير محدودة من ا ) 0A 

  
ٔنّ  بنفس الطريقة ن  ت  )supث ) 1A    ٔنّ العدد ٔن نبرهن  لى 1كفي  ٔ لخلف ليكن  Aلـ   ٔصغر الحواد من ا 1b. نبرهن      لى لـ ٔ اد من ا

A  2*إذا( , ) : 1
1

m
m n

mn
  


  ل ٔ 1n.من  

 
*نجد: *: :

1 1

m b
m b n m

m b
     

 
 

 
ةوهذا تناقض  مو   ون ا

*   لتاليير محدودة من لى و ٔ )sup ا ) 1A .  
ٔنّ  )infبما  ) 0A  0  و A )0 0

1

m
m

mn
  


ٔن  m*مستحيل 

  
)min) فإنّ  )A  ير موجود  

ٔنّ  )supبما  ) 1A  1  و A )1 1 ( 1) 1
1

m
mn m m n

mn
      


ٔن  )مستحيل  1) 0m n  

  
)min) فإنّ  )A  ير موجود  

 7( 
2

2

2
/

1

x
A x

x

 
   

.
 

ل كل   ٔ ب: xمن     ك
2

2 2

2 1
1

1 1

x

x x


 

  لتالي ٔ A و   .1لعدد   سفلمحدودة من ا

ٔن  ت  ٔسفل  ٔكبر الحواد 1لنث ت: من ا ٔي نث
2

1
0, ,1 1

1
x

x
       


  ينا  .

2

1 1
1 1 1

1
x

x



     


   

ل   ٔ 0من  1   ٔن نختار 1كفي 
1x


  ل ٔ 1. من    ٔن نختار 0xكفي     :ه وم

2

1
0, , 1 1 1

1
x

x
        




ٔنّ:   ج  infست 1A   ّٔن 1   بما  A 1(لو افترضنا A  ّفإن
2 2

1 1
1 1 0

1 1x x
   

 
ٔنّ   )مستحيل  ج  minوست A  .ير موجود  

8( / | | 1,| | 1
3

x y
A x y

x y

 
     

ل   ينا  ٔ ,1من  1x y  1كون ( 1) 2

1 ( 1) 3 3

 


  
ل   ٔ ,1ومن  1x y     1كون 1 2

1 1 3 3

 
 

  
  

 ّ ٔن للنتحقق  ٔ |ه من  | 1,| | 1x y  : 2 2

3 3 3

x y

x y


  

 
نٔ نبرهن   2 كفي 

3 3

x y

x y




 
  

 ينا
2 2

2

2 2 2 (5 6)( 5 6)
0 0

3 3 3 3 3 3 9( 3)

x y x y x y x y x y

x y x y x y x y

                                     
  

1 :ٔنّ وهذا محقق  1x     ،1 1x      1و 1y    ،1 1y    :ّٔن ج    وست
5 6 5( 1) ( 1) 6 0x y          5و 6 1 5(1) 6 0x y        

ه ة   وم مو 2ٔنّ   وبمامحدودة  Aا 2
,

3 3
A A     :ّٔن ج  2ست

sup max( )
3

A A   2و
inf min

3
A A  ،

  
|)1 ٔنّ:ت ااثب :8ت ل  | | | | | | |a b a b a b         
2ينا | | | ( ) ( ) | | | | |a a b a b a b a b          2و | | | ( ) ( ) | | | | |b a b a b a b a b         لجمع نجد المطلوب  

1 ٔنّ:اثبات ) 2 | 1| (1 | 1|)(1 | 1|)ab a b          1نضع, 1u a v b     
1ينا | 1 | 1 | | 1 | | | | | | (| | 1)(1 | |) (1 | 1 |) (1 | 1 |)ab uv u v uv u v u v a b                   



|ٔنّ اثبات ) 3 | | | | |

1 | | 1 | | 1 | |

a b a b

a b a b


 

   
   

ٔنّ:   :1ط لخلف نفرض  |لنبرهن  | | | | |

1 | | 1 | | 1 | |

a b a b

a b a b


 

   
  

|بعد الحساب نجد  | | | | | | | (2 | |)a b a b ab a b       :ٔن |وهذا مستحيل  | | | | |a b a b    

ينا 2ط  :| | 1
1

1 | | 1 | |

a b

a b a b


 

   
  

1و     1 | | | |
1 | | 1 | | | | 1 1

1 | | 1 | | | | 1 | | | |

a b
a b a b

a b a b a b


         

     
ٔنّ:   ج    وست

| | | | | | | | | |

1 | | 1 | | | | 1 | | | | 1 | | 1 | |

a b a b a b

a b a b a b a b


   

       
 

0a ليكن :9ت ل  A  0وb B  ن معلومين كون  دد لتالي  b,0و B a b   ه ٔ  0aوم   Bسفل لـاد من ا
a,0كذ    A a b   ه لى لـ  0bوم ٔ ٔنّ و   Aاد من ا ج  لى   Aست ٔ دّا  ل  supتق A   وB    ٔسفلا دّا  ل  infتق B     

ٔنّ   لخلف  supلنبرهن  infA B.   ّٔن supنفترض  infA B    ونضعsup inf

2

A B
k


  كون ه  infوم supB k A   

ج ست لتالي  ,  ٔنّ  و : ( ) ( )a A b B a k b k         لتالي aنجد   و b   وهذا يناقض الفرضية .  
     :11ت ل 

, اثبات  )1 : [ ] [ ]x y x y x y      
ل   ٔ )2من  , )x y     ث )ح )x y  ينا  .[ ]x x   لتالي ]و ]x y    ٔي[ ]x    ٔسفل اد صحيح من ينا كذ yل ـ  ا  .[ ]y y    

دانية الجزء الصحيح ]: فإنّ  وحسب و ] [ ]x y ( ٔنّ دا الجزء الصحيح متزايدة   وهذه الخاصية تبين 
2(, : [ ] [ ]x a x a x a           

]نضع   ] ( )x n n      ينا:[ ] [ ] 1x x x x      ب 1  وك 1n x n n a x a n a           
ٔنّ   nوبما  a   1وn a    ّٔن ج  ست ان  عاق ]ددان م ] [ ]x a n a x a      

1 اثبات  )3
:[ ] [2 ]

2
x x x x       
  

]نضع   ] ( )x n n  التين    نميزّ 

1  إذا كان

2
k x k     كون 1في هذه الحا  1

1
2 2

k x k        2و 2 2 1k x k     ّٔن ت  1وهذا يث

2
x k    

2]و   ] 2x k  

ه  1وم
[ ] [2 ] 2

2
x x k k x k        

  

1  إذا كان
1

2
k x k      كون 1في هذه الحا  3

1
2 2

k x k       2و 1 2 2 2k x k    ّٔن ت  1وهذا يث
1

2
x k     

2]و   ] 2 1x k   ه 1وم
[ ] 1 [2 ] 2 1

2
x x k k x k          

  

: اثبات )4 [2 ] 2[ ] {0,1}x x x      
ينا    2 2 2 2 1x x x x x x             : كذ 2 1 2 2x x x   ه وم   , 1 2 2 2x x x       

ٔنّ:  بما     2 2x x    :نجد: [2 ] 2[ ] {0,1}x x x      
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ة  المتتالية  -1 ق     :الحق
  : تعريف 

تالية  ةسمي م ق داد الطبيعية  من دا كلّ  حق ٔ ة ا ة    مجمو ٔ في مجمو ة دادا ق    .  الحق
لمتتالية بـ  ادة  )0رمز  )n nu  صارا بـ )ٔو اخ )nu   عوضا عن ،( )n u n قي وسمي ٔي صورة العدد   nu العدد الحق )n ا )  بهذه ا

  الحد العام لهذه المتتالية. 
   :ٔم 

تالية معرفةّ بحدّها العام:  1 )) م 1)nnu    ،nu n   ،1

2nu n



  ،sin( 1)nu n  ،

0

2
k n

k
n

k

u




   

2 (ٔ دودها:  دد من  ربط بين  تالية معرفة بعلاقة تدريجية  0) م 1 2 1 0( 1, 1, 3, ...) 2 1, 1n nu u u u u u         
1ب)   2 3 4 1 1 1 1 2( 1, 0, 1, 2,...), 2 , 1, 0n n nu u u u u u u u u           .    

تالية : ملاحظة    من رتبة معيّنة فقط.  ابتداءيمكن تعريف م
   : المحدودة   ات المتتالي   - 2

)لتكن  :تعريف  )n nu   تالية ةم ق   . حق

   ( )n nu  :لى إذا تحقق ٔ ,  محدودة من ا ,   nM n u M       
 ( )n nu   :ٔسفل إذا تحقق ,محدودة من ا ,   nm n u m       

   ( )n nu   ٔي محدودة ٔسفل  لى ومن ا ٔ ,0إذا تحقق:  إذا كانت محدودة من ا ,   | |nM n u M      
, ٔو إذا تحقق:   , ,   nM m n u M           
ة    ٔسفل.كون  :ن لى ومن ا ٔ د من ا نٓ وا ة محدودة إذا وفقط إذا كانت محدودة في  ق تالية حق   م

المتتالية   )1 : ٔم
2

2 1n

n
u

n



  ٔ لى بـ  ومن 0بـ  سفلمحدودة من ا ٔ ٔنّ:  1ا

2

2
,   0 1

1

n
n

n
   


  

nuالمتتالية  ) 2 n  ٔ لى 0بـ  سفلمحدودة من ا ٔ ير محدودة من ا ,ٔنّ:  و   0n n    
)المتتالية  ) 3 1)nnu   :ّٔن ,محدودة     | |= | ( - 1 ) |= 1 2n

nn u     
لتراجع. ملاحظة:  ستعمل البرهان  ة محدودة  ق تالية حق ٔنّ م   لإثبات 

ال  )  لتكن: م )n nu   :ة معرفة كما يلي ق تالية حق 0م 10, :  = 2n nu n u u      ّٔن ت  ,لنث    2nn u    
ل   ٔ 0nمن   0ينا 0 2u  .   ّٔن 2nu نفرض    ّٔن 2nu 1و نبرهن     

2 1ينا  2 4 2 2 2n n n nu u u u         ه , وم    2nn u    
ينا ٔخرى  ة  ,من     0nn u    إذا,    0 2nn u    ٔنّ  ونقول( )nu .محدودة 

ة الم   -3   : تتاليات الرت
)لتكن  :ريفاتع )n nu   .ة ق تالية حق   م

  )( nu 1إذا كان   متزايدة:  n nn u u      و)( nu  ناقصة إذا كان :1م  n nn u u       
)( ٔنّ  ونقول  nu   1بتة إذا كان:  n nn u u     

   مة ناقصة تماما ٔو ( إذا كانت المتراجحة  ٔو (م ٔن المتتالية متزايدة تماما    . ) ) نقول 

 المتتالية  تإذا كان)( nu   لى ٔي لا تغيير اتجاهها  ناقصة فقط  ٔو م ٔنها متزايدة فقط  ة.   نقول  تالية رت   م

1) المتتالية  1 :ٔم 

2nu n



ناقصة     nu) المتتالية  2  م n        المتتالية   )3متزايدة( 2)nnu      .ة   ير رت

بة (   راسة :  ملاحظة  تالية )  اتجاه تغيرّ ر 1nندرس إشارة الفرق   م nu u    مقارنة  ويمكن
1

n

n

u

u 

ة.   1بـ:    دود المتتالية موج   إذا كانت 
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د    - 4 ة   اتالمتتالي تقارب وتبا ق   : الحق
)لتكن  : ريفاتع   )n nu  .ة ق تالية حق   م

  )( nu قاربة قي  م دد حق د  0بحيث:  lإذا و 00,    , :  ( | | )...( )nε n n n n u l                    
ب     lim  وك nn

u l


   ٔوlim | | 0nn
u l


   

  نهاية  )( nu هي    ب limوك nn
u


  0يلي:   إذا تحقق ما 00,  , : ( )nA n n n n u A           

  نهاية  )( nu هي    ب limوك nn
u


  0يلي:   إذا تحقق ما 00,  , : ( )nA n n n n u A            

 تالية ة نقول عن م ق دة عندما لا  حق با قاربةكإنها م تها ٔخرى إذأو بعبارة  ن م ٔو نها    ؤ   كانت لا تم نهاية 
ب:  )(  وك nu   :دة إذا تحقق ما يلي با 0م 0, 0,    ,  :  ( | | )nl ε n n n n u l                

  : ملاحظات 
ة )  1 ق تالية حق )(تعيين طبيعة م nu  .دها   يعني إثبات تقاربها وتبا
يار الرتبة 2 علق بــ:   0n) إنّ اخ نهاية المنتهية) و بــ: في التعاريف السابقة م ا ا ير المنتهية) A( في  نهاية  ا ا  ( في 
ة تبقى التعاريف    ) 3 دلنا    السّابقة صحي   .  ٔو  بــ:    ٔو    الثاني للاستلزام الطرف  في  إذا اس

ٔن المتتالية ) 1  : ٔم  ت  )1  لنث )n nu   ّفة بحدها العامالمعر  
1

nu n
 قاربة نحو العدد   . 0م

ٔنّ :  ت  0لنث 0

1 1
0,    , :  (  | | )ε n n n n

n n
            

0ε  ليكن   د ٔرخميدس فإنهّ يو 0nحسب بديهية 
   :0يحقّق 1n    ٔي

0

1

n
   :لتالي 0و

0

1 1 1
: n n
n n n

        

ٔن المتتالية ) 2 ت  )  لنث )nu المعرّفة بحدها العام  
3

2n

n
u

n


  قاربة نحو العدد   .3م

ت  0 ٔنّ:لنث 0

3 6
0,    , :  (  | 3 | )

2 2

n
ε n n n n

n n
          

 
   

0ε  ليكن   6ينا 6

2n n



ل.    ٔ 6  من 

n
  6ٔي

n


  ٔن نختار 0كفي 

6
[ ] 1n


   :لتالي 0و

6
:

2
n n

n
  


  

ٔن المتتالية ) 3 ت  )  لنث )nu المعرّفة بحدها العام  
22 3nu n  .دة با ٔنّ:   م ستعمال التعريف  ت  limلنث n

n
u


   

ٔنّ: ت     نث
2

0 00,  , : ( 2 3 )A n n n n n A             

0A  ليكن  .  2ينا 22 3 2n n    ل ٔ 22nمن  A   ٔي
2

A
n  ٔن نختار 0كفي  [ ] 1

2

A
n    :لتالي 2و

0 : 2 3n n n A     

نهاية)   : مبرهنة  دانية ا تالية   (و ةإذا تقاربت م ق دة حق تها وح    .فإن نها

ين  l'و  lلتكنلخلف  نبرهن: 1ط رهان:   قاربة لمتتالية نهايتين مختلف )(م nu ٔن   نفرض'l l  تر في التعريف السابق '. ولن

2

l l 
 ّومن ثم .

2   :فإن 2  :    | |nn n n u l            1كذ 1 :      | |nn n n u l        

0وعندما نضع   1 2max( , )n n n :ج 0  ست

' '
     '

2 2n

l l l l
n n l u l

 
     : 0  ٔي

' '
     

2 2n

l l l l
n n u

 
     

ه المطلوب.   وفي العلاقة السابقة تناقض واضح. وم
قاربة  l'و  l: لتكن 2ط  )(نهايتين لمتتالية م nu  :لتالي   و

1 10,     :     | |
2nε n n n u l


             2        كذ 20,     :    | | 
2nε n n n u l
         

0بوضع  1 2max( , )n n n   ل ٔ 0nومن  n  :ينا   
2 2n n n nl l l u u l u l u l
                 

ل  ٔ ٔنهّ من  ج  ست ه  0كل وم  : l l     :لتالي 0l و l   ه lو م l  
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ة : كلّ نظرية  ق تالية حق قاربة  م تالية هي م ير صحيح.محدودةم  . والعكس 
كٔد من ذ ن : البرهان  )ٔن  فرضلت )n nu  قاربة تالية م دد م 0:  ٔي lنحو  00, ,  : ( nε n n n n u l             

1ثم نختار في هذه العلاقة   كون لا، ف 0: م 0,  :  1nn n n n u l         ه 1nn      0:وم n u l     
لى ل   ا ادّ   Kليكن   ٔ ـ: من ا 00 1 1,  ,...,  nu u u     و max 1 ,M l K   :ٔن ,. لاحظ عندئذ   nn u M     .وهو المطلوب  
ة ير  : كلّ ن ة  ق تالية حق تالية محدودة م دةهي م با   .م
    : ٔم 

:ـ  1 1) المتتالية المعرفة ب

2nu n



قاربة نحو     ٔن نختار في العلاقة  0م ٔنه كفي  ). ذ  ) :0

1
n


 .    1فهي محدودة 1

: 0
2 2

n
n

   


  

3  المعرفة ب:ـ   ) المتتالية 2

2n

n
u

n
 


قاربة نحو     ). ذ ٔنه كفي ٔن نختار في العلاقة  3م )    :0

2
n


 .    3فهي محدودة

: 3 0
2

n
n

n
     


  

)) المتتالية  3 1)nnu     لخلف، نفرض وجود نهاية قاربة (وهي محدودة). يمكن تبرر ذ  دة   ير م    : تحقق العلاقة   لهذه المتتالية   l وح
0 00 ,  , :  ( ) . . .( )nε n n n n u l              

ل   ٔ 1من 

2
   0ينا 1 1

1 1
: 2 1

2 2n n n nn n u u u l u l             .وهذا تناقض  
nuالمعرفة بـ: ) المتتالية 4 n   ي دة ير محدودة فه با lim  ٔنّ:م n

n
u


 0 0( 0, )A n n n n A        

ذ:   ٔ ٔن ن كفي  2

0 2n A .  
  :  عمليات حول المتتاليات  - 5

) لتكن :1  مبرهنة  )nu   و( )nv  ث قاربتين ح تين م ق تاليتين حق limم nn
u l


   وlim nn

v l


 ينا   عندئذ 

1 (2lim ( ) , ( , )n n
n

u v l l     


    2  (lim ( )n nn
u v l l


    3 كون 0l) عندما     :lim n

n
n

u l

v l



   

 4 (lim nn
u l


  5 (lim 0 lim 0n nn n

u u
 

       6 إذا كان ابتداء من رتبة معينة (n nu v  فإنl l.  

ال  )لنحسب نهاية المتتالية  : م )n nu  :ث    ح
3 2

3

2 1

4n

n n
u

n

 



ينا   .

3 3 3

3

3 3

1 1 1 1
2 2

,
4 4

1 1
n

n n n n nn u
n

n n


   

    
 

  

ٔنّ:  limونعلم  0, ,
pn

k
k p

n


 
    لتالي lim :و 2nn

u


  
ة لصن ست ٔن:6من الخاصية  :   ( 0  lim 0 , 0  lim 0n n n nn n

u u u u
 

       
ر  0nu  إذا كان  : تحذ    ٔو ابتداء من رتبة معينة فهذا يؤدي إلى ٔول رتبة  limابتداء من  0nn

u


   لضرورة إلى lim و لا يؤدي  0nn
u


  .  

ال  1  :م
: 0nn u

n
      :1لكن

lim lim 0n
n n

u
n   

 
  

)لتكن : 2مبرهنة   )nu  و( )nv  ينا تين  ق تاليتين حق   م
)إذا كانت  )nu نهايةو  محدودة ( )nv :ّتؤول إلى الصفر فإن lim ( ) 0n nn

u v
 

   
  : البرهان 

 ( )nu 0يعني:   هذا  محدودة, ,   | | ...........(1)nM n u M      
lim 0nn

u


 :0هذا يعني 00 ,  , :  ( ) . . . . . . . . . . . ( 2 )nε n n n n u             
|ينا ) 2) و (1من ( | | | | | 0n n n nu v u v M          

كون: ه  0 وم 00,  , :  ( )n nε n n n n u v              
لتالي :و

 
lim ( ) 0n nn

u v
 

   
ال  sinلنحسب :م

lim
n

n

n
sinnu  نضع   n   1و

nv
n

 ينا ,   | | | sin | 1nn u n     1و
lim lim 0nn n

v
n   
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ٔنّ   )   بما  )nu محدودة و نهاية  ( )nv  :ّتؤول إلى الصفر فإنsin
lim lim ( ) 0n nn n

n
u v

n  
    

)لتكن   :3  مبرهنة  )nu   و( )nv  :ينا تين  ق تاليتين حق   م

1 (lim lim ( )n n
n n

u u
 

      2(   :إذا كان: 0nn u   :ّ1 فإن
lim lim 0n
n n

n

u
u 

      

3 (( lim ) ( lim ) lim ( )n n n nn n n
u l v u v

  
          4 (( lim lim ) lim ( )n n n nn n n

u v u v
  

        
5(  ( lim ) ( lim ) lim ( ) .n n n n

n n n
u l v u v 

  
          ث   .lهي إشارة   ح

ال  1a   إذا كان: م  :ّفإن lim n

n
a

 
 

 
:ٔنّ:  ( 1)nn a n a    ٔمّا إذا كان  .] 1,1[a  :ّفإن lim 0n

n
a

 
  

    : )نظرية الحصر : ( 4مبرهنة  
ة تحقق:   ق تاليات حق ينا ثلاث م 0إذا كانت  0, : n n nn n n v u w       وlim lim ( )n nv w l l   فإن :  

( )nu  قاربة نهاية ولهام   .l نفس ا
0ليكن  :البرهان   ّتقارب المتتاليتين . إن( )nv و( )nw  نحوk  ن طبيعيين دد   بحيث  2nو   1nيؤدي إلى وجود 

   1  | | nn n v l      2   و     | |nn n w l         0وبوضع 1 2max( , )n n n نجد :  
0 n n nn n v l u l w l          . 0  لـ:مكا  وهذا | |nn n u l       ه تقارب )وم )nu   نحوl  .  

ال  :  لنحسب : م
2

sin
lim
n

n

n
ينا .

2 2 2

1 sin 1
:

n
n

n n n
 

   ٔنّ: وبما
2 2

1 1
lim lim 0
n nn n 


    ّفإن:

2

sin
lim 0
n

n

n
    

)لتكن : 5مبرهنة   )nu    ة و ق تالية حق ا lم ق   .ددا حق

د  إذا   بتا بحيث  0nو 1ددا طبيعيا 
0 : 1n

n

u
n n l

u
      ّفإنlim 0nn

u
 

  

0ينا : البرهان  0 0 0

0 0 0 0 0

1 2 1 1 2

1 1 1 1

. .. .. .
.... ..

.... .
n n n n n nn n

n n n n n n n

u u u u u uu u

u u u u u u u
    

   

      

كون   0حسب الفرضية 

0

.... . . n nn

n

u
l l l l

u
     ه 0وم

0

1n nn

n

u
l

u
  إذا 

0

00 : 0 n n
n nn n u u l      

ٔنّ  0بما  1l   ّ0فإنlim 0n n

n
l 

 
 ه limحسب نظرية الحصر   وم | | 0nn

u
 

 لتالي limكون   و 0nn
u

 
  

  ملاحظات: 

1) إذا كان  1 1n

n

u
l

u
   فإنّ المتتالية  ( )nu .دة با   م

1l) إذا كان  2    د المتتالية ٔو تبا لى تقارب  ستطيع الحكم  )لا  )nu.  
ال:  limلنحسب   م 0

!

n

n

a

n
   ث   aح

ينا
1

1 ! !
:

( 1) ! ( 1) ! 1

n n
n

n n
n

u a n aa n a
n

u n a n n a n


      

  
  1وكونlim lim 0

1
n

n n
n

u a

u n


   
 


  

ل   ٔ 1من     د بتا بحيث 0nيو 1ددا طبيعيا 
0 : 1n

n

u
n n

u
    حسب النظريةلتالي و lim lim 0

!

n

nn n

a
u

n   
   

ة تقارب المتتاليات   -6    :الرت
    :نظرية 

).  إذا كانت 1 )n nu  تالية قاربة نحو  من  ومحدودةمتزايدة  م ي م لى فه ٔ )supا )nu.  
).  إذا كانت 2 )n nu  ناقصة تالية م ٔ  م قاربة نحو  سفلومحدودة من ا ي م )infفه )nu .  

لتالي فإنّ  : نعتبررهان  لى.  و ٔ supمتزايدة ومحدودة من ا nu   .موجود  ( )n nu 
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000,   :  sup sup sup .... (1)n n n nn u u u u            
زايد المتتالية    نجد:من 

00     .... (2)n nn n u u     .  
ج 2) و (1من ( ست  ٔنّ:) 

00 00,   :  sup sup supn n n n nn n n u u u u u               
ابة:   صارها في الك 0التي يمكن اخ 00,   :  sup supn n nn n n u u u             

ٔن المتتالية   ج  قاربة نحو  وست supم nu.  
لى الجزء المتبقي من النظرية.    يمكن البرهان بطريقة مماث 

  : ٔم

1المتتالية   )1 

2n

n
u

n





ٔنّ متزايدة ومحدودة من   لى  ٔ ): ا , 1)nn u   لتالي قاربة نحو و limم sup( ) 1n nu u


   

1المتتالية   )2
1

2n n
v   ناقصة ومحدودة ٔسفل م )ٔنّ:   من ا , 1nn u     قاربة نحو لتالي م limو inf( ) 1n nv v


    

ة):   الجزئية   ات المتتالي   - 7   (المستخر
)لتكن : تعريف  )n nu   تالية سمي م ة.  ق تالية حق ة ( جزئيةم )  من )مستخر )n nu   تالية )كل م )nv   دها العامnv  
)ساوي  )f nu  :ث f:ح    .تطبيق متزايد تماما  

  : ٔم 

2 المتتالية المعرفة بـ: لتكن) 1

1
,nu n

n
   :2 المتتالية المعرفة بـ 2 2

1 1

(2 ) 4n nv u
n n

       ة من المتتالية )مستخر )nu.  

2 المتتالية المعرفة بـ:  لتكن) 2  

(1 ( 1) )
,

n

nu n
n

 
    2 بـ: انالمعرف  انتالمتتالي 2 2

2 1

(2 ) 2n nv u
n n

    2و 1 0n nw u     

ان من المتتالية   )مستخرج )nu.  
نهاية 1نظرية  قاربة نحو نفس ا قاربة هي كذ م ة م ق تالية حق ة من م تالية مستخر   ير صحيح.  والعكس: كل م
): لتكن رهان  )n nu    دد قاربة نحو  ة م ق تالية حق )و lم )nv   ة من تالية مستخر )م )n nu    :تحقق( ), n f nn v u    

ث:  f:ح    ّٔن ت  )تطبيق متزايد تماما. لنث )nv قاربة نحو   .lم
0ينا  00,     :         ...( )nε n n n u l I         

ل كل   ٔ ينا من  ٔخرى  ة  nمن  :
1 1

( ) (0) ( ) ( 1) 0 1
k n k n

k k

f n f f k f k n
 

 

         

ه  0وم 0 0 ( )0,    :    ( ) ( )   | | | |n f nn f n f n n v l u l             
ير صحيح ) المتتالية  فمثلا العكس  )nv  ة )  منالمستخر 1)nnu   ث 2  ح 1n nv u    قاربة لكن )م 1)nnu   .دة با   م

  :ملاحظات
تالية تؤول إلى  1 ٔنهّ، إذا كانت م لمثل ب ٔن نبرهن  )  ) يمكن  )    تالية جزئية من هذه المتتالية تؤول )    كذ إلى فإنّ كل م ) .  
ض 2 ستعمال العكس النق تالية:  للاستلزام)  د م لى شرط كاف لتبا   في النظرية السابقة نحصل 

ين من   )إذا كانت لمتتاليتين جزئي )nu ين )فإنّ المتتالية   نهايتين مختلف )nu .دة با  م

ال  ٔنّ المتتالية المعرفة بـ:  :م ت  1لنث
cos( )nu n

n
   .دة با   م

2limينا:  lim cos 1
2nn n

u
n


 

  2  و 1lim lim cos( ) 1
2 1nn n

u
n

 
   

 ،  حسب الملاحظة السابقة( )nu .دة با  م
)كون المتتالية    : اصية  )nu    دد قاربة نحو  ان    إذا وفقط   lم )2إذا كانت المتتاليتان الجزئ )nu   2  و 1( )nu    قاربتين نهاية   م  . l  نحو نفس ا

نهاية السفلى    - 8 نهاية ا   : لمتتالية   العليا  وا
ة   - ٔ  ق   : القيمة اللاصقة لمتتالية حق

} (  aنقول عن: تعريف  , }a   ( قيمة لاصقة لمتتالية  ( )nu  إذا كانa   نهاية لمتتالية جزئية من( )nu  

( )n nu 
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)  إذا كانت: ملاحظة  )nu  دة limفإنّ  aتم قيمة لاصقة وح nn
u a

 
  

ال: 1]  م ( 1) ]nnu n     هو قيمة لاصقة لـ:  0العدد( )nu  ّٔن
2 1lim lim (1 1)(2 1) 0n

n n
u n 

     
 قيمة لاصقة لـ:  كذ هي( )nu  ّٔن

2lim lim (1 1)2 lim 4n
n n n

u n n
  

    
  

نهاية العليا لمتتالية   تعريف نهاية السفلى و ا )لتكن  :ا )nu  ،ة ق تالية حق ):  رمز بـم )nAd u لمتتالية ة القيم اللاصقة  )مو )nu  
نهاية العليا لـ:1 )  ) ا )nu لها بـ: ورمزlim n

n

u
 

هي 
 

ة الحدّ  لمجمو لى  ٔ ) ا )nAd uب lim: وك sup( ( ))n n
n

u Ad u


  
نهاية ال 2 ) لـ: سفلى) ا )nu لها بـ: ورمزlim n

n

u
 

ة  لمجمو ٔسفل  )  هي الحدّ ا )nAd u  ب lim:  وك inf( ( ))n n
n

u Ad u


  
ال: ) في المثال السابق م ) {0, }nAd u    ه limوم sup( ( ))n n

n

u Ad u


  
  

و 
  

lim inf( ( )) 0n n
n

u Ad u


   
): إذا كانت  خواص  )n nu    و( )n nv      :ّتين فإن ق تاليتين حق   م

1(  lim limn n
nn

u u


 2 (lim ( ) lim limn n n n
n n n

u v u v
  

   3  (lim ( ) lim limn n n n
n n n

u v u v
  

    

4 (lim lim ( )n n
n n

u u
 

     5 (lim lim ( )n n
nn

u u


  
 

limكانت  ) إذا6 n
n

u


   :فإنlim lim limn n nnn n

u u u
 

   

  :إذا كانت )1 : ٔم 
2

2
1 ( 1)

1
n

n

n
u

n
  


)  فإنّ   ) {0,1}nAd u   ه lim   وم 0 lim 2n n

nn

u u


          

nuإذا كانت ) 2 n    ّفإن :lim lim limn n nxnn

u u u


    3 ( إذا كانت( 1)nnu n    ّفإن  :lim limn n
nn

u u


       

]إذا كانت ) 4 1 ( 1) ]nnu n     ّفإن :lim lim 0n n
nn

u u


    

ن   - 9 اور   : المتتاليتان المت
تين  :تعريف  ق تاليتين حق )(نقول عن م nu و( )nv  نإنهما اور تالية الفرق   م ناقصة وكانت نهاية م ٔخرى م داهما متزايدة وا إذا كانت إ

( )n nu v قاربة نحو   .0م

ال  1المتتاليتان   :م
nu n
    1و

1nv n



ناقصة وفرقهما (المساوي لـ:    تهما م ن ٔولاهما متزايدة و ٔن  ن  اور 1م 1 2 1

1 ( 1)n n

n
v u

n n n n


   

 
 (

  يؤول إلى الصفر.
نهاية.  :ظرية ن قاربتان نحو نفس ا اورتين م تاليتين م   كل م

)لتكن  البرهان: )nu   و( )nv   ل كل ٔ ناقصة. نضع من  تهما م ن ٔولاهما متزايدة و اورتين  تاليتين م n   :nم n nw u v   ٔن المتتالية . من الواضح 
( )nw   ٔن لما  limمتزايدة،  0nn

w


  ا اور. و supحسب فرض الت 0n
n

w   ل كل ٔ ه، من  n  :0nw. وم .    :لتالي   و
ن (بـ                                                ان ومحدود ٔن المتتاليتين رتي لما0vو  0uوهكذا يتضح  قاربتان   :ٔن ). إذن فهما م

lim 0n nn
u v


  ه lim. وم limn nn n

u v
 

 .وهو المطلوب .  
قاربة. : من كلّ Weierstrass-Bolzano  فيرستراش   – نظرية بولزانو . 10 تالية جزئية م تالية محدودة يمكن استخراج م   م

ال  1المتتالية    : م
( 1)

1
n

nu n
  


لا: النظرية يمكن    محدودة حسب    قاربة م تالية جزئية م 2  استخراج م

1
lim lim lim(1 ) 1

2 1n n
n n n

v u
n  

   


     
وشي   - 11 تاليات    : م

ة : نقول عن  تعريف  ق تالية حق )(م nu   ٔ تالية وشي إذا كان ٔي   ت نها م وشي    : تحقق شرط 
2

0 00,  : ( , ) , [  | | ]m nε n m n m n n u u              
ابة لك ٔيضا التعبير عن هذه العلاقة  2.يمكن 

0 00 , ( , ) : ]n p nε n n p n n u u          ,       [  | |     
ال   : م

ٔن المتتالية  )1 ت  )لنث )nu   :المعرفة بـ*
2

1
,nu n

n
  وشي تالية     م

0 1 1 0... ...n nu u u v v v      
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n  ليكن ) 1   وm     ث mح n    :ينا
2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 ( )( )
| |m n

n m n m n m
u u

m n m n m n

  
      :ّٔن  وبما 

0 m n m     0و 2n m m   2 إذا

2
| |m nu u

n
   .  ل ٔ من 

2

2

n
    2نجد

n


    

لتالي 0  : و 0 0 2

2 2
0,  , 1 : [( ) | | ]m nε n n m n n u u

n
 



  
                 

  

ٔي معرفة ما إذا كانت  :ملاحظة  تالية ( سمح بدراسة طبيعة م ٔنها  وشي إلى  ٔهمية نظرية  ا تعود  تها (في  دة) دون معرفة نها با ٔم م قاربة  م
  تقاربها).

قاربة كلّ : 1نظرية  ة م ق تالية حق تالية  هي م    وشي.م

)لتكن    : رهان  )nu  قاربة تالية م ينا l  ددنحو م  .0 00,  : , [ | |
2nε n n n n u l


             

بستطيع  ك 0: ٔن  :| | | ( ) ( ) | | | | |
2 2n m n m n mn m n u u u l u l u l l u
                  

ه  )وم )nu  تالية هي   وشي.م
ة  تالية : ن وشية هي كلّ م ست  دةل با تالية م   .م

ال ٔن المتتالية م ت  ): لنث )nu   :1*المعرفة كما يلي 1 1
1 ... ,

2 3nu n
n

      .دة با   م
ٔن   ت  ٔن نث )كفي  )nu   :ٔي وشي  تالية  ست م 0ل 00 : | |n p nn n n p u u 

                
ير معدوم   دد طبيعي  ل كل  ٔ ٔنه من  n. 0nنلاحظ  p n   

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(1 ... ... ) (1 ... ) ... .

2 1 2 2 1 2 2 2 2n n n nu u n u u
n n n n n n n

                   
   

1كن  يل 

2
    د يو فإنه  وشية  المتتالية  كانت  ل   0nإذا  ٔ من  ث  0nح   0وp    كون| |n n pu u      :ٔنه ير صحيح  هذا  لكن 

1 1 1 1
| | ...

1 2 2n n p

p
u u

n n n p n p      
   

 

ة 2نظرية  ق ): إذا كانت المتتالية الحق )n nu   ي وشي فه تالية    محدودة.م
): لتكن البرهان )n nu  :وشي إذا تحقق تالية   م

2
0 00,  : ( , ) , [  | | ]m nε n m n m n n u u              

0mنختار في هذه العلاقة السابقة  n  1و    :نجد
00 n nn n u u      

ساوي   ٔو  ٔكبر من  لتالي فكل عناصر المتتالية التي دليلها  ة المنتهية    0nو مو محدودة. ثم إن ا 
00 1 1,  , ...,  nu u u     ه كٔبر عنصر فيها. وم محدودة ب

)فالمتتالية  )nu  .محدودة  
ة 3نظرية  ق ): إذا كانت المتتالية الحق )n nu   تالية جزئية وشي و إذا تقاربت م تالية  )م )( )n nu  .قاربة ي م   منها، فه

نّٔ:  )البرهان: لنفترض  )lim nn
u l

 .0 وليكن  د 1n، عندئذ يو   :1بحيث ( ) | |
2nn n u l


     
د  2nكذ يو   :2بحيث | |

2m nm n n u u


      0. لنضع 1 2max( , )n n n ينا كون     ف

( )| |
2nu l


  و   ( )| |
2n nu u


  ٔنّ  وذ ( )m n n   :ه   وم

0 ( ) ( ) | | | | | |
2 2n n n nn n u l u u u l 
            ت تقارب المتتالية )  وهذا يث )n nu .  

قاربة. 4نظرية  تالية م وشي هي م ة تحقق شرط  ق تالية حق   : كلّ م
)لتكن  :  لبرهان ا )n nu     وشي حسب النظرية تالية  ي محدودة    2م ادافه تاليةفيرستراش يمكن    –الى نظرية بولزانو  واس قاربة   استخراج م جزئية م

دا ٔنّ  3 النظرية لى واع ج  )ست )n nu  .قاربة  م



ل1 اس:تحل  جــــــــامعة الـــوادي مق
ق  قةكلية العلوم ا

ات ض  قسم الر
2022/2021  MIؤلــــــى نة    س

ة)      ق ة   رقم  02  ( المتتاليات  الحق ّ ٔعمال  مو  سلس  
)لتكن  : 1رن تم  )nu   :ل قضيّة مكممّة كل جم من الجمل التالية لى شك ة. اكتب  ق تالية حق     م
)) المتتالية  1 )nu               .المتتالية  2بتة ابتداءً من رتبة معيّنة (( )nu   دة م   .         با
)) المتتالية  3 )nu    قاربة نحو العدد )) المتتالية  4.             2ير م )nu    ناقصة ابتداء ير  من رتبة معيّنة.     م

دما تعريف التقارب :2تمرن  )  نهاية المتتاليةٔن  ،بينّ مست )nu هي l   تئ مافي كل   : ي

 1  (
2

1
, 0nu l

n
     2*   (1 2

, 2
1

n

n
u l

n


  

  
 3    (2 1 ,nu n n l        4  (2ln (1 ) ,nu n l             

)احسب نهاية المتتالية   :3تمرن  )nu :ا من الحالات التالية   في كل 

1 (( 1)( 2)nu n n n    2  (1
1

n

nu n
   
  

 3  (3 ( 2)

3 ( 2)

n n

n n n
u

 


 
  4*  (

2
1

1
[ ],

k n

n
k

u kx x
n





   5( 
1 3 ... (2 1)

n

nu n




   
  

بة  :4تمرن  )  المتتاليةادرس ر )nu  ج طبيعتها ا من الحالات التالية: واست   في كل 

1 (2
1

1nu n
 


         2 (

2 1

2 1n

n
u

n





         
 
 3  (1

2n

n
u

n


         4 (

1

1k n

n
k

u
n k






             5*(  

2 2 2

2

1 2 ...
n

n
u

n

  
    

aكن يل  1. :5تمرن   رنولي التالية لتراجع متراجحة  :  :رهن  (1 ) 1nn a na      
قي  . ادرس تبعا لقيم العدد2 )المتتالية طبيعة  q الحق )nu  ّفة بحدّها العام  المعرn

nu q.
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2n كان التين: إذانميزّ  k :    2 1

3 1 3( 2 ) 1 6 1lim lim lim lim 1 1
k

n k k
n k k k

u u u
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)ٔنّ المتتاليتين إثبات  )nu  و( )nv ن اور تهما المشتركة.  l وحساب م )  نها سهو كٔد  :ينا (يمكن الت 0, 0n nn u v    

1nلنحسب . 1 nu u    .
2

1

( )( )

2 2 2 2
n n n n n n n

n n n
n n

u v v u a u a u a u
u u u

u u

    
      

ٔنّ اتجاه تغير المتتالية  )نلاحظ  )nu    علق شارة م naالفرق    ٕ u  ينا  .
2 2 2

1 1 1 1

1 1 1

2 ( )
0

2 2 2
n n n n

n
n n n

u a u au a u a
u a a

u u u
   

  

   
      

ٔنّ  ت  )المتتالية وهذا يث )nu ناقصة : ٔنّ و   م 0n nn u v    

ل كل  . 2 ٔ  :1من   nينا من 
1

1

1n n
n n

n n

v u
v v

v u





    ه وم
 

)المتتالية  )nv .متزايدة     

ٔنّ  3 ت  lim. لنث ( ) 0n n
n

u v


   . ّٔن )المتتالية بما  )nv .متزايدة  

1ينا  1 1

1
( )

2 2
n n

n n n n n n n

u v
u v u v v u v  


      

 
لتالي  ٔنّ:    و ج  0ست 0

1
: 0 ( )

2n n n
n u v u v       



limوبتطبيق نظرية الحصر نجد   ( ) 0n n
n

u v


  ت  وهذا ٔنّ يث
)المتتاليتين  )nu   و( )nv ن اور ن م نهاية  نحو نفس، إذا تتقار   .lا
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