
Analyse 1 لʻلʲ1ت  
Chapitre 1:  Corps des nombres réels 

a.  Axiomatique de R : opérations et propriétés, ordre, 
majorant et minorant, borne supérieure,  borne 
inférieure, maximum et minimum. 

b. Axiome de la borne supérieure  
c. Valeur absolue 
d. Partie entière d’un nombre réel 
e. Axiome d’Archimède 

حقل الأعʗاد الॻɿॻɿʲة :1الʦʲʸر  
ʨʺʳعة  ا̋ت ال̋ ʁّل أ.  م ʖ، حʙ مʧ الأعلى،    لॽ̋ات وخʨاص، تʛت̔  :ع

ʙʴالأعلى،  ال ʙʴالأسفل، ال ʧم ʙالأسفل، ح ʛʰالأك ʛʸʻالع  
 ʛالأصغ ʛʸʻالع 

مʶلّʺة الʙʴ الأعلى   ب.  
الॽʁʺة الʺʢلقة .  ج   

 د. الʜʳء الॽʴʸح لعʙد حॽʁقي
 ʂ .    سʙʽʺأ أرخʙʰم  

Chapitre 2: Suites réelles 

a. Définition d’une suite réelle, exemples, suites 
bornées, suites monotones, suites extraites. 
b. Convergence et divergence des suites et 
propriétés. 
c. Limite inférieure et limite supérieure d’une suite. 
d. Convergence des suites monotones. 
e. Suites adjacentes 
f. Théorème de Bolzano-Weierstass 
g. Théorème d’encadrement 
h. Suites de Cauchy 

الʯʯʸالॻات العʗدǻة :2الʦʲʸر  
الʺʱʱالॽة العʙدǽة، أمʲلة، الʺʱʱالॽات الʺʙʴودة، الʺʱʱالॽات  . تعʅȄʛأ

 الʛتॼʽة، الʺʱʱالॽات الʺʛʵʱʶجة. 
وخʨاصالʺʱʱالॽات  وتॼاعʙتقارب ب.   

الʶفلى لʺʱʱالॽة  والʻهاǽةالʻهاǽة العلॽا . ج  
تقارب الʺʱʱالॽات الʛتॼʽةد.   
 ʂ اورتانʳʱʺان الʱʽالʱʱʺال .  

فايʛشʛʱاس -بʨلʜانʨو. نȄʛʤة   
 ʛʸʴة الȄʛʤز. ن 
 ح. مʱʱالॽة ʨؗشي 

Chapitre 3:  Limites et continuité des fonctions 
a. Définition d’une application, d’une fonction 
b. Fonctions bornées et fonctions monotones 
c. Limite d’une fonction 
d. Continuité d’une fonction 
e. Opérations sur les fonctions continues 
f. Continuité uniforme 
g. Théorèmes fondamentaux : valeur intermédiaire, 
Weierstrass et Heine 
h. Inversion des fonctions monotones et continues 
i. Suites récurrentes et fonctions continues 

نهاǻات واسʙʸʯارȂة الʗوال  :3الʦʲʸر  
الʙالة  -تعʅȄʛ الȘʽʰʢʱأ.   

ʙوال الʺʙʴودة و الʙوال الʛتॼʽةب. ال  
نهاǽة دالة . ج  

اسʛʺʱارȄة دالة د.   
 ʂʦʤʱʻʺار الʛʺʱالاس .  

 و. عʺلॽات على الʙوال الʺʛʺʱʶة 
فايʛشʛʱاس و هايʧ -ز. نȄʛʤات أساسॽة: الʦॽʁ الʺʨʱسʢة  

   والʺʛʺʱʶة الʛتॼʽة الʙوال عʝȞ ح. 
الʺʛʺʱʶة  والʙوالȋ. الʺʱʱالॽات الʛʱاجॽɻة   

Chapitre 4:  Dérivation 
a. Définition et propriétés 
b. Interprétation géométrique de la dérivée 
c. Opérations sur les dérivées et formule de Leibniz 
d. Théorème de Rolle 
e. Théorème des accroissements finis et 
applications, règle de l’Hospital 

الاشʯقاॻɾة :4الʦʲʸر  
وخʨاصتعʅȄʛ أ.   

ʱفʛʽʶ الهʙʻسي للعʙد الʺȘʱʷب. ال  
و دسʨʱر لʜʽʻʰʽ.  على الʺʱʷقاتعʺلॽات . ج  

نȄʛʤة رول د.   
 ʂ ةॽهʱʻʺات الʙايʜʱة الȄʛʤقاتها. نॽʰʢال وتʱʽȃʨة لʙقاع ،  

Chapitre 5:  Fonctions élémentaires 

a. Fonctions trigonométriques et leurs inverses 

b. Fonctions hyperboliques et leurs inverses 

الʗوال الأوّلॻة :5الʦʲʸر  
العॽʶȞة ودوالهاالʙوال الʺʲلॽʲة   أ.  

العॽʶȞة ودوالهاالʙوال الʜائǽʙة ب.   

:ʕʹاقع في الʦم 
1. http://exo7.emath.fr/un.html 
2. http://www.bibmath.net/ 

:ʗʻفي ال ʘʴॼة للॽاحʱكلʺات مف 
Analyse réelle - Analyse L1 - Analyse S1 - 

Analyse1  -    
  - تʴلʽل1 -تʴلʽل حॽʁقي -  كل مʨʴر وأȑ عʛʸʻ مʻه

 مʙاجع مقʙʯحة :   (مʦجʦدة ǺالॺʯȜʸة الʱامॻɹة):
بʧ حǼ–   ʖʽʰاǼا حامʙ  003مʴلʨلة عʙد وتʺارʧȄتǼ ʛʽؗʚالʙروس  1الʴʱلʽل. 1

 تʛجʺة عʙʰ الȎॽɿʴ مقʛان ديʨان الʺʨʰʢعات الʳامॽɻة 
سعʙالله أبʛȞǼ ʨ خال     2جʜء    1جʜء   الʴʱلʽل   – الȄʛاضॽات والاعلام الآلي    . 2  
  2و  1جʜأيʧ  واحʙ)لʺʱغʛʽ حॽʁقي  (الʨʱاǼععʻاصʛ مʧ الʴʱلʽل الȄʛاضي . 3

قادة علاّب  -الʻʶة أولى وثانॽة جامعي  
مʴلʨلة جʜأيʧ الاسʱاذ علي  وتʺارʧȄ الȄʛاضॽات في الʳامعة الʴʱلʽل دروس  . 4

عʙʰ الʨهاب بʰʽي  والأسʱاذحʺʙʽة   

السداسي الأول  -1برنامج مقياس تحليل   



 

 مʙاجع أجʹॻʮة:
1.  J.-M. Monier, Analyse PCSI-PTSI, Dunod, 
Paris 2003. 
2.  Y. Bougrov et S. Nikolski, Cours de 
Mathématiques Supérieures, Editions Mir, 
Moscou, 1983. 
3.  N. Piskounov, Calcul différentiel et intégral, 
Tome 1, Editions Mir, Moscou, 1980. 
4.  B. Calvo, J. Doyen, A. Calvo, F. Boschet, 
Cours d'analyse, Librairie Armand Colin, Paris, 
1976. 
5. J. Lelong-Ferrand et J. M. Arnaudiès, Cours de 
mathématiques, tome 2, Edition Dunod, 1978. 
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I -  ̊داد الناطقة  مجمو̊ةҡٔا  : 
ة اҡٔ̊داد الطبيعية و   ̯رمز بــ: تذكير: . 1 ة اҡٔ̊داد الصحي˪ة و ǫٔ˭يرا    بــ: ߽مو̊ ة اҡٔ̊داد الناطقة والمعرفة كما يلي:   بــ: ߽مو̊   ߽مو̊

*/ ,
p

p q
q

 
   
 

      ي߱نا . و̽كون      . ة مو̊ 2المسائل الجبرية من الشكل    ǫ̮ٔش˃ت لحل بعض      نعلم ǫٔنّ ا߽ 0x    

ة   3وسعت مجال ˨ل مسائل من الشكل التالي:   وا߽مو̊ 2 0x     ة تعجز عن مو̊   بعض المسائل اҡٔخرى ˨لول    اح˗واء مع ذߵ سنرى ǫٔنّ هذه ا߽

ǫٔ1م˞ߧ:   5
2 , , ,

3 4
       

  . تمييز اҡٔ̊داد الناطقة: 2
  كتابة عشرية دورية     a) ̥لعدد ǫٔ2و   م̲تهجزء عشري   a) ̥لعدد Է1طقا إذا وفقط إذا كان:   a̽كون العدد  مبرهنة:

ǫٔ5م˞ߧ:  
1) 0 .1 2 5 , 2 ) 1 .3 3 3 3 . . . , 5 , 2 3 2 7 1 2 7 1 . . . , 3 ) 2 .7 1 2 8

4 0
e           

  (Գنتقال من الك˗ابة العشرية إلى الك˗ابة الكسرية)  تطبيق:
ǫٔ  1,520212021......aنّ العدداثˌت       .طقԷ ̊دد  

/*̽ك˗ب ̊لى الشكل  aلنثˌت ǫٔنّ العدد   الحلّ: ,
p

a p q
q

      

a......1,520212021  ߱ينا      10 وم̲ه 15, 20212021......(1)a   
كون 100000߱ينا كذߵ   و̽ 152021, 20212021 .....(2)a   نجد 2) من (1( وبطرح (  

152006
100000 10 152021, 2021..... 15, 2021.... 99990 152006

99990
a a a a       

2لا ˔تمتع المعادߦ  . مبرهنة: 2 2 0...(1)x      ة مو̊    بحل في ا߽
II -   ̊داد الحق̀ق̀ة  مجمو̊ةҡٔا :  
ة اҡٔ̊داد الناطقة    لا   (1)المعادߦ تعريف:  .  1 ة    تقˍل ˨لولا Էطقة وهذا يبرر توس̑يع مجمو̊ ة اҡٔ̊داد الحق̀ق̀ة ورمز  إلى مجمو̊     ها  ˓سمّى مجمو̊

/̯رمز لهذه ا߽مو̊ة التي تحوي هذه الحلول بــ:   ǫٔو صماء ˨لولا ̎ير Էطقة (1)  تقˍل فيها المعادߦ   :ك˗ب )و̯ / )      
b,لتكن   : خواص ا߽مو̊ة .  2 a  و  c   ̊دادا حق̀ق̀ةǫٔ  

  الجمع:   خواص .  1.2
1 (( ) ( )a b c a b c      الجمع تجميعي في)   (  

2 (0 0a a a      هو العنصر الحيادي لعملية الجمع في    0(العدد  (  
3 (( ) ( ) 0a a a a       )̦كل ̊دد حق̀قي  a  ل̱س̑بة ̥لجمعԴ في  نظير :̯رمز ࠀ بـa   (  
4 (2( , ) :a b a b b a      الجمع تبديلي في)   (  

)نلخّص الخواص السابقة Դلقول ǫٔنّ  , )  زمرة تبديلية ٔǫوتقر    .لجمع زمرة تبديليةԴ مزودة 
  الضرب:   ص خوا .  2.2

5 (( ) ( )a b c a b c      تجميعي في ضرب(ال   (  

6 (1 1a a a      في  ضربهو العنصر الحيادي لعملية ال  1(العدد  (  

7 (1 1
1a a

a a
     )معدوم̎ير  ̦كل ̊دد حق̀قي a  ل̱س̑بة ̥لضرب فيԴ مقلوب* :1̯رمز ࠀ بـ

a
    (  
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8 (a b b a    تبديلي في ضرب(ال   (  
)*ǫٔنّ  السابقة الخواص ̮س̑ت̱˗ج من , ) زمرة تبديلية.  

  التوزيع: ˭اصية  .  3.2
9 (( )a b c a b a c       في  وزيعي ̊لى الجمع (الضرب ت   (. 

)) بˆٔنّ  9 -)1السابقة  واصنخلص من كل الخ , , )  .حقل تبديلي  

  : في   الترت̿ب   خواص   . 3
  :التالية تم߶ الخواص   في مجمو̊ة اҡٔ̊داد الحق̀ق̀ة  العلاقة   

10  (:a a a      العلاقة) في انعكاس̑ية   .(  

11  (2( , ) : ( ) ( )a b a b b a a b          العلاقة) ضد تناظرية في   .(  

12  (3( , , ) : ( ) ( ) ( )a b c a b b c a c          العلاقة) في م˗عدية   .(  

13  (2( , ) : ( ) ( )a b a b b a        

14  (4( , , , ) : ( ) ( )a b c d a b c d a c b d           

15  (4( , , , ) : (0 ) (0 )a b c d a b c d a c b d            

  . )13والترت̿ب كليّ حسب الخاصية  ̊لاقة ˔رت̿ب في ǫٔ نّ العلاقة) تبين 12 -) 10الخواص الثلاثة اҡٔولى 
ا̱ كليا.  رت̿ ة مرتبة̝  ق̀̀ ة اҡٔ̊داد الحق س̑بة̦ كل من الخاصيتين    ونقول ǫٔن مجمو̊ ب   تبين   ) 15و )  Դ14ل̱ لاقة الترت̿  .   في   والضرب م˗لائمة مع الجمع    ǫٔ  ن̊ 

  : المحدودة في   ا߽مو̊ات   . 4
يرجزئية  و̊ةمجم  Aلتكن. تعاريف: .41   .من ية˭ال  و̎

   ّنǫٔ نقولA    ̊لى إذاҡٔوفقط إذا تحقق محدودة من ا: , :a x A x a       ̼سمّى العددa    :̊لى لـҡٔاد من ا˨ A  
   ّنǫٔ نقولA   ٔҡإذا تحقق:   وفقط إذا    سفلمحدودة من ا , :b x A x b        العددb  ̼سمّى ˨اد   ٔҡلـ:   سفل من ا A  
  ّنǫٔ نقولA    ̊لى ومن  كانت وفقط إذا إذامحدودةҡٔسفل محدودة من اҡٔا.  
)2محدودة   A و̯ك˗ب   , ) , :a b x A b x a        

 كون˔A 0قق: ط إذا تحمحدودة إذا وفق , : | |a x A x a      

 إذا كانتA  صغر الحوادǫٔ ّ̊لى فإنҡٔ̊لىمن امحدودة من اҡٔ  ّلرمز  ̼سمԴ رمز ࠀ supى الحد اҡٔ̊لى و̯ A   

 إذا كانتA  سفل محدودة منҡٔا  ٔǫ ّسفل  من الحواد كبرفإنҡٔسفل ̼سمّى الحد   اҡٔلرمز  اԴ رمز ࠀ infو̯ A    

 ̽كون العدد الحق̀قيa  كبرا ̥لمجمو̊ةǫٔ عنصراA   :إذا كان, :a A x A x a    د فهو وح̀د والعنصر lكبر إن وҡٔا  
رمز  maxࠀ Դلرمز   و̯ A .  

 ̽كون العدد الحق̀قيb  صغرا ̥لمجمو̊ةǫٔ عنصراA  :إذا كان, :b A x A x b    والعنصر  ٔҡد فهو وح̀د  صغرا lإن و  
رمز  minࠀ Դلرمز   و̯ A.  
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  : ظات ملاح 

max  عنصرا ǫٔكبرا فإن Aقˍلت مجمو̊ة  إذا  )1 supA A   .ߵ  min   فإن صغرا عنصرا A  ٔǫإذا قˍلت مجمو̊ة   كذ infA A    
ǫٔsupنّ  اҡٔ̊لى نقول̎ير محدودة من Aإذا كانت   )2 A    كانت وإذاA ٔҡنّ  سفل̎ير محدودة من اǫٔ نقول  inf A    

  ǫٔم˞ߧ: 

1 ٔҡ̊داد الطبيعية محدودة من اҡٔة ا :ـ   سفل ) مجمو̊ inf:  وԴلتالي  0ب min 0        ̊لىҡٔلتالي ولكنهّا ̎ير محدودة من اԴو :sup     وmax    
  ̎ير موجود. 

ة اҡٔ̊داد الصحي˪ة ̎ير  2 inf  : وم̲ه محدودة  ) مجمو̊    ،sup      ،min    وmax   ان ̎ير موجود .  
]) لتكن 3 1, 4]A   :ّنǫٔ من الواضحA   ة min  و محدودة  مجمو̊ inf 1A A  و  max sup 4A A   
,2]) لتكن 4 5 [A  :ّنǫٔ من الواضحA   ة min  و محدودة  مجمو̊ inf 2A A  ،sup 5A  و  max A  ̎ير موجود .  

1*لتكن  )  5
/A n

n
   
 

  ي߱نا* 1
, 0 1n

n
      لتاليԴوA  ة max  و߱ينا محدودة  مجمو̊ sup 1A A    وinf 0A   

min  و  A  .̎ير موجود 

  : سفل اҡٔ   والحد ل˪د اҡٔ̊لى  ̥  المميزة  اصية الخ .  .42

:  :حق̀ق̀ا فإنّ ا ددM̊و   من مجمو̊ة جزئية ̎ير ˭الية Aإذا كانت   )1
sup

0, :

x A x M
M A

x A M x M 
  

        
  

::  حق̀ق̀ا فإنّ ̊ددا mو   منمجمو̊ة جزئية ̎ير ˭الية  A) إذا كانت  2
inf

0, :

x A x m
m A

x A m x m 
  

        
  

  البرهان: 
supM  ) نفرض ǫٔنّ 1 A إذا العدد الحق̀قي.M    صغر الحواد العلياǫٔ ـ  ل هوA   في   .  0ليكن   العدد ،M   ̊لىҡٔلـ  ̎ير ˨اد من اA 

xيوˡد  وԴلتالي A  :بحيث  M x    ّنǫٔ و بماM  ̊لى لـҡٔاد من ا˨  A  0إذا, :x A M x M         
,0نفرض ǫٔنّ:   :x A M x M         ّنǫٔ لنثˌت .M    صغر الحواد العليا لـǫٔA  نّ هذا ̎ير محققǫٔ د . نفرض lي يوǫٔ    خٓرǫ ̊ددM    اد˨
x:بحيث:   Aلـ    من اҡٔ̊لى A x M M     0 :نختارM M     الفرضية: إذا حسبM x M     

) وبما ǫٔنّ:    - )M M M M M        نجد : :x A M x M    .  يناقض فرضية وهذا  M    ̊لى لـҡٔاد من ا˨ A.  لتاليԴد ˨اد من   وˡلا يو
M  اҡٔ̊لى    صغر منǫٔM .  2بنفس الطريقة نثˌت الخاصية .(  

ة  ߽ : لتكن ا م˞ال  1مو̊
{ / }

2 2 1n

n
A x n

n
   


  ّلنعين .sup A     وinf A.  

A   من ومحدودةمجمو̊ة جزئية ̎ير ˭الية    ٔҡ ّن:   
2 1 1 2 1

, 0 2 2 1 0 1 0 1
2 1 2 2 2 1 2

1 1 1 1 1 1
0 , 1

2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 n

n n
n n n

n n
n n

n x
n n

             
 

            
 




    

1  اҡٔسفل Դلعدد ومن 1محدودة من اҡٔ̊لى Դلعدد    A :وԴلتالي

  0و ߱ينا  2
1

inf sup 1
2

A A     ّنǫٔ 1و بما

2
A   

  إذا
1

inf min
2

A A 
  

ǫٔ:supنّ لنثˌت  1A  ̊لى ̥لمجمو̊ة    1. العددҡٔاد من ا˨A ّنǫٔ ن نثˌتǫٔ 0: . ̽كفي, , 1n nx A x      
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 ˔كا߈ والتي
1

0, , 1
2 2 1

n
n

n
       




  
0من ˡǫٔل    ߱ينا  

   

1 1 1 2 1 2
1

2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 ( 2 1)

1 1 1 1 1 1
2 2 1 2 1

2 ( 2 1) 2 1 2 2 4 2

n n n n n

n n n n

n n n
n n

   

 
  

 
            

   

            
 

  

إذا يوˡد
  

1 1
1

4 2
n E


    
  

sup وԴلتالي 1A   )E
 

رمز داߦ الجزء الصحيح).  هو
  

ǫٔ :supنّ لنثˌت : طريقة Զنية 1A .   1߱ينا 1 1 2 1 1 1 1 1 1
1 1

2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 4 2n

n n
x

n n n n

                 
  

supنفرض ǫٔن    1A :لتاليԴ1  و
, : 1 1

4 2
n

n
       


 2  بعد الحساب نجد وم̲ه 1

,
4 4

n n





  


  
sup ̎ير محدودة من اҡٔ̊لى وԴلتالي    وهذا تناقض ̠ون ا߽مو̊ة 1A  

  : سفل اҡٔ   والحد لحد اҡٔ̊لى  ا   ˭اصية .  3.4

  .supقˍل ˨دّا ǫٔ̊لى ت  محدودة من اҡٔ̊لى   من˭الية ̎ير  Aمجمو̊ة جزئية  كلّ . 1

  .infسفلا قˍل ˨دّا ǫٔ ت  سفلمحدودة من ا  ٔҡ  من˭الية ̎ير  Aمجمو̊ة جزئية  كلّ . 2

  ن. ام˗كاف˄ت )2و) 1الخاصيتانمبرهنة: 
(1) لنبرهنالبرهان:  (2) . كن تلA  الية من جزئية ̎يرمجمو̊ة˭    ٔҡنضع    سفلمحدود من ا{ , }A x x A   ، A     ّنҡٔA ،  
: فإنّ: A  ˨اد ǫٔدنى ل ـ mإذا كان  :x A x m x A x m         ّنǫٔ هذا يدل . : m ̊لى من  ˨ادҡٔلـ   اA : ّنǫٔ و ح̀ث 
A     ̊لى و ليكنǫٔ ̊لى فإنهّا تم߶ ˨داҡٔومحدودة من اsupM A   :لتاليԴو( : ) ( 0, : )x A x M x A M x                 

)وم̲ه:  : : )x A x M x A M x        خرى إذا كانǫٔ 0. من ݨة     د lفإنهّ يوx A     :بحيثM x   .  
x  نضع   x   ف̀كون ߱يناM x M x          :لتاليԴ0و, : )x A x M        ّنǫٔ يǫٔ .M  دنى ل ـҡٔهو الحد اA  

(2)بطريق مشابهة نبرهن ǫٔنّ   (1) . 
  . فإنّ:من   ومحدودتين ˭اليتين  جزئي˖ين ̎يرمجموعتين   Bو  A  تإذا كانخواص:  

A. إذا كان 1 B فإنinf( ) inf( ) sup( ) sup( )B A A B   
2.sup( ) inf( )A A   وinf( ) sup( )A A    
3.sup( ) sup( ) sup( )A B A B   وsup( ) sup( ) inf( )A B A B    
4.sup( . ) sup( ).sup( )A B A B مع ̠ونA   وB   جزئي˖ين منمجموعتين  *

 
5.sup( ) max{sup( ), sup( )}A B A B   ،inf( ) min{inf( ), inf( )}A B A B   

    ˊرهان:
  ) 1لنبرهن عن الخاصية (

Aنفرض ǫٔنّ:   B  ߱ينا, sup( )x B x B   نّ:   وبماǫٔA B   :̽كون, sup( )x A x B    يǫٔsup( )B ̊لى لـҡٔادّ من ا˨  A  
)supوبما ǫٔنّ   )A   صغر الحواد العليا لـǫٔA :ّنǫٔ ̮س˖̲جsup( ) sup( )A B  :ّنǫٔ بطريقة مماثߧ نثˌت .([inf( ) inf( ))A B A B       
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:) ߱ينا  3لنبرهن عن الخاصية ( supx A x A      و: supy B y B      لجمع نجدԴ: ( ) sup supz A B z x y z A B          هذا
supيعني ǫٔنّ  supA B ̊لى لـҡٔادّ من ا˨  A B  ّنǫٔ وبماsup( )A B   ̊لى لـҡٔصغر الحواد من اǫٔA B :ّنǫٔ ̮س˖̲ج

sup( ) sup sup ...(1)A B A B    
:من ݨة ǫٔخرى ߱ينا   ( ) : sup( )z A B z x y x y A B         لˡǫٔ منy   م˞بّت ߱ينا: sup( )x A x A B y      

)supمحدودة من اҡٔ̊لى بـ   Aهذا يعني ǫٔنّ  )A B y   لتاليԴوsup sup( )A A B y    وم̲ه ̽كون: sup( ) supy B y A B A      
)supمحدودة من اҡٔ̊لى بـ   Bهذا يعني ǫٔنّ  ) supA B A   لتاليԴوsup sup( ) supB A B A   إذاsup sup sup( ) ...(1)A B A B   
)ǫٔsup˭يرا ̯ك˗ب  ) sup( ) sup( )A B A B  .  

II -    المطلقة القيمة   :  
:ـ   xلعدد حق̀قي   القيمة المطلقة   تعريف: .  1 |هي العدد الحق̀قي الموجب ا߳ي ̯رمز ࠀ ب |x   ّيلي كما    ف والمعر   :  
)2  من ˡǫٔل كل   : . خواص 2 , )x y   ي߱نا  
1  (| | max( , - ) 0x x x         2  (| | | |x x x     3  (| | 0 0x x    4  (| . | | |.| |x y x y    5  (| | | |x x           

6  (| |
, 0

| |

x x
y

y y
            7  (| | | | | |x y x y   8  (| | | | | | | |x y x y    9 (*

1 1

, , | | | |
i n i n

i i i
i i

n x x x
 

 

        

10  (1
max( , ) ( | |)

2
x y x y x y    ،  

1
min( , ) ( | |)

2
x y x y x y      11  (0, | |r x r r x r       

21  (0, | | ( ) ( )r x r x r x r             
(3)من التعريف نتحقق من صحة    لنثˌت بعض الخواص.  البرهان:   (1)  

4 (2 2 2 2 2| . | ( ) . | |.| |x y xy x y x y x y    5ل 4( ) نطبقˡǫٔ 1) منy   6 4() نفس طريقة ˊرهان (  
ي߱نا 7  (| | | |x x x    و| | | |y y y     لجمع نجدԴ(| | | | ) | | | |x y x y x y        لتاليԴ7(   نحصل ̊لى و (    
8  (| | | | | | | | | | | |x y x y x y       نّ:     بتربيعǫٔ طراف نثˌتҡٔ2كل ا 2 2 2 2 22 | | 2 | 2 | |x x y y x x y y x x y y         

2  ߱ينا  | | 2 2| |xy x y xy      2نضيف 2x y   طراف إلى كلҡٔنجد المطلوب.   ا  
III -    رخميدس بديـهيةǫٔ :    
*ǫٔي:    ǫٔرخميدس   بديهية  يحقق حقل    . مبرهنة:  1 *, , :a b n na b         ؤ بعبارة مكاف˄ةǫ*, :c n n c       

0b  إذا كان    البرهان:       .نّ البديهية صحي˪ةǫٔ واضح  

  0إذا كانb     ̊لى. لتكنҡٔس̑تعمال ˭اصية الحد اԴ لنبرهن ̊لى صحة البديهيةA  مجمو̊ة المضاعفات الموجˍة ̥لعدد  a.  
  *{ / }A na n    .رخميدس ̎ير صحي˪ةǫٔ نّ بديهيةǫٔ لخلف، نفرضԴ لنبرهن .* :n na b      

Aا߽مو̊ة 
  

a̎ير ˭الية ҡٔنّ:  A   ̊لى بـҡٔومحدودة من اb   في.   ّنǫٔ ̮س̑ت̱˗ج  A  ̊لىǫٔ تقˍل ˨دّا  sup A M.  
*يعني ǫٔنّ:  وهذا :n na M  لتاليԴنّ:  وǫٔ ̮س̑ت̱˗ج* : ( 1)n n a M     :و ̯ك˗ب* :n na M a     
Mيعني ǫٔنّ:  وهذا a  خٓر ̥لمجمو̊ةǫ ̊لىǫٔ د˨A    وهذا يناقض ̠ونM

 
ǫٔصغر الحواد العليا لـ

  
A .وهذا يثˌت صحة البديهية .  

VI-   حق̀قي الجزء الصحيح لعدد   :  
1nبحيث:  nوح̀دا ̊ددا حق̀ق̀ا. يوˡد ̊ددا صحي˪ا   x ليكن :مبرهنة .1 x n    :ك˗ب   و̯

, ! : ( 1)...(1)x n n x n         

 si 0
| |

si 0

x x
x

x x

 
  
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رمز ࠀ Դلرمز x  الصحيح ̥لعدد) Դلجزء 1( لقضيةالمحقق ̥  n ̮سمي العدد الصحيح. تعريف: 2 ]  و̯ ]x وǫٔ  ( )E x :ك˗ب   و̯
, [ ] [ ] 1x x x x    .   :خرىǫٔ و بعبارةǫٔ[ ] max{ / }x n n x    

]ة:̒ لǫٔ̒م˞ 2 ] 1  ،[ ] 3  ،[ ] 2e  ،1
[ ] 0

2
 ،1

[ ] 1
2

   ،  [6] 6 ، [ 6] 6        

  :  اتملاحظ 
,߱ينا:  xمن ˡǫٔل كل ̊دد حق̀قي  )1 1 [ ]x x x x        
]̽ك˗ب ̊لى شكل وح̀د:  xكل ̊دد حق̀قي   ) 2 ] { }x x x  ح̀ث { }x   الجزء العشري لـx   0و { } 1x . 

}  )ǫٔ1م˞ߧ:  } [ ] 3 0.1415         .2( { } [ ] 4 0.8584.....            
 . خواص: 3

  , , [ ] [ ]x n x n x n                               , , 0 [ ] [ ] 1x n nx n x n            
  , , [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 1x y x y x y x y                  

[ ]
, , [ ]

nx
x n x

n
        

     
) القضية التالية صحي˪ةهل  سؤال: , : ([ ] [ ] [ ]) ([ ] [ ][ ]))?x y x y x y xy x y       

2.6 ونبرهن بمثال مضاد من ˡǫٔلالقضية ˭اطئة  , 3.5y x     ߱ينا[ ] 2 , [ ] 3y x     و[ ] [3, 5 2, 6] [6,1] 6x y      
6وԴلتالي     [ ] [ ] [ ] 5x y x y       كذߵ[ ] [3, 5 2, 6] [9,1] 9xy        لتاليԴ9و [ ] [ ][ ] 2 3 6xy x y      

,:  لنثˌت  ):مبرهنة الجزء الصحيح (: البرهان  ! : 1x n n x n          
1aبتطبيق مˍدǫ ǫٔرٔخميدس من ˡǫٔل    الوجود:     وb x    1كذߵa    وb x   :نجد  *

1 1:n n x       و*
2 2:n n x     

ة ǫٔ̊داد    Aلتكن  :ـ ة  ف̒ معرّ صحي˪ة  مجمو̊ }  ب : }A p p x   .  
A    :نҡٔ ة ̎ير ˭الية 2nمجمو̊ A    ـ    ومحدودة: ҡٔ1pن:    1nمن اҡٔ̊لى ب x n     يǫٔ1p n    لتاليԴ وA    ̊لى   ا ˨دّ تقˍلǫٔsup( )A n    
ǫٔAنّ:    بما   و   ّفإن :n وmax( )A n  يحقق وn x    خرىǫٔ من ݨة( 1)n A   :1ف̀كونn x  ك˗ب  : و̯

 الجزء الصحيح. جودثˌت و وهذا ي  
1n :يحققان mو  nنفرض وجود ̊دد̽ن   الو˨دانية: x n   ،1m x m    
1nإذا ߱ينا  x n      1وm x m        1˨دّ نحصل ̊لى:   ˨دّا إلىبجمع المتباينات 0 1n m n m        :هذا يعني

1 1m n   1 و  1 بين  . العدد الصحيح الوح̀د المحصور تماما لتالي  0 هوԴ0:  وm n m n    دانية الجزء  ث . وهذا ي ˌت و˨
  الصحيح.

, : 1x n n x n       
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 سلسߧ  ǫٔعمال موݨّة   رقم  01  (حقل اҡٔ̊داد الحق̀ق̀ة)   

,0) مرّة n(˔كرار نعتبر العدد الناطق. 1 :1تمر̽ن  20212021.....2021nA اكتب .nA ̊لى الشكل:*/ ,n

p
A p q

q
     

,0̎ير م̲ته من المراتّ)  ̊دد (˔كرار  يكن العدد الناطق. ل 2 20212021..........A اكتب .A :̊لى الشكل*/ ,
p

A p q
q

     
.....0,1111. نفس السؤال Դل̱س̑بة ̥لعدد  3 0, 2222..... ... 0, 9999.....B    .  

̊ينّ حصرا لҢٔ̊داد الحق̀ق̀ة   :2تمر̽ن 
2

2 2
2 2

, , , ,
x

y x x y x y
x y

 
  نّ:إذا ̊لمتǫٔ [ 2, 3]x  و   [ 7, 5]y    

  ثلاثة ǫٔ̊داد حق̀ق̀ة.  zو x،yلتكن  :3تمر̽ن 
2. اثˌت ǫٔنّ: 1 2 2x y xy  نّ: واس̑ت̱˗جǫٔ * 1

:| | 2x x
x

     
)2اثˌت ǫٔنّ:   .موجˍة حق̀ق̀ة اǫٔ̊داد  zوx،yإذا كانت  .2 ) 4x y xy  نّ: واس̑ت̱˗جǫٔ ( )( )( ) 8x y y z x z xyz    
3*. اثˌت ǫٔنّ: 3 1 1 1

( , , ) : 1 9x y z x y z
x y z            

  :  القضاԹ التالية صحّة Դس̑تعمال ǫٔ˨د ǫٔنماط البرهان، ˊرهن :4تمر̽ن 
2nن العدد  فإ  ̊ددا طبيعيا ̎ير معدوم nإذا كان  ) 1 n .ل̿س طبيعيا  
)فإن:   ̊ددا حق̀ق̀ا موجˍا aإذا كان  ) 2 0 , ) 0a a     .   
2فإن:  ̊دد̽ن Էطقين yو  x) إذا كان  3 1 1 0x y x y     .   

)2إذا كان . 1  : 5تمر̽ن  , )a b  :2 ح̀ث( , )a b ،  نّ اثˌتǫٔ: a b  . 2  :ّنǫٔ 2. اس̑ت̱˗ج 3 5  .  
rفإنّ  xو   r. بينّ ǫٔنه إذا كان  1 :*6تمر̽ن  x  0كان   وإذاr   ّفإن.r x . 

r̊دد̽ن Էطقين ح̀ث  rو  r. ليكن  2 r :ّنǫٔ 2. اثˌت
( )

2
y r r r    .  

3 ّ   بين كل ̊دد̽ن Էطقين يوˡد دوما ̊ددا ̎ير Էطق. ه. اس̑ت̱˗ج ǫٔن
)max  ̊ينّ  :7تمر̽ن  )A ،min( )A  ،sup( )A وinf( )A  دت فيإن lكل الحالات التالية:  و  

1 (1 1 1
1, , , ...,

2 3
A

n
   
 

 2( *1
2 /A n

n
    
 

  3( *3
( 1) /

5
nA n

n
     
 

 4(1 2
/

3

n
A n

n

     
  

5( 2*

1[0 ,1 ]
nn

A


  


  6 (*/ ,
1

m
A m n

mn
    


 

7(2

2

2
/

1

x
A x

x

 
   


 

8(
 

/ | | 1,| | 1
3

x y
A x y

x y

 
       

9*(
  

*
2 2

2
/ ,

xy
A x y

x y

 
   

10*(
  

 cos sin / , , ( , ) (0,0)A a x b x a b x a b    11 *( [ ] 1 1
/

2

x
A x

x

   
 

 
 . اثˌت ǫٔنّ:ينحق̀ق̀ ̽ن̊دد bو  aكني: ل 8تمر̽ن   

  1(| | | | | | | |a b a b a b      2 (1 | 1| (1 | 1|)(1 | 1|)ab a b       3 (| | | | | |

1 | | 1 | | 1 | |

a b a b

a b a b


 

    
  

,:بحيث من  تين̎ير ˭الي ˖ين جزئي  تينمجموع  B  و Aلتكن :9تمر̽ن  ,a A b B a b        
sup  :وǫٔنّ  سفلمحدودة من اB   ٔҡ ،محدودة من اҡٔ̊لى Aاثˌت ǫٔنّ   infA B  

|})2sup. اثˌت ǫٔنّ:   ˭الية ومحدودة منمجمو̊ة جزئية ̎ير  Aلتكن :*10تمر̽ن |, ( , ) }) sup infx y x y A A A    
,  )1 اثˌت صحة الخواص التالية: :11تمر̽ن  : [ ] [ ]x y x y x y     2(, : [ ] [ ]x a x a x a          

3( 1
:[ ] [2 ]

2
x x x x       

     4( : [2 ] 2[ ] {0,1}x x x       
]نعرّف ا߽مو̊ة  .  مجمو̊ة جزئية ̎ير ˭الية ومحدودة من Eلتكن :*21تمر̽ن ] {[ ]: }E x x E      

]. اثˌت ǫٔنّ 1 ]E   محدودة في.   2قارن بين .inf E، inf[ ]E  وsup E،sup[ ]E  .  
1n. اثˌت ǫٔنهّ من ˡǫٔل كل ̊دد طبيعي 1: *31تمر̽ن   :1߱ينا

1
1

n n
n n

  
 

  

1n. اثˌت ǫٔنهّ من ˡǫٔل كل ̊دد طبيعي2   :1߱ينا
2( 1 ) 2( 1)n n n n

n
       

. اس̑ت̱˗ج حصرا ̥لمجموع 3
1

1k n

k k




  لˡǫٔ 1منn   .4 .1الجزء الصحيح ̥لعدد   ما هو 1 1

1 ...
2 3 1000

S          
  ]) يترك ̥لتقويم لاحقا* ([
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 ˨ل  سلسߧ  ǫٔعمال موݨّة   رقم  01  (حقل اҡٔ̊داد الحق̀ق̀ة)    
    :1ت ˨ل 

1 .44
4

4

20212021.....2021

0, 20212021.....2021 20212021.....2021 10
10
n nرقѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧم

n n
n رقѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧم

A    


  

  2  .  0, 20212021..........(1)A    10000  ̽كونو 2021, 20212021.............(2)A  نجد  2) من (1( وبطرح (  

2021
10000 2021, 20212021.... 0, 20212021... 9999 2021

9999
A A A A        

1يمكن ǫٔن نبرهن ǫٔنّ:  . 3 2 9 45
0,1111..... 0, 2222..... ... 0, 9999..... ... 5

9 9 9 9
B          .  

 حصرا لҢٔ̊داد الحق̀ق̀ة  يينّ ع ت  :2ت ˨ل 
2

2 2
2 2

, , , ,
x

y x x y x y
x y

 
 ح̀ث  :[ 2, 3]x  و   [ 7, 5]y     

2߱ينا 3x   7  و 5y    9 وم̲ه 2x y    5 ، ߱ينا 7y     3وم̲ه 10x y     
)߱ينا  2 0 ) (0 3)x x       2وم̲ه 2(0 4 ) (0 9 )x x       20إذا 9x   
7߱ينا  5y     225وم̲ه 49y     
20߱ينا  9x    249و 25y      2وم̲ه 249 16x y      

20߱ينا  9x    2و 216 ( ) 49x y     وم̲ه
2

2 2

0 9

49 16

x

x y
  


كون     و̽

2

2 2

9
0

16

x

x y
  


     

    :3˨ل ت 

2. اثبات ǫٔنّ: 1 2 2x y xy   نّ: اس̑ت̱˗اجوǫٔ * 1
:| | 2x x

x
     

2 2 2 2 22 ( ) 0 2x y xy x y x y xy            

ˡǫٔ1ل   س̑بق ومنممّا 
, 0y x

x
    :2߱ينا 2 2

2

1 1 1 1 1 1
( ) 2 . 2 . 2 . 4 ( ) 4x x x x x x

x x x x x x
             

1وبتˤذ̽ر الطرفين نجد 
| | 2x

x
   

2. اثبات ǫٔنّ: 2 2( , ) : ( ) 4x y x y xy     نّ: اس̑ت̱˗اجوǫٔ ( )( )( ) 8x y y z x z xyz     

2 2 2 2 22 ( ) 2 4x y xy x y x y xy xy        

ممّا س̑بق ߱ينا 
2

, , 0
2 2 2 2 2 2 2

2

( ) 4

( ) 4 ( ) ( ) ( ) 64 ( )( )( ) 4

( ) 4

x y z
x y xy

y z yz x y y z x z x y z x y y z x z xyz

x z xz


  


           
  

  

3*. اثبات ǫٔنّ: 3 1 1 1
( , , ) : 1 9x y z x y z

x y z            
1 1 1 1 1 1

( )( ) 3 ( ) ( ) ( )

1
3 2 2 2 9 ( 2 )

y x z y x z
x y z

x y z x y z x y y z z x

x
x

             

      
 

  



     :4˨ل ت 
2n  نبرهن Դلخلف ǫٔنّ:) 1 n ح̀ث ل̿س طبيعيا *n    

2nنفترض ǫٔنّ   n   يǫٔ 2̊دد طبيعي ( )n n k k    لتربيع نجدԴ 2 2n n k   
n*߱ينا من ˡǫٔل   :2 2 2 2 1n n n n n      2وم̲ه 2 2( 1)n k n   لتاليԴ1  وn k n    

2nوم̲ه  kوهذا تناقض ҡٔنّ :  n  .ل̿س طبيعيا  
) فإن:  ̊ددا حق̀ق̀ا موجˍا aإذا كان  ) 2 0 , ) 0a a     .   

0نبرهن Դس̑تعمال العكس النق̀ض ǫٔي نبرهن   ( 0, )a a       
0a ليكن   ّنǫٔ بما  a  ّ0̊دد حق̀قي موجب فإنa  ن نختارǫٔ ̽كفي 

2

a  كون 2 و̽

a
a .  

2 فإن: ̊دد̽ن Էطقين yو  x) إذا كان  3 1 1 0x y x y     .   
ǫٔ2نّ: لخلف نبرهن ǫٔԴولا  1 1 0x y x y        

2߱ينا   - 1x y   :ّنǫٔ 1ونفترض 0x y  .    

0yمن الفرضية   2  و 1x y  :1 نجد
2

x

y


   ّٓنҡ 2وهذا تناقض  

0yفي ˨اߦ     س̑تلزامԳ( 2 1 1 0)x y x y      نّ:  محققҡٔ0 2 1 1x x      
2 وم̲ه 1 1 0x y x y       

Գ1س̑تلزام   0 2 1x y x y      ،ل واضحˡǫٔ نهّ منҡٔ 1 0x y     :2نجد 1 0 2 1x y      يرا˭ǫٔو
2̯ك˗ب 1 1 0x y x y      

)2إذا كان  . 1  :5˨ل ت  , )a b  :2 ح̀ث( , )a b ، ت انّ:ااثب a b  .   

aنبرهن Դلخلف نفترض ǫٔنّ:  b    ߱يناa b
a b

a b


  


 و  

( ) ( )

2

a b a b
a

  
  .تناقض  

aإذا   b  .  
2ج ǫٔنّ:  ا . اس̑ت̱˗2 3 5  .  

ǫٔ  2ن: Դلخلف ف̲فرضنبرهن  3 5 r Q     2وم̲ه 3 5r    :وبتربيع الطرفين نجد  

22 6 2 5r r  :لتاليԴو
2

26 5
2

r
r Q    ول فإن لكن حسبҡٔة السؤال اˤ̀˖26 ن 5r نهو ̊دد ̎يرҡٔ طقԷ 

 2 26,5r Q  و 2 26, 5r Q 2 وهذا تناقض وم̲ه 3 5 Q  .  

)2من السؤال السابق بما ǫٔنّ   2, 3)   ّ2فإن 3    ّنǫٔ 5  كذߵ بما    ّ2فإن 3 5  .  
)max تعيين :7ت ˨ل  )A ،min( )A ،sup( )A  وinf( )A  دت فيإن lكل الحالات التالية: و  

1 (1 1 1
1, , , ...,

2 3
A

n
   
 

1*   يمكن ǫٔن ̯ك˗ب 
,A n

n
   
 
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*و߱ينا    1

: 0 1n
n

   
 

  

)maxإذا   ) sup( ) 1A A ،min( )A :ّنǫٔ ̎ير موجود لنبرهنinf( ) 0A سفل لـ 0  . العددҡٔاد من ا˨ A  

 :ǫٔنّ لنبرهن 
* 1

0 :n
n

       رخميدس وهذا محقق بتطبيق بديهيةǫٔ )* *, , :a b n na b         (  
a من ˡǫٔل  1  وb   

2( *1
2 /A n

n
    
 

   ߱ينا* 1 1 1
: 0 1 1 0 1 2 2n

n n n
            

  
)minxإذا   ) inf( ) 1A A ،max( )A :ّنǫٔ ̎ير موجود لنبرهنsup( ) 2A 2  . العدد  ٔҡلـ ̊لى˨اد من ا A صغر الحوادǫٔ ّنهǫٔ لنثˌت 

  :. نفترض ǫٔنّ Aلـ   من اҡٔ̊لى
* 1

, : 2 2a n a
n

         بعد الحساب نجد* 1
:
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n n
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)sup وԴلتالي̎ير محدودة من اҡٔ̊لى   *  وهذا تناقض ̠ون ا߽مو̊ة ) 2A   

4 (1 2
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n
A n
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 . 1߱ينا 2 7
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 
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     
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
  

1إذا  
minx( ) inf( )

3
A A  ،max( )A : ٔن ˊرهنǫ ̎ير موجود يمكنsup( ) 2A .  

5(  2*

1[0 ,1 ]
nn

A


  


*2.  لنثˌت ǫٔنّ  

1[0 ,1 ] [0 , 1[
nn

A


   


  
2ا߽ال n*من ˡǫٔل كل  

1[0 ,1 ]
n

 0] محتوي في , 0] وԴلتالي: ]1 , 1[A   
0]من ݨة ǫٔخرى نفرض ǫٔنّ   , 1[x    :يǫٔ0 1x . Էذ˭ǫٔ إذا 

1

1
n

x


 2 نجد

1
0 1x

n
   2  و

1[0 ,1 ]
n

x    
xوԴلتالي:  A:ّنǫٔ 0]. ̮س̑ت̱˗ج , 1[ A  يرا˭ǫٔنّ  وǫٔ :0]̯ك˗ب , 1[A . ن العددǫٔ 0. نلاحظ  ٔҡلـ سفل˨اد من اA 0  و A :يǫٔ 

inf min 0A A   ٔنǫ نّ نلاحظǫٔصغر الحواد 1وǫٔ من  ٔҡ̊لىا  A 1و A   :يǫٔsup 1A   و  max A  .̎ير موجود  

6 (*/ ,
1

m
A m n

mn
    


  

߱ينا
  

*2 1
( , ) : 0 1

1 1

m m
m n

mn mn n
     

 


 
)2*وم̲ه , ) : 0 1

1

m
m n

mn
   




  
)inf  . لنثˌت ǫٔنّ:1  من اҡٔ̊لى بـ ومحدودة 0ب ـ فلسمن اҡٔ   ودةدمح A  إذا ) 0A   نّ العددǫٔ ن نبرهنǫٔ سفل 0̽كفيҡٔكبر الحواد من اǫٔ  لـA  .

0aنبرهن Դلخلف ليكن       سفل لـҡٔاد من ا˨A  2*إذا( , ) :
1

m
m n a

mn
  


  لˡǫٔ 1.منm 

 
  نجد

* *1 1
: : 1

1
n a n n

n a
      


 

 
)inf ̎ير محدودة من اҡٔ̊لى وԴلتالي  *  ̠ون ا߽مو̊ةوهذا تناقض  ) 0A 

  
)supثˌت ǫٔنّ  بنفس الطريقة ن  ) 1A    نّ العددǫٔ ن نبرهنǫٔ ̊لى 1̽كفيҡٔصغر الحواد من اǫٔ   لـA  لخلف ليكنԴ 1. نبرهنb     ̊لى لـҡٔاد من ا˨

A  2*إذا( , ) : 1
1

m
m n

mn
  


  لˡǫٔ 1.منn 

 
*نجد: *: :

1 1

m b
m b n m

m b
     

 
 

 
  ̠ون ا߽مو̊ةوهذا تناقض 

*   لتالي̎ير محدودة منԴ̊لى وҡٔا sup( ) 1A .  
)infبما ǫٔنّ  ) 0A  0  و A )0 0

1

m
m

mn
  


m*مس̑تحيل ҡٔن 

  
)min) فإنّ  )A  ̎ير موجود  

)supبما ǫٔنّ  ) 1A  1  و A )1 1 ( 1) 1
1

m
mn m m n

mn
      


)مس̑تحيل ҡٔن  1) 0m n  

  
)min) فإنّ  )A  ̎ير موجود  

 7( 
2

2

2
/

1

x
A x

x

 
   

.
 

   ̯ك˗ب: xمن ˡǫٔل كل  
2

2 2

2 1
1

1 1

x

x x


 

  لتاليԴو A ٔҡلعدد   سفلمحدودة من اԴ1.  

ǫٔي نثˌت: من اҡٔسفل  ǫٔكبر الحواد 1لنثˌت ǫٔن 
2

1
0, ,1 1

1
x

x
       


  ߱ينا .

2

1 1
1 1 1

1
x

x



     


   

0من ˡǫٔل   1   ن نختارǫٔ 1̽كفي
1x


  لˡǫٔ 1. من   ن نختارǫٔ 0̽كفيx    :وم̲ه

2

1
0, , 1 1 1

1
x

x
        




inf̮س̑ت̱˗ج ǫٔنّ:   1A   ّنǫٔ 1   بما A 1(لو افترضنا A  ّفإن
2 2

1 1
1 1 0

1 1x x
   

 
minو̮س̑ت̱˗ج ǫٔنّ   )مس̑تحيل  A  .̎ير موجود  

8( / | | 1,| | 1
3

x y
A x y

x y

 
     

,1من ˡǫٔل   ߱ينا  1x y  1̽كون ( 1) 2

1 ( 1) 3 3

 


  
,1ومن ˡǫٔل   1x y     1̽كون 1 2

1 1 3 3

 
 

  
  

 ّ |ه من ˡǫٔللنتحقق ǫٔن | 1,| | 1x y  : 2 2

3 3 3

x y

x y


  

 
2 ̽كفي ǫنٔ نبرهن  

3 3

x y

x y




 
  

 ߱ينا
2 2

2

2 2 2 (5 6)( 5 6)
0 0

3 3 3 3 3 3 9( 3)

x y x y x y x y x y

x y x y x y x y

                                     
  

ҡٔ: 1نّ وهذا محقق  1x     ،1 1x      1و 1y    ،1 1y    :ّنǫٔ و̮س̑ت̱˗ج  
5 6 5( 1) ( 1) 6 0x y          5و 6 1 5(1) 6 0x y        

ǫٔ2نّ   وبمامحدودة  Aا߽مو̊ة   وم̲ه 2
,

3 3
A A     :ّنǫٔ 2̮س̑ت̱˗ج

sup max( )
3

A A   2و
inf min

3
A A  ،

  
|)ǫٔ 1نّ:ت ااثب :8ت ˨ل  | | | | | | |a b a b a b         
2߱ينا | | | ( ) ( ) | | | | |a a b a b a b a b          2و | | | ( ) ( ) | | | | |b a b a b a b a b         لجمع نجد المطلوبԴ  

ǫٔ 1نّ:اثبات ) 2 | 1| (1 | 1|)(1 | 1|)ab a b          1نضع, 1u a v b     
1߱ينا | 1 | 1 | | 1 | | | | | | (| | 1)(1 | |) (1 | 1 |) (1 | 1 |)ab uv u v uv u v u v a b                   



|ǫٔنّ اثبات ) 3 | | | | |

1 | | 1 | | 1 | |

a b a b

a b a b


 

   
   

|لنبرهن Դلخلف نفرض ǫٔنّ:   :1ط | | | | |

1 | | 1 | | 1 | |

a b a b

a b a b


 

   
  

|بعد الحساب نجد  | | | | | | | (2 | |)a b a b ab a b       :نҡٔ وهذا مس̑تحيل| | | | | |a b a b    

|: ߱ينا 2ط | 1
1

1 | | 1 | |

a b

a b a b


 

   
  

1و     1 | | | |
1 | | 1 | | | | 1 1

1 | | 1 | | | | 1 | | | |

a b
a b a b

a b a b a b


         

     
  و̮س̑ت̱˗ج ǫٔنّ:  

| | | | | | | | | |

1 | | 1 | | | | 1 | | | | 1 | | 1 | |

a b a b a b

a b a b a b a b


   

       
 

0a ليكن :9ت ˨ل  A  0وb B  لتالي ̽كون  ̊دد̽ن معلومينԴ0و,b B a b   0وم̲هa  ٔҡسفل لـ˨اد من اB  
a,0كذߵ    A a b   0وم̲هb  ̊لى لـҡٔاد من ا˨A   نّ وǫٔ ̮س̑ت̱˗جA   ̊لىǫٔ تقˍل ˨دّاsup A   وB    سفلاǫٔ تقˍل ˨دّاinf B     

supلنبرهن Դلخلف ǫٔنّ   infA B.   ّنǫٔ نفترضsup infA B    ونضعsup inf

2

A B
k


  وم̲ه ̽كونinf supB k A   

,  ǫٔنّ  وԴلتالي ̮س̑ت̱˗ج : ( ) ( )a A b B a k b k         لتاليԴنجد   وa b   وهذا يناقض الفرضية .  
     :11ت ˨ل 

, اثبات  )1 : [ ] [ ]x y x y x y      
)2من ˡǫٔل   , )x y     ح̀ث( )x y  ي߱نا  .[ ]x x   لتاليԴو[ ]x y    يǫٔ[ ]x    سفل ˨اد صحيح منҡٔل ـ  اy ߱ينا كذߵ .[ ]y y    

دانية الجزء الصحيح ]: فإنّ  وحسب و˨ ] [ ]x y ( نّ داߦ الجزء الصحيح متزايدةǫٔ وهذه الخاصية تبين  
2(, : [ ] [ ]x a x a x a           

]نضع   ] ( )x n n      ߱ينا:[ ] [ ] 1x x x x      ك˗ب 1  و̯ 1n x n n a x a n a           
nوبما ǫٔنّ   a   1وn a    ّنǫٔ ̊ددان م˗عاقˍان ̮س̑ت̱˗ج[ ] [ ]x a n a x a      

1 اثبات  )3
:[ ] [2 ]

2
x x x x       
  

]نضع   ] ( )x n n  نميزّ ˨التين   

1  إذا كان

2
k x k     1في هذه الحاߦ ̽كون 1

1
2 2

k x k        2و 2 2 1k x k     ّنǫٔ 1وهذا يثˌت

2
x k    

2]و   ] 2x k  

1وم̲ه 
[ ] [2 ] 2

2
x x k k x k        

  

1  إذا كان
1

2
k x k      1في هذه الحاߦ ̽كون 3

1
2 2

k x k       2و 1 2 2 2k x k    ّنǫٔ 1وهذا يثˌت
1

2
x k     

2]و   ] 2 1x k   1وم̲ه
[ ] 1 [2 ] 2 1

2
x x k k x k          

  

: اثبات )4 [2 ] 2[ ] {0,1}x x x      
߱ينا    2 2 2 2 1x x x x x x             :كذߵ 2 1 2 2x x x   وم̲ه   , 1 2 2 2x x x       

بما ǫٔنّ:     2 2x x    :نجد: [2 ] 2[ ] {0,1}x x x      
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    :الحق̀ق̀ة  المتتالية  -1
  : تعريف 

   .  الحق̀ق̀ة ̊داداҡٔ في مجمو̊ة    مجمو̊ة اҡٔ̊داد الطبيعية  من داߦ كلّ  حق̀ق̀ة̮سمي م˗تالية 
)0̯رمز ̊ادة ̥لمتتالية بـ  )n nu  و اخ˗صارا بـǫٔ( )nu   عوضا عن ،( )n u n العدد الحق̀قي و̮سمي nu   ي صورة العددǫٔ)n بهذه ا߱اߦ  (

  الحد العام لهذه المتتالية. 
   :ǫٔم˞ߧ 

)) م˗تالية معرفةّ بحدّها العام:  1 1)nnu    ،nu n   ،1

2nu n



  ،sin( 1)nu n  ،

0

2
k n

k
n

k

u




   

2 (ǫٔ :0) م˗تالية معرفة بعلاقة تدريجية ˔ربط بين ̊دد من ˨دودها 1 2 1 0( 1, 1, 3, ...) 2 1, 1n nu u u u u u         
1ب)   2 3 4 1 1 1 1 2( 1, 0, 1, 2,...), 2 , 1, 0n n nu u u u u u u u u           .    

  من رتبة معيّنة فقط.  ابتداءيمكن تعريف م˗تالية : ملاحظة 
   : المحدودة   ات المتتالي   - 2

)لتكن  :تعريف  )n nu   حق̀ق̀ةم˗تالية .  

   ( )n nu  :̊لى إذا تحققҡٔمحدودة من ا  , ,   nM n u M       
 ( )n nu   :سفل إذا تحققҡٔمحدودة من ا, ,   nm n u m       

   ( )n nu   ي محدودةǫٔ سفلҡٔ̊لى ومن اҡٔ0إذا تحقق:  إذا كانت محدودة من ا, ,   | |nM n u M      
, ǫٔو إذا تحقق:   , ,   nM m n u M           
  م˗تالية حق̀ق̀ة محدودة إذا وفقط إذا كانت محدودة في ǫنٓ وا˨د من اҡٔ̊لى ومن اҡٔسفل.˔كون  :ن˖ˤ̀ة   

المتتالية   )1 :ߧ ǫٔم˞
2

2 1n

n
u

n



  ٔҡ̊لى بـ  ومن 0بـ  سفلمحدودة من اҡٔنّ:  1اҡٔ

2

2
,   0 1

1

n
n

n
   


  

nuالمتتالية  ) 2 n  ٔҡ̊لى 0بـ  سفلمحدودة من اҡٔير محدودة من ا ,ҡٔنّ:  و̎   0n n    
)المتتالية  ) 3 1)nnu   :ّنҡٔ محدودة,    | |= | ( - 1 ) |= 1 2n

nn u     
  لإثبات ǫٔنّ م˗تالية حق̀ق̀ة محدودة ̮س̑تعمل البرهان Դلتراجع. ملاحظة: 

)  لتكن: م˞ال  )n nu   :0م˗تالية حق̀ق̀ة معرفة كما يلي 10, :  = 2n nu n u u      ّنǫٔ لنثˌت,    2nn u    
0nمن ˡǫٔل    0߱ينا 0 2u  .   ّنǫٔ 2 نفرضnu   ّنǫٔ 2 1و نبرهنnu    

2 1߱ينا  2 4 2 2 2n n n nu u u u         وم̲ه ,    2nn u    
,من ݨة ǫٔخرى ߱ينا    0nn u    إذا,    0 2nn u    نّ  ونقولǫٔ( )nu .محدودة 

  : تتاليات الرت̿ˍة الم   -3
)لتكن  :ريفاتع )n nu   .م˗تالية حق̀ق̀ة  

  )( nu 1إذا كان   متزايدة:  n nn u u      و)( nu  1م˗ناقصة إذا كان:  n nn u u       
)( ǫٔنّ  ونقول  nu   بتة إذا كانԶ1:  n nn u u     

   مةԵ إذا كانت المتراجحة ) وǫٔ و (م˗ناقصة تماماǫٔ ن المتتالية متزايدة تماماǫٔ نقول ( ( .  

 المتتالية  تإذا كان)( nu   ي لا تغيير اتجاهها ̊لىǫٔ ٔو م˗ناقصة فقطǫ متزايدة فقط نهاǫٔ م˗تالية رت̿ˍة.   نقول  

1) المتتالية  ǫٔ: 1م˞ߧ 

2nu n



nu) المتتالية  2  م˗ناقصة     n        المتتالية   )3متزايدة( 2)nnu      .̎ير رت̿ˍة  

߱ ملاحظة  1nندرس إشارة الفرق   م˗تالية )  اتجاه تغيرّ رԵبة (   راسة :  nu u    مقارنة  ويمكن
1

n

n

u

u 

  إذا كانت ˨دود المتتالية موجˍة.   1بـ:   
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  : الحق̀ق̀ة   اتالمتتالي تقارب وتبا̊د    - 4
)لتكن  : ريفاتع   )n nu  .م˗تالية حق̀ق̀ة  

  )( nu د ̊دد حق̀قي  م˗قاربة lإذا وl  :0بحيث 00,    , :  ( | | )...( )nε n n n n u l                    
ك˗ب     lim  و̯ nn

u l


   ٔوǫlim | | 0nn
u l


   

  نهاية  )( nu هي    ك˗ب limو̯ nn
u


  0يلي:   إذا تحقق ما 00,  , : ( )nA n n n n u A           

  نهاية  )( nu هي    ك˗ب limو̯ nn
u


  0يلي:   إذا تحقق ما 00,  , : ( )nA n n n n u A            

 و بعبارة  ن م˗قاربةكإنها م˗با̊دة عندما لا ˔ حق̀ق̀ة نقول عن م˗تاليةǫٔخرى إذاǫٔ و نها̽تهاǫٔ كانت لا تم߶ نهاية   ٔوǫ   
ك˗ب:  )(  و̯ nu   :0م˗با̊دة إذا تحقق ما يلي 0, 0,    ,  :  ( | | )nl ε n n n n u l                

  : ملاحظات 
)(تعيين طبيعة م˗تالية حق̀ق̀ة )  1 nu  .يعني إثبات تقاربها وتبا̊دها  
 ( في ˨اߦ ا̦نهاية ̎ير المنتهية) A( في ˨اߦ ا̦نهاية المنتهية) و بــ: في التعاريف السابقة م˗علق بــ:   0n) إنّ اخ˗يار الرتبة 2
  .ǫٔ  و  بــ:  ǫٔ  و    الثاني للاس̑تلزام الطرف  في  إذا اس˖ˍدلنا    السّابقة صحي˪ة تبقى التعاريف    ) 3

)1  لنثˌت ǫٔن المتتالية ) ǫٔ :  1م˞ߧ  )n nu   ّفة بحدها العامالمعر  
1

nu n
 0م˗قاربة نحو العدد .  

0لنثˌت ǫٔنّ :  0

1 1
0,    , :  (  | | )ε n n n n

n n
            

0ε  ليكن   دˡرخميدس فإنهّ يوǫٔ 0حسب بديهيةn
   :0يحقّق 1n    يǫٔ

0

1

n
   :لتاليԴ0و

0

1 1 1
: n n
n n n

        

)  لنثˌت ǫٔن المتتالية ) 2 )nu المعرّفة بحدها العام  
3

2n

n
u

n


  3م˗قاربة نحو العدد.  

ǫٔ 0نّ:لنثˌت  0

3 6
0,    , :  (  | 3 | )

2 2

n
ε n n n n

n n
          

 
   

0ε  ليكن   6߱ينا 6

2n n



6  من ˡǫٔل.   

n
  يǫٔ6

n


  ن نختارǫٔ 0̽كفي

6
[ ] 1n


   :لتاليԴ0و

6
:

2
n n

n
  


  

)  لنثˌت ǫٔن المتتالية ) 3 )nu المعرّفة بحدها العام  
22 3nu n  .نّ:   م˗با̊دةǫٔ س̑تعمال التعريفԴ لنثˌتlim n

n
u


   

   نثˌت ǫٔنّ:
2

0 00,  , : ( 2 3 )A n n n n n A             

0A  ليكن  .  2߱ينا 22 3 2n n    لˡǫٔ 22منn A   يǫٔ
2

A
n  ن نختارǫٔ 0̽كفي [ ] 1

2

A
n    :لتاليԴ2و

0 : 2 3n n n A     

دانية ا̦نهاية)   : مبرهنة     .فإن نها̽تها وح̀دة حق̀ق̀ةإذا تقاربت م˗تالية   (و˨

)(م˗قاربة لمتتالية نهايتين مختلف˗ين  l'و  lلتكنԴلخلف  نبرهن: 1ط ˊرهان:   nu ن   نفرضǫٔ'l l  ولن˯تر في التعريف السابق .'

2

l l 
 ّومن ثم .

2   :فإن 2  :    | |nn n n u l            1كذߵ 1 :      | |nn n n u l        

0وعندما نضع   1 2max( , )n n n :0  ̮س̑ت̱˗ج

' '
     '

2 2n

l l l l
n n l u l

 
     : يǫٔ  0

' '
     

2 2n

l l l l
n n u

 
     

  وفي العلاقة السابقة تناقض واضح. وم̲ه المطلوب.
)(نهايتين لمتتالية م˗قاربة  l'و  l: لتكن 2ط  nu  :لتاليԴو  

1 10,     :     | |
2nε n n n u l


            ߵ  2        كذ 20,     :    | | 
2nε n n n u l
         

0بوضع  1 2max( , )n n n   لˡǫٔ 0ومنn n  :߱ينا   
2 2n n n nl l l u u l u l u l
                 

0كل وم̲ه ̮س̑ت̱˗ج ǫٔنهّ من ˡǫٔل   : l l     :لتاليԴ0 وl l   و م̲هl l  
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 . والعكس ̎ير صحيح.محدودةم˗تالية هي م˗قاربة  م˗تالية حق̀ق̀ة : كلّ نظرية 
)ǫٔن  فرض̥لتˆكٔد من ذߵ ن : البرهان  )n nu  نحو ̊دد م˗تالية م˗قاربةl يǫٔ  :0 00, ,  : ( nε n n n n u l             

1ثم نختار في هذه العلاقة   0: م˞لا، ف̀كون 0,  :  1nn n n n u l         1      0:وم̲هnn n u l     
ـ: من اҡٔ̊لى ل   ا ˨ادّ   Kليكن   00 1 1,  ,...,  nu u u     و max 1 ,M l K   :نǫٔ لاحظ عندئذ .,  nn u M     .وهو المطلوب  
  .م˗با̊دةهي م˗تالية محدودة م˗تالية حق̀ق̀ة ̎ير  : كلّ ن˖ˤ̀ة
    : ǫٔم˞ߧ 

:ـ  1 1) المتتالية المعرفة ب

2nu n



). ذߵ ǫٔنه ̽كفي ǫٔن نختار في العلاقة  0م˗قاربة نحو     ) :0

1
n


 .    1فه̖ي محدودة 1

: 0
2 2

n
n

   


  

3  المعرفة ب:ـ   ) المتتالية 2

2n

n
u

n
 


ق̠اربة نحو      ߵǫٔنه ك̽في ǫٔن نختار في العلاقة  3م ). ذ )    :0

2
n


 .    3فه̖ي محدودة

: 3 0
2

n
n

n
     


  

)) المتتالية  3 1)nnu     لخلف، نفرض وجود نهايةԴ وح̀دة   ̎ير م˗قاربة (وهي محدودة). يمكن تبر̽ر ذߵ l   تحقق العلاقة   لهذه المتتالية :   
0 00 ,  , :  ( ) . . .( )nε n n n n u l              

1من ˡǫٔل  

2
   0߱ينا 1 1

1 1
: 2 1

2 2n n n nn n u u u l u l             .وهذا تناقض  
nuالمعرفة بـ: ) المتتالية 4 n   نّ:م˗با̊دة ̎ير محدودة فه̖يҡٔ  lim n

n
u


 0 0( 0, )A n n n n A        

̽كفي ǫٔن نˆٔ˭ذ:   2

0 2n A .  
  :  عمليات حول المتتاليات  - 5

) لتكن :1  مبرهنة  )nu   و( )nv  م˗تاليتين حق̀ق̀تين م˗قاربتين ح̀ثlim nn
u l


   وlim nn

v l


 عندئذ ߱ينا  

1 (2lim ( ) , ( , )n n
n

u v l l     


    2  (lim ( )n nn
u v l l


    3 0) عندما ̽كونl    :lim n

n
n

u l

v l



   

 4 (lim nn
u l


  5 (lim 0 lim 0n nn n

u u
 

       6 إذا كان ابتداء من رتبة معينة (n nu v  فإنl l.  

)لنحسب نهاية المتتالية  : م˞ال  )n nu  :ح̀ث   
3 2

3

2 1

4n

n n
u

n

 



. ߱ينا 

3 3 3

3

3 3

1 1 1 1
2 2

,
4 4

1 1
n

n n n n nn u
n

n n


   

    
 

  

limونعلم ǫٔنّ:  0, ,
pn

k
k p

n


 
    لتاليԴو: lim 2nn

u


  
ǫٔ ( 0  limن:6من الخاصية  : ̮س̑ت˯لصن˖ˤ̀ة 0 , 0  lim 0n n n nn n

u u u u
 

       
0nu  إذا كان  : تحذ̽ر     و ابتداء من رتبة معينة فهذا يؤدي إلىǫٔ ول رتبةǫٔ ابتداء منlim 0nn

u


   لضرورة إلىԴ و لا يؤدي lim 0nn
u


  .  

1  :م˞ال 
: 0nn u

n
      :1لكن

lim lim 0n
n n

u
n   

 
  

)لتكن : 2مبرهنة   )nu  و( )nv  م˗تاليتين حق̀ق̀تين ߱ينا  
)إذا كانت  )nu نهايةو  محدودة ( )nv :ّتؤول إلى الصفر فإن lim ( ) 0n nn

u v
 

   
  : البرهان 

 ( )nu 0يعني:   هذا  محدودة, ,   | | ...........(1)nM n u M      
lim 0nn

u


 :0هذا يعني 00 ,  , :  ( ) . . . . . . . . . . . ( 2 )nε n n n n u             
|߱ينا ) 2) و (1من ( | | | | | 0n n n nu v u v M          

0 وم̲ه ̽كون: 00,  , :  ( )n nε n n n n u v              
:وԴلتالي

 
lim ( ) 0n nn

u v
 

   
sinلنحسب :م˞ال 

lim
n

n

n
sinnu  نضع   n   1و

nv
n

 ߱ينا ,   | | | sin | 1nn u n     1و
lim lim 0nn n

v
n   

   
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)   بما ǫٔنّ   )nu محدودة و نهاية  ( )nv  :ّتؤول إلى الصفر فإنsin
lim lim ( ) 0n nn n

n
u v

n  
    

)لتكن   :3  مبرهنة  )nu   و( )nv  :م˗تاليتين حق̀ق̀تين ߱ينا  

1 (lim lim ( )n n
n n

u u
 

      2(   :إذا كان: 0nn u   :ّ1 فإن
lim lim 0n
n n

n

u
u 

      

3 (( lim ) ( lim ) lim ( )n n n nn n n
u l v u v

  
          4 (( lim lim ) lim ( )n n n nn n n

u v u v
  

        
5(  ( lim ) ( lim ) lim ( ) .n n n n

n n n
u l v u v 

  
          ح̀ث   هي إشارةl.  

1a   إذا كان: م˞ال   :ّفإن lim n

n
a

 
 

 
:ҡٔنّ:  ( 1)nn a n a    مّا إذا كانǫٔ .] 1,1[a  :ّفإن lim 0n

n
a

 
  

    : )نظرية الحصر : ( 4مبرهنة  
0إذا كانت ߱ينا ثلاث م˗تاليات حق̀ق̀ة تحقق:   0, : n n nn n n v u w       وlim lim ( )n nv w l l   فإن :  

( )nu  نفس ا̦نهاية ولهام˗قاربة l.  
0ليكن  :البرهان   ّتقارب المتتاليتين . إن( )nv و( )nw  نحوk  1يؤدي إلى وجود ̊دد̽ن طبيعيينn   2وn  بحيث  

   1  | | nn n v l      2   و     | |nn n w l         0وبوضع 1 2max( , )n n n نجد :  
0 n n nn n v l u l w l          . 0  لـ:مكا߈  وهذا | |nn n u l       وم̲ه تقارب( )nu   نحوl  .  

:  لنحسب : م˞ال 
2

sin
lim
n

n

n
߱ينا .

2 2 2

1 sin 1
:

n
n

n n n
 

   نّ: وبماǫٔ
2 2

1 1
lim lim 0
n nn n 


    ّفإن:

2

sin
lim 0
n

n

n
    

)لتكن : 5مبرهنة   )nu    م˗تالية حق̀ق̀ة وl ̊ددا حق̀ق̀ا.  

د  إذا   l0وn  بتا بحيثԶ 1̊ددا طبيعيا
0 : 1n

n

u
n n l

u
      ّفإنlim 0nn

u
 

  

0߱ينا : البرهان  0 0 0

0 0 0 0 0

1 2 1 1 2

1 1 1 1

. .. .. .
.... ..

.... .
n n n n n nn n

n n n n n n n

u u u u u uu u

u u u u u u u
    

   

      

0حسب الفرضية ̽كون  

0

.... . . n nn

n

u
l l l l

u
     0وم̲ه

0

1n nn

n

u
l

u
  إذا 

0

00 : 0 n n
n nn n u u l      

0بما ǫٔنّ  1l   ّ0فإنlim 0n n

n
l 

 
 حسب نظرية الحصر   وم̲هlim | | 0nn

u
 

 لتاليԴ̽كون   وlim 0nn
u

 
  

  ملاحظات: 

1) إذا كان  1 1n

n

u
l

u
   فإنّ المتتالية  ( )nu .م˗با̊دة  

1l) إذا كان  2    و تبا̊د المتتاليةǫٔ لا ̮س̑تطيع الحكم ̊لى تقارب( )nu.  
limلنحسب   م˞ال:  0

!

n

n

a

n
   ح̀ثa  

߱ينا
1

1 ! !
:

( 1) ! ( 1) ! 1

n n
n

n n
n

u a n aa n a
n

u n a n n a n


      

  
  كون 1limو̽ lim 0

1
n

n n
n

u a

u n


   
 


  

1من ˡǫٔل      دˡ0يوn بتا بحيثԶ 1̊ددا طبيعيا
0 : 1n

n

u
n n

u
    لتالي وԴحسب النظرية lim lim 0

!

n

nn n

a
u

n   
   

   :الرت̿ˍة تقارب المتتاليات   -6
    :نظرية 

).  إذا كانت 1 )n nu  ̊لى فه̖ي م˗قاربة نحو  من  ومحدودةمتزايدة  م˗تاليةҡٔاsup( )nu.  
).  إذا كانت 2 )n nu  م˗تالية م˗ناقصة  ٔҡفه̖ي م˗قاربة نحو  سفلومحدودة من اinf( )nu .  

supمتزايدة ومحدودة من اҡٔ̊لى.  وԴلتالي فإنّ  : نعتبرˊرهان  nu   .موجود  ( )n nu 
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000,   :  sup sup sup .... (1)n n n nn u u u u            
  نجد:من ˔زايد المتتالية 

00     .... (2)n nn n u u     .  
 ǫٔنّ:) ̮س̑ت̱˗ج 2) و (1من (

00 00,   :  sup sup supn n n n nn n n u u u u u               
0التي يمكن اخ˗صارها في الك˗ابة:   00,   :  sup supn n nn n n u u u             

supم˗قاربة نحو  و̮س̑ت̱˗ج ǫٔن المتتالية   nu.  
  يمكن البرهان بطريقة مماثߧ ̊لى الجزء المتبقي من النظرية. 

  : ǫٔم˞ߧ

1المتتالية   )1 

2n

n
u

n





): اҡٔ̊لى ҡٔنّ متزايدة ومحدودة من   , 1)nn u   لتاليԴم˗قاربة نحو وlim sup( ) 1n nu u


   

1المتتالية   )2
1

2n n
v   سفل م˗ناقصة ومحدودةҡٔنّ:   من اҡٔ( , 1nn u     لتالي م˗قاربة نحوԴوlim inf( ) 1n nv v


    

ة):   الجزئية   ات المتتالي   - 7 lالمس̑تخر)  
)لتكن : تعريف  )n nu   ة ( جزئيةم˗تالية حق̀ق̀ة. ̮سمي م˗تالية lمن )مس̑تخر  ( )n nu   كل م˗تالية( )nv   دها العام˨nv  
)̼ساوي  )f nu  :ح̀ث:f    .تطبيق متزايد تماما  

  : ǫٔم˞ߧ 

2 المتتالية المعرفة بـ: لتكن) 1

1
,nu n

n
   :2 المتتالية المعرفة بـ 2 2

1 1

(2 ) 4n nv u
n n

       ة من المتتالية lمس̑تخر( )nu.  

2 المتتالية المعرفة بـ:  لتكن) 2  

(1 ( 1) )
,

n

nu n
n

 
    2 بـ: ˗انالمعرف  انتالمتتالي 2 2

2 1

(2 ) 2n nv u
n n

    2و 1 0n nw u     

)مس̑تخرج˗ان من المتتالية   )nu.  
ة من م˗تالية حق̀ق̀ة م˗قاربة هي كذߵ م˗قاربة نحو نفس ا̦نهاية 1نظرية  l̎ير صحيح.  والعكس: كل م˗تالية مس̑تخر  
): لتكن ˊرهان  )n nu    م˗تالية حق̀ق̀ة م˗قاربة نحو ̊ددl و( )nv   ة من lم˗تالية مس̑تخر( )n nu    :تحقق( ), n f nn v u    

f:ح̀ث:     ّنǫٔ تطبيق متزايد تماما. لنثˌت( )nv م˗قاربة نحوl.  
0߱ينا  00,     :         ...( )nε n n n u l I         

nمن ݨة ǫٔخرى ߱ينا من ˡǫٔل كل   :
1 1

( ) (0) ( ) ( 1) 0 1
k n k n

k k

f n f f k f k n
 

 

         

0وم̲ه  0 0 ( )0,    :    ( ) ( )   | | | |n f nn f n f n n v l u l             
) المتتالية  فمثلا العكس ̎ير صحيح )nv  ة lمنالمس̑تخر  ( 1)nnu   2  ح̀ث 1n nv u    م˗قاربة لكن( 1)nnu   .م˗با̊دة  

  :ملاحظات
̂ٔنهّ، إذا كانت م˗تالية تؤول إلى  1 )  ) يمكن ǫٔن نبرهن Դلمثل ب )    كذߵ إلى فإنّ كل م˗تالية جزئية من هذه المتتالية تؤول    ( ) .  
  في النظرية السابقة نحصل ̊لى شرط كاف لتبا̊د م˗تالية:  للاس̑تلزام) Դس̑تعمال العكس النق̀ض 2

)إذا كانت لمتتاليتين جزئي˖ين من   )nu فإنّ المتتالية   نهايتين مختلف˗ين( )nu .م˗با̊دة 

1لنثˌت ǫٔنّ المتتالية المعرفة بـ:  :م˞ال 
cos( )nu n

n
   .م˗با̊دة  

2lim߱ينا:  lim cos 1
2nn n

u
n


 

  2  و 1lim lim cos( ) 1
2 1nn n

u
n

 
   

 ،  حسب الملاحظة السابقة( )nu .م˗با̊دة 
)˔كون المتتالية    : ˭اصية  )nu    م˗قاربة نحو ̊ددl   2إذا كانت المتتاليتان الجزئ̿˗ان    إذا وفقط( )nu   2  و 1( )nu    نحو نفس ا̦نهاية   م˗قاربتين  l . 

  : لمتتالية   العليا  وا̦نهاية ا̦نهاية السفلى    - 8
 ǫٔ -   القيمة اللاصقة لمتتالية حق̀ق̀ة :  

} (  aنقول عن: تعريف  , }a   ( قيمة لاصقة لمتتالية  ( )nu  إذا كانa   نهاية لمتتالية جزئية من( )nu  

( )n nu 
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)  إذا كانت: ملاحظة  )nu  تم߶ قيمة لاصقة وح̀دةa  ّفإنlim nn
u a

 
  

1]  م˞ال: ( 1) ]nnu n     هو قيمة لاصقة لـ:  0العدد( )nu  ّنҡٔ2 1lim lim (1 1)(2 1) 0n
n n

u n 
     

 قيمة لاصقة لـ:  كذߵ هي( )nu  ّنҡٔ2lim lim (1 1)2 lim 4n
n n n

u n n
  

    
  

)لتكن  :ا̦نهاية السفلى و ا̦نهاية العليا لمتتالية   تعريف )nu  ،̯رمز بـم˗تالية حق̀ق̀ة  :( )nAd u ߽مو̊ة القيم اللاصقة ̥لمتتالية( )nu  
)  ) ا̦نهاية العليا لـ:1 )nu رمز limلها بـ: و̯ n

n

u
 

هي 
 

) اҡٔ̊لى ̥لمجمو̊ة الحدّ  )nAd uو̯ك˗ب :lim sup( ( ))n n
n

u Ad u


  
) لـ: سفلى) ا̦نهاية ال 2 )nu رمز limلها بـ: و̯ n

n

u
 

)  هي الحدّ اҡٔسفل ̥لمجمو̊ة  )nAd u  ك˗ب lim:  و̯ inf( ( ))n n
n

u Ad u


  
) في المثال السابق م˞ال: ) {0, }nAd u    وم̲هlim sup( ( ))n n

n

u Ad u


  
  

و 
  

lim inf( ( )) 0n n
n

u Ad u


   
): إذا كانت  خواص  )n nu    و( )n nv      :ّم˗تاليتين حق̀ق̀تين فإن  

1(  lim limn n
nn

u u


 2 (lim ( ) lim limn n n n
n n n

u v u v
  

   3  (lim ( ) lim limn n n n
n n n

u v u v
  

    

4 (lim lim ( )n n
n n

u u
 

     5 (lim lim ( )n n
nn

u u


  
 

limكانت  ) إذا6 n
n

u


   :فإنlim lim limn n nnn n

u u u
 

   

  :إذا كانت )ǫٔ : 1م˞ߧ 
2

2
1 ( 1)

1
n

n

n
u

n
  


)  فإنّ   ) {0,1}nAd u   وم̲ه   lim 0 lim 2n n

nn

u u


          

nuإذا كانت ) 2 n    ّفإن :lim lim limn n nxnn

u u u


    3 ( إذا كانت( 1)nnu n    ّفإن  :lim limn n
nn

u u


       

]إذا كانت ) 4 1 ( 1) ]nnu n     ّفإن :lim lim 0n n
nn

u u


    

  : المتتاليتان المتˤاورԵن   - 9
)(نقول عن م˗تاليتين حق̀ق̀تين  :تعريف  nu و( )nv  نإنهماԵاورˤ˗خرى م˗ناقصة وكانت نهاية م˗تالية الفرق   مҡٔإذا كانت إ˨داهما متزايدة وا

( )n nu v 0م˗قاربة نحو.  

1المتتاليتان   :م˞ال 
nu n
    1و

1nv n



1م˗ˤاورԵن ҡٔن ǫٔولاهما متزايدة وԶن̿تهما م˗ناقصة وفرقهما (المساوي لـ:    1 2 1

1 ( 1)n n

n
v u

n n n n


   

 
 (

  يؤول إلى الصفر.
  كل م˗تاليتين م˗ˤاورتين م˗قاربتان نحو نفس ا̦نهاية.  :ظرية ن

)لتكن  البرهان: )nu   و( )nv   ل كلˡǫٔ ن̿تهما م˗ناقصة. نضع منԶولاهما متزايدة وǫٔ اورتينˤ˗م˗تاليتين مn   :n n nw u v   ن المتتاليةǫٔ من الواضح .
( )nw   نǫٔ متزايدة، ̊لماlim 0nn

w


  اور. و߳اˤحسب فرض التsup 0n
n

w   ل كلˡǫٔ وم̲ه، من .n  :0nw .    :لتاليԴو  
 :ǫٔن ). إذن فهما م˗قاربتان ̊لما0vو  0uوهكذا يتضح ǫٔن المتتاليتين رتيˌ˗ان ومحدودԵن (بـ                                               

lim 0n nn
u v


  وم̲ه .lim limn nn n

u v
 

 .وهو المطلوب .  
  م˗تالية محدودة يمكن اس̑تخراج م˗تالية جزئية م˗قاربة. : من كلّ Weierstrass-Bolzano  فيرستراش   – نظرية بولزانو . 10

1المتتالية    : م˞ال 
( 1)

1
n

nu n
  


2  اس̑تخراج م˗تالية جزئية م˗قاربة م˞لا: النظرية يمكن    محدودة حسب   

1
lim lim lim(1 ) 1

2 1n n
n n n

v u
n  

   


     
  : م˗تاليات ̠وشي   - 11

)(م˗تالية حق̀ق̀ة : نقول عن  تعريف  nu   ٔǫ ي   ت نها م˗تالية ̠وشي إذا كانǫٔ تحقق شرط ̠وشي :  
2

0 00,  : ( , ) , [  | | ]m nε n m n m n n u u              
2.يمكن ǫٔيضا التعبير عن هذه العلاقة Դلك˗ابة

0 00 , ( , ) : ]n p nε n n p n n u u          ,       [  | |     
  : م˞ال

)لنثˌت ǫٔن المتتالية  )1 )nu   :المعرفة بـ*
2

1
,nu n

n
  م˗تالية ̠وشي   

0 1 1 0... ...n nu u u v v v      
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n  ليكن ) 1   وm     ح̀ثm n    :߱ينا
2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 ( )( )
| |m n

n m n m n m
u u

m n m n m n

  
      :ّنǫٔ  وبما 

0 m n m     0و 2n m m   2 إذا

2
| |m nu u

n
   .  لˡǫٔ من

2

2

n
    2نجد

n


    

0  : وԴلتالي 0 0 2

2 2
0,  , 1 : [( ) | | ]m nε n n m n n u u

n
 



  
                 

  

م˗قاربة ǫٔم م˗با̊دة) دون معرفة نها̽تها (في ˨اߦ تعود ǫٔهمية نظرية ̠وشي إلى ǫٔنها ˓سمح بدراسة طبيعة م˗تالية (ǫٔي معرفة ما إذا كانت  :ملاحظة 
  تقاربها).

   ̠وشي.م˗تالية  هي م˗تالية حق̀ق̀ة م˗قاربة كلّ : 1نظرية 

)لتكن    : ˊرهان  )nu  ̊ددنحو م˗تالية م˗قاربة  l 0. ߱ينا 00,  : , [ | |
2nε n n n n u l


             

ǫ :0ٔن ̯ك˗ب̮س̑تطيع  :| | | ( ) ( ) | | | | |
2 2n m n m n mn m n u u u l u l u l l u
                  

)وم̲ه  )nu  ̠وشي.م˗تالية هي  
  .م˗تالية م˗با̊دةل̿ست ̠وش̑ية هي كلّ م˗تالية : ن˖ˤ̀ة 

): لنثˌت ǫٔن المتتالية م˞ال )nu   :1*المعرفة كما يلي 1 1
1 ... ,

2 3nu n
n

      .م˗با̊دة  
)̽كفي ǫٔن نثˌت ǫٔن   )nu   :يǫٔ 0ل̿ست م˗تالية ̠وشي 00 : | |n p nn n n p u u 

                
n. 0nنلاحظ ǫٔنه من ˡǫٔل كل ̊دد طبيعي ̎ير معدوم   p n   

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(1 ... ... ) (1 ... ) ... .

2 1 2 2 1 2 2 2 2n n n nu u n u u
n n n n n n n

                   
   

1كن  يل 

2
    د lيو فإنه  ̠وش̑ية  المتتالية  كانت  ˡǫٔل   0nإذا  من  0nح̀ث    0وp    ̽كون| |n n pu u      :نهҡٔ ̎ير صحيح  هذا  لكن 

1 1 1 1
| | ...

1 2 2n n p
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): إذا كانت المتتالية الحق̀ق̀ة 2نظرية  )n nu   محدودة.م˗تالية ̠وشي فه̖ي  
): لتكن البرهان )n nu  :م˗تالية ̠وشي إذا تحقق 
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)البرهان: لنفترض ǫنّٔ:  )lim nn
u l
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 جــــــــامعة الـــوادي مق̀̓اس:تحل̀̓ل1
 قة̒كلية العلوم ا߱ق̀

 قسم الرԹض̀̒ات
2022/2021  MIؤلــــــىǫ س̒نة  

 سلسߧ  ǫٔعمال  موݨّة   رقم  02  ( المتتاليات  الحق̀ق̀ة)     
)لتكن  : 1ر̽ن تم  )nu   :م˗تالية حق̀ق̀ة. اكتب ̊لى شك̓ل قضيّة مكممّة كل جمߧ من الجمل التالية    
)) المتتالية  1 )nu               .بتة ابتداءً من رتبة معيّنةԶ2  المتتالية (( )nu   ̠با̊دة م         .  
)) المتتالية  3 )nu    المتتالية  4.             2̎ير م˗قاربة نحو العدد (( )nu    من رتبة معيّنة.     م˗ناقصة ابتداء ̎ير 
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 ـــــامعة الـــوادي مق̀̓اس: تحل̀̓ل 1  جـــ
 قة̒ كلية العلوم ا߱ق̀ 

 قسم الرԹض̀ ̒ ات
2022/2021  MIــ ـى    س̒نة ǫؤلـــ

 تصحيح  سلسߧ ǫٔعمال موݨّة رقم:  02  (المتتاليات الحق̀ق̀ة)      
  : 1˨ل ت 

)لتكن    )nu   م˗تالية حق̀ق̀ة. كتابة كل جمߧ من الجمل التالية ̊لى شك̓ل قضيّة مكممّة    
)) المتتالية  1 )nu    .بتة ابتداءً من رتبة معيّنةԶ0 0 1 , , n nn n n u u      
)) المتتالية  2 )nu   0   م˗با̊دة 0, 0, , : ( | | )nl ε n n n n u l                   
)) المتتالية  3 )nu    0. 2̎ير م˗قاربة نحو العدد 00, , : ( | 2 | )nε n n n n u                  
)) المتتالية  4 )nu    0من رتبة معيّنة.     م˗ناقصة ابتداء ̎ير 0 1 , , n nn n n u u      

  : 2˨ل ت 
 Դٔن  التقارب، إثباتم تعريف اس̑ت˯دǫنهاية المتتالية  ( )nu هي l : 0 00, , : ( | | )nε n n n n u l            
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)  ــ. ̯رمز ب1 )P n ̥لمتباينة  : (1 ) 1nn a na      
1)0߱ينا  ) 1 1 0a a     (0)إذاP .صحي˪ة  

)نفرض ǫٔنّ   )P n  صحة   ونبرهنصحي˪ة( 1)P n    يǫٔ1: (1 ) 1 ( 1)nn a n a       
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1qكان  إذا -    ّالمتتالية  فإن( )nu ˍنّ  فه̖ي م˗با̊دة نهاية  للا تقҡٔ
i

  ( 1)
1 si pair

lim lim
1 si impa rn

n

n n

n
u

n 


 


 


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1

lim lim 2 0
3

n

n
n n

v
 

   
 

  و     
1 1

2 lim 2
03 3lim lim 27 27 27 27

n n

n

nn n
u e e e

   
   
   

 
      

    :8˨ل ت 

)لتكن  )nu   و( )nv   موجˍتين تماما. نضع :   م˗تاليتين
3 3

2 2
: n n

n
n n

u v
n w

u v


  


 .  
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)نلاحظ ǫٔنّ اتجاه تغير المتتالية  )nu    شارة م˗علقԴٕ    الفرقna u  ߱ينا .
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)المتتالية وهذا يثˌت ǫٔنّ  )nu نّ و   م˗ناقصةǫٔ : 0n nn u v    
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)المتتالية  )nv .متزايدة     
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̮س̑ت̱˗ج ǫٔنّ:    وԴلتالي 
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: 0 ( )
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n u v u v       



limوبتطبيق نظرية الحصر نجد   ( ) 0n n
n

u v


  نّ يثˌت  وهذاǫٔ المتتاليتين( )nu   و( )nv نԵاورˤ˗ن مԴا̦نهاية  نحو نفس، إذا تتقارl.  

lim: ߱ينا  lلنحسب    limn n
n n

u v l
 

     :ّنǫٔ وبما,n
n

a
v

u
      :ّ2فإنl a   يǫٔ   l a    و ̠ون  ( )nu    و( )nv   إذا    موجˍتينl a .  

  :  21˨ل ت 
)المتتالية  طبيعة ةرسا̠وشي د شرط Դس̑تعمال )nu في كل ˨اߦ من الحالات التالية :  
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    لˡǫٔ 0ومن 2n  نˆٔ˭ذ   ,  2n p m p  0بحيثp n  ߱ينا  
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ومنه  
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               

   

)وԴلتالي   )nu  وم̲ه  ̠وشيم˗تالية ل̿ست( )nu .م˗با̊دة  
1

cos (2nu n
   
 

     

0من ˡǫٔل        لˡǫٔ ومن, , ( )m n m n   ߱ينا  ( : | sin | 1, | sin | | |)x x x x       
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2 وԴلتالي ǫٔثب˖̲ا   
0 00,  : ( , ) , [  | | ]m nε n m n m n n u u              

)Դلتاليو )nu وم̲ه  م˗تالية ̠وشي( )nu .م˗قاربة  
 


