Topologie Générale & Théoremes

Fondamentaux de la Topologie

MASTER

Mathématiques Fondamentales

Université Echahid Hamma Lakhdar EI-Oued

Algeria

Rédigé par:

Dr. Tedjani Hadj Ammar



Préface

Ce texte représente le cours de Topologie Générale dispensé en premiére année
Master ( semestre I) et Théorémes fondamentaux de la topologie en deuxiéme année
Master ( semestre III), de Mathématiques fondamentales a El Oued, pendant 1’année
universitaire 2020/2021.

La topologie est une théorie mathématique relativement jeune : elle émerge (sous
le nom d’analysis situs) au début du vingtieme siecle dans les travaux de Haus-
dorff et de Tychonoff. Le besoin d"une telle théorie s’est déja fait sentir a la fin du
dix-neuviéme siécle dans les travaux de Riemann et de Hilbert. Dans la recherche
actuelle, la topologie joue un role fondamental aussi bien en Analyse Fonctionnelle
qu’en Géométrie Différentielle ou encore en Topologie Algébrique.

Ce polycopie n’est cependant qu'une introduction aux notions de base. Il contient
le strict minimum pour celui qui souhaite poursuivre les études en mathématiques.
Comme la topologie repose sur relativement peu de connaissances aquises, elle pré-
sente 1’occasion idéale pour l'étudiant de combler d’éventuelles lacunes en logique
ou en théorie des ensembles. C’est la raison pour laquelle la plupart des énoncés sont
suivis d"une preuve complete.

J'espére enfin que ce polycopié constituera un support utile pour nos étudiants
et les aidera a améliorer leurs résultats aux examens, qui ont été jusque a la limite de
la médiocrité pour 1’écrasante majorité d’entre eux.
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1. INTRODUCTION A LA TOPOLOGIE GENERALE

Dans ce chapitre, on pose les bases de I’analyse : les notions d’espace topologique
et d’espace métrique sont constamment utilisées en analyse. On a choisi de ne traiter
en détails que les espaces métriques. Néanmoins, tout espace métrique étant un
espace topologique, on a décidé de donner, a part, la définition d’espace topologique
ainsi que les principales terminologies qui lui sont attachées. Dans tout le cours qui
suit, on pourra ainsi distinguer, dans 'étude des espaces métriques, ce qui résulte
de la structure d’espace topologique sous-jacente et ce qui résulte de la structure
métrique.

1.1 Généralités sur les espaces topologiques

Dans cette section, on donne la définition d’espace topologique ainsi que 1’essen-
tiel du vocabulaire topologique de base.

Définition 1.1: [Topologie] : On appelle espace topologique un ensemble E muni d'une
partie 7 de I'ensemble P(E) des parties de E vérifiant les propriétés suivantes :

(T1) E et @ appartiennenta 7 ;
(T2) Toute réunion d’éléments de 7 est un élément de 7 ;

(T3) Toute intersection finie d’éléments de 7 est un élément de 7.

Les éléments de 7 sont appelés les ouverts de I'espace topologique E. De plus les
complémentaires d’ouverts de E sont appelés les fermés de E. 7 est parfois appelée
la topologie de E.

On notera donc que toute intersection de fermés est un fermé et que toute réunion
tinie de fermés est un fermé et que E et () sont des fermés (une partie de E peut étre
a la fois ouverte et fermée).

Exemple 1.1: [L'espace topologique R] : Une partie U de R est dite ouverte si,
Vx € U, il existe ¢ > 0 tel que l'intervalle ouvert Jx — ¢, x + €[ est contenu dans U. 1l

est bien clair que ceci défini une topologie sur R.

Définition 1.2: [Topologie induite] : Si (E,7") est un espace topologique et A C E,
on appelle topologie induite par E sur A le couple (A, Ta)ouT4:={ONA|O €T}

Exercice 1.1: Vérifier que la topologie induite est une topologie.
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Exercice 1.2: Décrire la topologie induite sur [0, 1] par celle de R, et celle induite sur
une droite de R? par la topologie euclidienne canonique de R?.

Définition 1.3: [définition de voisinage] : Soit (E, 7") un espace topologique.

1. On appelle voisinage de x € E tout sous-ensemble de E contenant un ouvert
contenant x et on notera V(x) 'ensemble des voisinages de x.

2. On appelle voisinage d’une partie A de E tout sous-ensemble de E qui contient
un ouvert contenant A et on notera V(A) I'ensemble des voisinages de A.

Exemple 1.2: Dans I'espace topologique usuel R, un voisinage de x est une partie de
R qui contient un intervalle ouvert de la forme Jx — ¢, x + €[, € > 0.

Proposition 1.1: La famille V(x) C P(E) des voisinages de x vérifie :
1. SiVeV(x)alorsx € V.
2. SiVeV(x)etV c Aalors A € V(x).
3. Toute intersection finie de voisinages de x € E est un voisinage de x.
Z

. SiV € V(x)il existe W € V(x) tel que W C V et W voisinage de chacun de ses
points.

Preuve : Les assertions (1) et (2) sont immédiates.

(3):SiV; € V(x) pouri € {1,..,n} On peut alors trouver pour tout i € {1, ..., n}, un
ouvert O; tel que x € O; C V. Mais alors O = N, O; est un ouvert, qui contient x et
qui est contenu dans N}, V;. Donc N, V; est un voisinage de x.

@) : Si V € V(x) alors il existe un ouvert W tel que x € W C V. Mais d’apres la
définition W est voisinage de chacun de ses points. m|

Remarque 1.1: On peut définir la topologie en partant des voisinages avec (1)(2)(3)
et (4) dans la proposition précédente comme axiomes, puis définir les ouverts comme
les parties qui sont voisinages de chacun de leurs points et (T1)(T2) et (T3) deviennent
des propriétés.

Conséquences :
— Un ouvert est voisinage de chacun de ses points. Réciproquement, si A est
voisinage de chacun de ses points et si x € A, il existe W, ouvert tel que
x € Wy C A. Donc A est la réunion de tous les W, quand x parcourt A et de ce
fait est ouvert.
— Les ouverts d'un espace sont connus des que sont connus pour tout x les
voisinages de x, ou méme une base de voisinages (définition suivante).

Définition 1.4: [base des voisinages] : On appelle base de voisinages de x € E, toute
partie U de V(x) telle que si V € V(x), alors il existe U € U telquex e U C V.

Définition 1.5: [systeme fondamental de voisinage] : Une partie W(a) C V(a) est
appelle systeme fondamental de voisinage (note SFV) de a si et seulement si pour
tout V € V(a), il existe W € W(a) tel que W C V.
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Exemple 1.3: Soit (E,7") un espace topologique W(a) = {O € 7; a € O} est un
systeme fondamental de voisinage de g,

Exemple 1.4: Soit R muni de la topologie usuelle eta € R, alors les familles {Ja—¢,a+
el; >0}, {la—qa+ql; g€ Q™Y et{la—1,a+ 1[; n € N}, sont systeme fondamental
de voisinage de 4.

Exemple 1.5: [espace métrisable] Un espace topologique (E, 7") est dit métrisable s’il
existe une distance sur E telle que 7 coincide avec I'ensemble des unions arbitraires
de boules. Une base de voisinages ouverts commode est alors constitué par les
boules ouvertes elles-mémes. Les boules ouvertes centrées en x forment une base de
voisinages ouverts de x et également les boules ouvertes contenant x.

Définition 1.6: [base d’ouverts] : On appelle base d'ouverts de E, toute famille d’ou-
verts B de E vérifiant I'une des trois propriétés équivalentes suivantes :

1. Tout x € E a une base de voisinages constituée par une sous-famille de B,
2. Tout ouvert de E est réunion d"une sous-famille de B,

3. Pour tout point x € E, et pour tout ouverts O, contenant x, il existe un ouvert
B,, de la famille B, tel que x € B, C O.

Exemple 1.6: Montrer que les boules ouvertes d'un espace métrique forment une
base d’ouverts de cet espace.

Exemple 1.7: Montrer qu’il en est de méme pour les boules ouvertes de RN dont les
rayons sont rationnels et les centres sont rationnels. C’est donc une base d’ouverts
dénombrable.

Définition 1.7: [fermé, adhérent, intérieur] : Une partie F de E est dite fermé si
son complémentaire est ouvert. On appelle fermeture, ou adhérent, d’'un ensemble

A, noté A, I'intersection de tous les fermés contenant A. On appelle ouverture, ou
intérieur, de A, noté A, 'union de tous les ouverts contenus dans A.

Remarque 1.2: v/ L'adhérence de A est le plus petit fermé contenant A.

v/ Un point x est adhérent a A si et seulement si tout ouvert contenant x contient
également au moins un point de A.

v Onalesrelations: X—A=X-A, et X -A = (X - A).

Proposition 1.2: Soient E un espace topologique et A une partie de E.

1. Unpointx de E estadhérent a A si et seulement si tout voisinage de x rencontre
A.

2. Supposons que A soit infinie. On dit que x € E est un point d’accumulation de
A si tout voisinage de x contient une infinité de points de A (ce qui implique

en particulier x € A).
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Démonstration. En effet, dans le cas contraire il existe un ouvert O contenant x et
ne rencontrant pas A. Alors le complémentaire de O est un fermé contenant A et ne
contenant pas x. O

Proposition 1.3: Soient E un espace topologique et A, B deux partie de E. Alors :
1. StAcB,onaAcB,etAch,
2. AUB=AUBet(ANB°=ANB.

Démonstration. Montrons par exemple la premiere égalité du 2. L'inclusion AU B C
A U B provient du 1.; d’autre part AU B € A U B ce qui donne l'inclusion inverse. O

Proposition 1.4: Soient (E,7") un espace topologique et A, un partie de E. On a les
égalités .
A={xeE AVeVix) et VCA}={xeE, AecV(x)

Remarque 1.3: On note qu’on a en général, on a seulement les relations AN B ¢ ANB

et (AUB) > AUB et pas des égalités, comme le montre 'exemple A = [0,1] et
B = [1,2] pour la seconde. Un autre exemple est fourni par :A = QetB=R-Q:

danscecasAUB:R,AﬂB:(Z),Z:R,E:IR,A:(Z)etIUS:(Z).

Définition 1.8: [frontiére ] : Si A est un sous-ensemble de E, on appelle frontiere de
A, et1'on note Fr(A), I'ensemble : Fr(A) = A — A.

Exercice 1.3: 1. Montrer qu’une intersection quelconque de fermés est un fermé
et qu'une union finie de fermés est un fermé.

2. Soit Aune partiede E, onditque x € Eestadhérenta AsiVV € V(x), VNA # 0.
On appellera adhérence de A, 'ensemble des points de E adhérents a A.

— Montrer que A et I'adhérence de A sont identiques
— Montrer que relation A = A caractérise les ensembles fermés.

Définition 1.9: [densité] :

1. On dit qu’une partie A de E est partout dense (ou, dense dans E ) si A = E et
donc, de maniere équivalente, si tout ouvert non vide de E rencontre A.

2. A c B deux parties de E. On dit que A est dense dans Bsi A > B.
Exemple 1.8: I'ensemble des points a coordonnées rationnelles est dense dans RY.

Définition 1.10: [Espace séparable :] On dit qu'un espace topologique est séparable
s’il possede une partie dénombrable et dense.

Définition 1.11 (Axiomes de séparation ): Un espace topologique X est dite :
— Un espace T; si pour tous x, y, points distincts de X, il existe un ouvert O, tel
que y € O, mais x £0O.
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— Un espace T, (ou Hausdorff) si pour tous x, y, points distincts de X, il existe
deux ouverts, O,, et O,, telsque x € O,, y € O, et O, N O, = 0.

— On dit que X est régulier si pour tout x € X, pour tout fermé C C X, x €/C,
il existe deux ouverts O,, et Oc, contenant x, et C respectivement, tels que
Ox N OC = (Z)

— Un espace T3 si X est T, et régulier. (On dit également Hausdorff régulier.)

— Un espace T, (ou normal) si X est T7, et si, étant donnés deux fermés disjoints
de X, C; et C,, il existe deux ouverts disjoints O, et O,, tels que C; C Oy, et
C, C O,.

Evidemment; Ty = T —= T, = T;.

Définition 1.12 (Axiomes de dénombrabilité. ): Un espace topologique X est dite :
— Satisfait le premier axiome de dénombrabilité (D1), si chaque point de X admet
une base de voisinages, qui est dénombrable.
— Satisfait le second axiome de dénombrabilité (D2), si la topologie de X est a
base dénombrable.

Remarque 1.4: v Tout espace qui satisfait le premier axiome de dénombrabilité (D1)
est séparable. La réciproque est fausse : voir R, avec la topologie engendrée par les
{[a,0[; a,b € R}.

Exemple 1.9: montrer que l'espace métrique RN muni de la norme euclidienne ca-
nonique est séparable.

Définition 1.13: [Espace séparé] : On dit que 1'espace E est séparé si Vx,y € E, x # y,
AV eV(x)etAU € V(y) telsque UNV = 0.

Lemme 1.1: 1. Un espace E est T; si et seulement si les singletons {x} C E sont
des fermés.

2. Un espace est régulier si et seulement si les voisinages fermés de chaque point
constituent une base de voisinages.

Démonstration :

1. Soit {x} un singleton dans E. La propriété T; implique que chaque point du
complémentaire de {x} est contenu dans un ouvert O, ne contenant pas x. Le
complémentaire de {x} est donc ouvert. Inversement, sil’'on suppose que tout
singleton est fermé, et x, y sont deux points distincts de E, alors le complé-
mentaire de {x} est un ouvert contenant Y, mais pas x.

2. Supposons que les voisinages fermés de chaque point constituent une base de
voisinages dans E. Soient x € E et C fermé. Le complémentaire X — C, de C, est
un ouvert contenant x, donc, d’aprés ’hypothese, contient aussi un voisinage
fermé, F, de x. On prend pour Oc, le complémentaire de F, et pour O,, n'importe
quel voisinage ouvert de x, contenu dans F. Inversement, supposons que E est
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régulier. Soient x un point de E, et O un voisinage ouvert de E. La régularité
de E implique qu’il existe un ouvert U, contenant le complémentaire de O, et
un ouvert V, contenant x, tels que U NV = (. Le complémentaire de U est un
fermé contenant V, et contenu dans O. O

Exercice 1.4: Sur R, menu de topologie 7 = {R — A; A dénombrable } U {#}. Montre
que (R, 7") est espace topologique non séparé.

Correction : puisque si A, B deux parties dénombrable avec (R —A) N (R - B) =0,
onalR - (AUB)=0,alors R = AU B impossible.

Définition 1.14: [ topologie moins fine vérifiant une propriété P ] On appelle
topologie sur E la moins fine vérifiant une propriété P la topologie ayant cette
propriété P et qui a le moins d’ouverts possible.

Cette topologie U est donc telle que pour toute autre topologie 7~ vérifiant P, on ait

UcCT.

Exemple 1.10: Montrer que la topologie de moins fine vérifiant une propriété P peut
étre construite comme l'intersection de toutes les topologies vérifiant la propriété P.
(Expliquer d’abord pourquoi cette intersection est non vide!)

Définition 1.15: [ Topologie produit] Soit (E;, O;) des espaces topologiques. L'espace
topologique produit E = ILE; peut étre muni de la topologie produit, définie comme
la moins fine rendant les projections de E sur chaque E; continues.

Définition 1.16: [ Convergence d'une suite] : On dit qu'une suite x, tend vers x dans
E si pour tout voisinage V de x il existe ny tel que n > ny = x, € V.

Proposition 1.5: Si F est fermé et si (x,), est une suite d’éléments de F convergeant
vers x € E, alors x € F.

Démonstration. Si on avait x € F¢, qui est ouvert, il existe un voisinage ouvert U de
x tel que U C F°. Mais x, — x implique que dny,n > ny = x, € U, ce qui contredit
x, € F. |

Définition 1.17 (Valeur d’adhérence d’une suite): Soit (x,), une suite de points de
E, on dit que x € E est valeur d’adhérence de (x,), si ¥n, YV € V(x), di > n tel que
x; € V.

Exemple 1.11: Si on note A, = {x;, i > n} alors vérifier que x est valeur d’adhérence
de (x,), si et seulementsix € (), A,.

Définition 1.18 (Continuité en un point): Soient E et F deux espaces topologiques
et f une application de E dans F. Soit xy € E, on dit que f est continue en x si
YV € V(f(xp)), AU € V(xo) tel que f(U) C V.
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Une application d'un espace topologique dans un autre est dite continue si elle est
continue en tout point.

Théoreme 1.1: [10] Une application f d'un espace topologique dans un autre est
continue si et seulement si I'image réciproque de tout ouvert par f est un ouvert
ou, de maniereé quivalente, si 'image réciproque de tout fermé est un fermé, ou,
de maniere équivalente, si 'image réciproque par f de chaque élément d'une base
d’ouverts de F est un ouvert. On a aussi la propriété suivante : f est continue si et

seulement si pour tout ensemble A C E, on a f (A) c f(A).

Définition 1.19 (Continuité séquentielle): Soient E et F deux espaces topologiques
et f une application de E dans F. On dit que f continuité séquentielle si toute suite
(x,) de E converge, alors la suite (f(x,)) converge vers f(lim x,).

Proposition 1.6: Si f : (E,7) — (F,U) est continue, alors elle est séquentiellement
continue.

Démonstration. Soit (x,) tendant vers x pour 7. Fixons U € U tel que f(x) € U et
montrons que Iy, n > ny = f(x,) € U. Or, f étant continue, f~'(U) est un voisinage
de x. Donc Ang, n > ng = x, € f1(U) et on a donc, comme désiré , f(x,) € U. O

Définition 1.20: [ Espace compact] On dit qu'un espace E est compact s'il est séparé
et si de tout recouvrement ouvert de E on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Exercice 1.5: 1. Soit E un espace topologique compact, montrer que toute suite
de points de E posséde une valeur d’adhérence.

2. Montrer que I'image d"un compact par une fonction continue a valeurs dans
un espace séparé est un compact.

Proposition 1.7: Soit (E;, 7;);c; une famille d’espaces topologiques et ¢; : E — E;
une famille d"applications définies sur un ensemble E. Les ouverts de la topologie la
moins fine sur E rendant continues les applications ¢; sont tous de la forme :

U e,

i€l jeF;

ou U; désigne un ouvert quelconque de E;, F; est un sous-ensemble fini quelconque
de ] et I est un ensemble quelconque d’indices.

La méme formule est encore valide si on restreint les U; a une base de voisinages
ouverts de E;.
En conséquence, on a la base de voisinages de E :

(e O,

jeF
ou F C ] est fini, et O; appartient a une base de voisinages de E;. Donc on peut
caractériser la convergence des suites pour cette topologie de la maniere trés simple

suivante :
x, — x pour la topologie O si et seulement si @;(x,) — @i(x) pour tout i.
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Lemme 1.2:

(U= Uf 4w

ieF jej; YeV ieF
ou W est 'ensemble de toutes les applications i € F — (i) € J;.
Cette derniére formule prouve que si A est une famille d’ensembles, alors "toute

intersection finie d’unions finies d’éléments de A est une union d’intersections finies
d’éléments de A."

Démonstration. Si x appartient a ﬂUA j, cela revient a dire que
ieF jeJ;
VieF dj(=v¢(@) €], x€A;&
31# : F—> U], ¢(l) €fi, x€ Alp(i), Yie L

Démonstration de la proposition Si les ¢; sont continues, tout élément de la forme
est bien un ouvert de E. Réciproquement, la famille des ensembles de la forme est
évidemment stable par union quelconque, et par intersection finie d’apres le lemme.
O

1.2 Espaces métriques

1.2.1 Définitions

Définition 1.21: Soit X un ensemble. Une distance sur X est une application 4 :
X x X — R, vérifiant pour tout x, v,z € X :

(dl) dx,y) =0 x=y;
(d2) d(x,y) = d(y,x) (symétrie);
(d3) d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire).

Définition 1.22: Un espace métrique est un couple (X, d) ot1 X est un ensemble et d est
une distance sur X.

Exemple 1.12: 1. L’ensemble des réels muni de la distance d(x, y) = |x — y| est un
espace métrique ( distance usuelle sur R).

2. Sur C, on remplace la valeur absolue par le module d(x,y) = |x — y| est un
espace métrique ( distance usuelle sur C).

3. L'ensemble K" avec K = R ou C est muni de plusieurs distances faisant
intervenir les distances entre les composantes. Pour deux éléments arbitraires
de K", x = (x1, ..., x,) et y = (y1, ..., Yn), ON poOSE :

doy) =Y lyi-xl, by =() ly-xuP),
i=1 i=1

et deo(x,y) = max lyi — xil.

1<i<

NI=
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4. Soit X un ensemble. L'application d : X X X — R définie par

_ )0 st x=y,
d(x'y)‘{1 si x#y,

est une distance sur X (dite la distance grossiere).

Définition 1.23: Deux distances d;,d, sur X sont dites équivalentes s’il existe deux
constantes a, f > 0, telles que pour tout x, y € X : d1(x, v) < ady(x, y) < pdi(x, v).

1.2.2 Propriétés de la distance

Proposition 1.8: Une distance 4 sur un ensemble X vérifie :

1. La distance est toujours positive ou nulle :
Vx,y e X; d(x,y) > 0.
2. La distance entre les distances est plus petite que la distance :
Vx,y,z € X; ld(x, y) —d(y, z)| < d(x, z).

Preuve :

1. En utilisant successivement (d1), (d3) et (d42) on obtient pour x,y € X :
0= d(x,x) < d(x, y) +d(y, %) = 2d(x, )

2. En utilisant (d3) on obtient pour x,y,z € X : d(x,z) < d(x,y) + d(y,z). Par
symétrie et en utilisant (d2), on a aussi : d(x,y) — d(x,z) < d(z,y) = d(y,z). On

en déduit |d(x, z) — d(x; y)| < d(y, z). O
Remarque 1.5: v Tout espace métrique satisfait le premier axiome de dénom-
brabilité (D1).

v/ Un espace métrique satisfait le second axiome de dénombrabilité (D2), si et
seulement si il est séparable.

1.2.3 Boules

Définition 1.24: Soit (X, d) est un espace métrique, soita € Xetr € [0, +oo[ on définit:
1. la boule ouverte de centre a et rayon v : B(a,r) = {x € X;d(a,x) <71},
2. la boule fermée de centre a et rayon r : B¢(a,r) = {x € X;d(a,x) <1},

3. la sphere de centre a et rayon r: S(a,r) = {x € X;d(a, x) = r}.

Remarque 1.6: 1. Soit 0 < r <5, on a les inclusions B(a, r) C B¢(a,r) C B(a, s).
2. Soitr > 0, on a B¢(a,r) = B(a, ) U S(a, r).
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Exemple 1.13: 1. L'ensemble R muni de la distance usuelle, les boules sont des
intervalles. Poura € Retr > 0,onaB(a,r) =la—r,a+r[ et Bs(a,r) = [a—r1,a+7].

2. I’ensemble C muni de la distance usuelle. La boule ouverte de centrea € C et
de rayon r > 0, B(a, r), est le disque ouvert de centre a et de rayon r et B¢(a, r)
est le disque fermé de centre a et de rayon r.

3. Les boules de rayon 0 sont : B(a,0) = 0 et B¢(a,0) = S(a,0) = {a}.

4. Soit (X, d) un espace métrique grossier (d distance grossiére) eta € X. on a
— sir>1:B(a,r) = Bf(a,r) = X, et S(a,r) = X\{a},
— sir=1:B(a,1) = {a}, Bf(a,1) = X et S(a, 1) = X\{a},
— si0<r<1:B(ar)=Bsa,r) ={a} et S(a,r) = 0.

1.2.4 Parties bornées, fonctions bornées

Définition 1.25: Soit (X,d) un espace métrique. On dit qu'une partie A de X est
bornée s’il existe une boule fermée Bf(x, r) telle que A C Bf(xo, 1),

VYxeA, d(xg,x)<r

Remarque 1.7: Compte tenu de la remarque ci-dessus sur les inclusions des boules,
il est clair que I’on peut remplacer 1’adjectif "fermée" par "ouverte". De plus l'inégalité
triangulaire entraine que le caractere borné de A ne dépend pas du choix de x, (avec
un x; il suffit de remplacer r par 7" = r + d(xo, x{)).

Définition 1.26: Soit X un ensemble et (Y,d) un espace métrique. On dit qu’une
fonction f : X — Y est bornée si son image f(X) est bornée. On note Fy(X,Y) le
sous-ensemble de F(X,Y) = YX des fonctions bornées.

Exercice 1.6: Soit (X, d) un espace métrique.

1. Soit ¢ : R, — R, une fonction croissante sous-additive et ne s’annulant qu’en
0, i.e. vérifiant : Vt,se Ry, "p(t) =0t =0" et "p(t) < p(t+s) <
P+ p(s)".

Montrer que ¢ od est une distance sur X. Vérifier que d et ¢ o d sont métrique-
ment équivalentes si il existe une constante C > 0 telle que c™'.t < ¢(t) < c.t,
et topologiquement équivalentes si ¢ est continue en 0.

t

2. Etudier les cas ¢(t) = min(1,t), ¢(t) = =

1+t°

1.2.5 Distance entre deux parties, diamétre.

Définition 1.27: [Distance entre deux parties] Soit (X, d) un espace métrique. Soit
A et B deux parties de X on appelle distance entre A et B la quantité :

d(A,B) = inf d(xy).
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Définition 1.28: [Distance d’un point a une partie] On appelle distance d"un point
a de X a une partie non vide A de X, le réel :

d(a,A) = inf{d(a, x)/x € A}

Exemple 1.14: Sion prend A = {0} C RetB = {%; n € IN*} on a d(A, B) = 0 tandis
que A # B. Ainsi la distance entre les parties ne définit pas vraiment une distance
sur P(R)(ou P(X) en général). Il s’agit donc d"un abus de notation et il faut bien

interpréter d(A, B) comme l'infimum de la distance entre les points de A et de B.

Définition 1.29: On appelle diametre d’une partie A de X et on note Diam(A) la
quantité
Diam(A) = supld(x, y); x € A,y € A}

On vérifie immédiatement qu'une partie A de X est bornée si et seulement si son
diametre est majoré.

1.2.6 Norme, espaces vectoriels normés

Dans cette section, nous allons étudier plus en détails les espaces vectoriels nor-
més sur K = R ou C. On verra qu’il y a une différence fondamentale entre les
espaces vectoriels normés de dimension finie et ceux de dimension infinie, ces der-
niers intervenant la plupart du temps comme espaces de fonctions. Les résultats de
ce chapitre portant sur la dimension infinie peuvent étre vu comme les premiers ru-
diments d’analyse fonctionnelle. Dans tout ce chapitre, on travaillera sur des espaces
vectoriels réels ou complexes, i.e. ayant pour corps de base le corps K = R ou C.

Définition 1.30: Une norme sur E est une application de E dans R, habituellement
notée ||| vérifiant pour tout x,y € Eet tout A € K :

(N1)- ||x]| =0 &= x =0,
(N2)- |[Ax]| = |Alllx]] (homogénéité),
(N3)- llx + yll < lIxll + llyll (inégalité triangulaire).

Définition 1.31: Un espace vectoriel normé est un couple (E, ||.||) ot E est un espace
vectoriel sur K = R ou C et ||.|| est une norme sur E.

La proposition suivante précise en quel sens les espaces vectoriels normés sont
des espaces métriques. Il s’ensuit que toutes les propriétés des distances données
plus haut ont une traduction en terme de norme dans les espaces vectoriels normés

(En particulier, comme pour les distances il n’est pas nécessaire de supposer lanorme

positive ou nulle; c’est une conséquence des axiomes (N1), (N2) et (N3)).

Proposition 1.9: Si (E,||.|[) est un espace vectoriel normé alors la quantité d(x, y) =
llx — y|| définit une distance sur E.



1. Introduction a la topologie générale Tedjani Hadj Ammar 16

Preuve : Il est clair que les hypothéses (N1) avec A = 0 et (N2) pour la norme
||l entraine la propriété (d1) de la distance d. La propriété (N1) avec A = —1 pour
la norme entraine la propriété (d2) pour la distance. L'inégalité triangulaire suit
immédiatement. O

Remarque 1.8: Les boules ou spheres de centre 0 et de rayon 1 sont appelées boules
unité, sphere unité.

Exemple 1.15: L'espace vectoriel n—dimensionnel K" avec K = R ou C est muni
de trois normes importantes (les normes standard) ||.|l2, [I.Il1, |llo, définies par x =

(x1, s xn) €ty = (Y1, .0, Yn)

n

1 n
2
b= () 2)°, Ihdh=) I, et Iilo =max|x].
pacy 1<isn

- <i<
=1

Les trois normes satisfont aux inégalités

[l < [l < Vallllz < il .

==

Exercice 1.7: On va établir en plusieurs étapes que la quantité ||x[|, = (Z?:l Ixilp)
pour (1 < p < +o0) définit une norme sur K".
1,1 _
1. Montrer que poura,b € Ry et ; + ;. =1ona

a.b < 1a" + 1b”’.
p q

(Indication : On pourra utiliser la convexité de la fonction x — e*.)
2. Inégalité de Holder : Pour (ay, ..., a,), (b1, ..., by) € K" et % + % =1, montrer

‘ Zn; aibi‘ < ( Zn: |ai|p)%< Zn: |bi|q)%-
P i=1 i=1

( Indication on pourra d’abord montrer 1'inégalité dans le cas ot Y. la;ff =
Y b7 =1).
3. Inégalité de Minkowski : Pour (as, ..., a,), (bs, ..., b,) € K" montrer

n n n

(Yo +r) <(Ytar) +(Yr).

i=1 i=1 i=1
( Indication écrire |a; + b’ < |a; + bilP~*(|ai| + |bi]) ).
4. En déduire que [|.||, est une norme sur K".

Exercice 1.8: On peut encore généraliser de la facon suivante : Pour une famille finie

,,,,,

1
llxll, = { (Z;‘Ll ||xi||f)p pour 1<p<+oo

maxigi<, ||Xilli  pour p = +oo.

définit une norme sur le K—espace vectoriel []._; E;.
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1.2.7 Topologie des espaces métriques
Soit (X, d) un espace métrique.
Définition 1.32: On appelle ouvert de (X, d) toute partie O de X qui est vide ou qui
vérife :

Vxe O, dr >0, B(x,r) c O.

Remarque 1.9: Un sous-ensemble non vide O C X est ouvert si et seulement si O
s’écrit comme une réunion (finie ou infinie) de boules ouvertes.

Définition 1.33: Si A C X est un sous-ensemble, un point a € A est dit point intérieur
de A s’il existe r > 0 tel que B(a,r) C A.

L’ensemble des points intérieurs de A s’appelle I'intérieur de A et est désigné par
A. On a évidemment toujours A C A. Donc

Remarque 1.10: Un sous-ensemble non vide A C X est ouvert si et seulement si
A=A.
Proposition 1.10: 1. X et @ sont des ouverts.

2. Toute réunion (finie ou infinie) de sous-ensembles ouverts est ouverte.

3. Toute intersection finie de sous-ensembles ouverts est ouverte.

4. Uintérieur A d’un sous-ensemble A C X est ouvert ; il coincide avec 'ouvert
le plus grand (au sens de l'inclusion) contenu dans A.

Démonstration. Exercice.

Définition 1.34: Soit A C X. Un point x € X est dit point adhérent a A si pour tout
r > 0 l'intersection A N B(x,r) est non-vide. L'ensemble des points adhérents a A

s’appelle I'adhérence de A est sera désignée par A.

Remarque 1.11: Remarquer qu’on a toujours I'inclusion Y C Y.

Définition 1.35: 1. On dit qu'une partie A de E est dense dans E si I’adhérence
de Aestégalea E (i,e A=E).

2. On dit qu’une partie B de A est dense dans A si A C B.

Définition 1.36: On appelle frontiere d'une partie A de E I'ensemble, noté Fr(A),
formé des points de E adhérents a A et a son complémentaire dans E :

Fr(A) = AN E\A.
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Définition 1.37: Une suite (x,).ew dans un espace métrique (X, 4) est dite convergente
s'il existe I € X (appélé la limite de la suite) ayant la propriété : Pour tout ¢ > 0 il
existe 11, € IN tel que pour tout n > n. onad(x,,[) < ¢.

Remarque 1.12: 1. Une suite convergente a une seule limite.
2. Une suite convergente est bornée.

3. L'ensemble C(E) des suites convergentes d'un espace normé E est un espace
vectoriel.
L'application L : C(E) — E;(x,) — limx,, est linéaire.

Définition 1.38: [Suite de Cauchy ] Soit (1,),en une suite bornée dans un espace
métrique (X, d), notons 6, = sup{d(u,, u,)/p > n,q > n}. On dit que (u,),en est une
suite de Cauchy si la suite réelle (6,,),ew converge vers 0.

Remarque 1.13: 1. 6, est le diametre de la partie : A, = {u,\p > n}.
La suite (A;),en est décroissante, (0,),cn aussi.

2. La définition s’écrit traditionnellement :
Ve>0, dneN,Vp>n, Vg >n, d(u,, u,) < c.

3. Il est commode aussi d’introduire : ¢, = sup,,., A(thpsp, Un),
(4n)nen est une suite de Cauchy si et seulement si lim ¢, = 0.

Définition 1.39: [Espace complet] Un espace métrique est dit complet si, dans cet
espace, toute suite de Cauchy est convergente.

Définition 1.40: [Partie complete] Une partie A de X est dite complete, si toute suite
de Cauchy formée de points de A est convergente dans A.

Définition 1.41: [Espace de Banach] Un espace de Banach est un espace vectoriel
normé (evn) complet.

Définition 1.42: La suite extraite ( ou sous-suite ) d"une suite (x,),cn, toute suite de
la forme (x,, )re;w OU 119 < 117 < 115 < ... est une suite strictement croissante de nombres
naturels.

Remarque 1.14: Toute suite extraite d"une suite convergente de limite / € X est aussi
convergente de méme limite /.

Proposition 1.11: Pour toute partie A de X et tout point x de X on a 'équivalence
entre :

1. x € A.

2. Il existe une suite (x,),cn d’éléments de A dont x est limite (lim_ x, = x).

Preuve :
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1) = 2) : Soit x un élément de A. Pour tout n € IN, on a B(x, %) NA # 0, alors il
existe x,, € B(x, %) N A. La suite (x,),en ainsi définie est une suite de A et elle
converge vers X.

2)=>1): Silim x, = x ol (x,).en est une suite d’éléments de A, alors pour tout
r > 0 il existe n, tel que :d(x,,,x) <r,onax, € B(x,r)NAalors x € A. O

Définition 1.43: Une valeur d’adhérence de la suite (x,),en est un point x € X qui
est la limite d"une sous-suite de (x,).

Remarque 1.15: Un point x € X est une valeur d’adhérence de la suite (x,),en si et
seulement si pour tout r > 0 la boule B(x, r) contient une infinité de termes de la suite,

donc 'ensemble {n e N; x, € B(x, r)} est infini.

Exemple 1.16: 1,-1,i, —i, sont les valeurs d’adhérence de la suite complexe définie

— n 1
parz, =i" + —.

Définition 1.44: Un sous-ensemble F C X est dit fermé si le sous-ensemble complé-
mentaire CxF est ouvert.

Proposition 1.12: Soit sous-ensemble F C X, alors, les assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. F est fermé.
2. F=F.

3. La limite de toute suite de F qui converge dans X est un élément de F.

Preuve.

1) = 2) : Supposons par I'absurde que F # F, on existe x € F\F, donc x € CxF, (
ou CxF ouvert). Puisque x € F, on a CxF N F # (. Contradiction.

2) = 3) : voir Proposition 1.11.

3) = 1) : Par I'absurde, soit CxF n’était pas ouvert alors existe x € CxF, tel que :
Vn € N, B(x, 1) ¢ CxF,donc B(x, 1)NF # 0. Alors, ¥n € IN*, existe x, € B(x, 1)NF
donc lim x, = x avec x € CxF. Contradiction. O

Exemple 1.17: Tout sous-ensemble fini Y C X est fermé.

Puisque, six € l_/, il existe une suite (x,)en tel quelim x, = x.Prend ¢ = min{d(x, y); x,y €
Y, et x#y}>0. Onadny € N tel que Vn > ngp; d(x, x,,) < 5,

donc : Vn > ny; d(x,,, xn) < d(x,,, x) + d(x,x,) < €, alors x,, = x,, VYn > ny. On obtient
donc x = x,, € Y.

Définition 1.45 (Voisinage): On appelle voisinage d"un point a de X toute partie V
de X contenant une boule ouverte de centre a. L'ensemble des voisinages de a est
noté V(a) :

VeVa) < IAr>0,B(@a,r)c V.
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Remarque 1.16: Pour tout réel r > 0, la boule B(a, r) est un voisinage de a.

Proposition 1.13: 1. La réunion d'une famille quelconque de voisinages d'un
méme point x de X est un voisinage de x.

2. L'intersection de deux voisinages de x est un voisinage de x.

3. Toute partie qui contient un voisinage d"un point x de X est aussi un voisinage
de x.

Définition 1.46 (Voisinage Relatif): Si A est une partie de X et 2 un point de A, I'in-
tersection avec A d'un voisinage V de a s’appelle voisinage de a dans A. L'ensemble
des voisinages de a dans A est noté V,(a) :

Va@) ={VNA/V eV
Ainsi U e Vy(a) &= Ir>0, AnB@a,rcu

Remarque 1.17: L'ouvert de E toute partie O de E qui est voisinage de chacun de ses
points :
O ouvert deE & Yx € O,0 € V(x).

Définition 1.47 (Ouvert relatif- Fermé relatif): Si A est une partie de E,

1. On appelle ouvert de A toute partie U de A voisinage de chacun de ses points
dans A.
U ouvert de A &= Vx e U, U € Vy(x)

2. On appelle fermé de A toute partie Y de A, dont le complémentaire dans A
est un ouvert de A.

Remarque 1.18: 1. Soit O C A, O est un ouvert de A si et seulement s’il existe G
ouvert de E tel que : O = G N A.

2. Soit K C A, K est un fermé de A si et seulement s’il existe F fermé de E tel que::
K=FnA.

Définition 1.48: [Point d’accumulation] On appelle point d’accumulation d'une
partie A de E tout point x de E adhérent a A\x.

Un tel point est caractérisé par le fait que, pour tout voisinage V de x, 'ensemble
AN V\xn'est pas vide ou A N V est infini.

Définition 1.49: [Point Isolé] On appelle point isolé d"une partie A de E tout point
a de A possédant un voisinage V dont 'intersection avec A est le singleton {a} :

a point isolé de A <= AV € V(a), ANV = {a}.

Définition 1.50: [Partie bornée] Une partie A de E est dite bornée s’il existe une
boule de E contenant A.
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Définition 1.51: [Espace de Baire ] Un espace topologique (non vide) separe X est
dit de Baire s’il verifie la propriete suivante :

(*) Y(O,),>1 suite d’ouverts de X denses dans X, alors O = ﬂ:: O,, est dense dans
X.

Remarque 1.19: 1. La propriété de Baire est une propriété topologique.
2. (*) & V(F,)u>1 suite de fermés de X d’intérieurs vides , alors F = U::Fn
d’intérieur vide.
3. En particulier, si X est de Baire, X ne peut étre réunion dénombrable de fermés
d’intérieurs vides.

Théoréme 1.2 (théoreme de Baire ): tout espace métrique complet est un espaces de
Baire.

Démonstration : Soit (X, d) metrique complet, (O,) une suite d’ouverts denses et ()
un ouvert non vide de X, alors : 4B, boule fermée de diametre €]0,1[, B; ¢ QN Oy;
est noter que B, est non vide.

3B, boule fermée de diametre €0, 1[, B, C él N O,.

On construit ainsi par récurrence une suite (B,) décroissante de fermés non vides
de X, de diametres tendant vers 0 , telle que : Vn > 1,, B,41 C én N O,,41; alors :
(S :rian cQn ;r‘i’lon. Ce résultat constitue le théoréme de Baire. O

Proposition 1.14: Tout ouvert d’une espace de Baire est un espaces de Baire.

Démonstration : Soit X de Baire, A ouvert de X, (O,) suite d’ouverts de A denses
dans A et O = [1,0,; le surlignage et 'exposant “¢” correspondent a I'adherence et le
complementaire dans X.

VYn:U,=0,U (Z)C est ouvert dans E, et dense, puisque :

U, =0,U(Ar=0,UA)yr>AUA) =X

Par Baire : X = NU, = (N0,) U (A = OU (A = O U (A);
mais AN (A CANA =ANA =0donc A c O,ie. O estdense dans A. O

Exercices

Exercice 1.9: Soit X un espace topologique. Soit A C X une partie de X. Montrer que
A est ouvert dans X si et seulement si pour tout x € A il existe un ouvert U contenant
x et contenu dans A.

Exercice 1.10: Soit X et Y deux un espaces topologiques. Vérifier que la définition
de la topologie produit donnée dans le copurs est valide : I'intersection d’'un nombre
tini d’ouverst est un ouvert.
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Exercice 1.11: Soit X un espace munit de deux distances équivalentes. Montrer que
ces deux distances définissent la méme topologie.

Exercice 1.12: Montrer que

1. le produit de deux espaces Hausdorff (i, e séparé )est Hausdorff;
2. tout sous-espace d"un espace Hausdorff est Hausdorff;

3. un espace topologique X est Hausdorff si est seulement si la diagonale A =
{(x,x) : x € X} est fermé dans X X X.

Exercice 1.13: On considére R muni de sa topologie usuelle. Determiner 1’adhérence
et I'intérieur de Q dans IR.

Exercice 1.14: Soient X un espace topologique et A C X une partie de X. La frontiere
JdA de A dans X est définie par

0A =AN(X-A).

Montrer que

1. l'intérieur A° et la frontiere dA sont disjoints, et que A = A° U JA.
2. dA = 0 si et seulement si A est a la fois ouverte et fermé.
3. A est ouverte si et seulement si dA = A — A.

4. Si A est ouverte, est-ce qu'il est vrai que A = (A)°?

Exercice 1.15: Donner des exemples d’images d’ouverts (resp. de fermés) dontl'image
par une application continue n’est pas ouverte (resp. fermé).

Exercice 1.16: Soient X un espace topologique et f : X — Y une fonction continue
dans un espace topologique Hausdorff Y. Soit A C X tel que A = X (A est donc dense
dans X). Soit g : X — Y une fonction continue telle que g(x) = f(x) pour tout x € A.
Montrer que g est uniquement déterminé par f.

Exercice 1.17: Trouver une fonction f : R — IR qui est continue en un point seule-
ment.

Exercice 1.18: Soit X un espace métrique muni de sa fonction de distanced : XXX —
R.

1. Montrer que d est continue.

2. Soit X’ est un espace topologique dont I'espace sous-jacent est X. Montrer que
sid: X’ x X" — R est continue, alors la topologie de X’ est plus fine que la
topologie de X.
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On peut résumer le resultat de cet exercice de la maniere suivante : Si X possede une
métrique d, alors la topologie induite par d est la plus grossiere par rapport laquelle
la fonction d soit continue.

Exercice 1.19: 1. Rappeler les définitions d'une borne supérieure (inférieure)
d’un ensemble de nombres réels. Si A et B sont deux ensembles bornés non
vides de R, comparer avec sup A, inf A, sup B et inf B les nombres suivants :

(i) sup(A + B), (ii) sup(A U B), (iii) sup(ANB), (iv)inf(AUB), (v)
inf(A N B).

2. Pour x € R" et A C IR" on définit d(x, A) = inf,cx ||x — a||. Trouver d(0, R — Q),
d( V2, Q), dM, D) ou M = (x,v,z) € R® et D est la droite de vecteur unitaire
(a,b,c).

3. Pour A, B C R" on définit d(A, B) = infsca pep lla — bl|. Trouver d(A, B) lorsque A
est une branche de I'hyperbole {(x, y) € R? ; xy = 1} et B une asymptote.

4. On définit diamA = SUP, peq lla - b||. Quel est diam(]0, 1[NQ) ? diam([0, 1]N IR -
Q)?

Indication : Vérifier que :

—

. sup(A + B) =sup A +sup B;

2. sup(A U B) = max(sup A, sup B);

3. max(inf A, inf B) < sup(A N B) < min(sup A,supB)siANB # ©;
4. inf(A U B) = min(inf A, inf B);

5. max(inf A, inf B) < inf(A N B) < min(sup A, supB)siANB # @,

Exercice 1.20: Soit (X,7) un espace topologique. Montrer 1'équivalence entre les
propositions suivantes :

1. Tout singleton est un fermé de X.

2. Pour tout couple de points de X, il existe un voisinage de I'un qui ne contient
pas l'autre.

3. Pour tout point x € X, {x} est 'intersection de tous les voisinages de x.

Exercice 1.21: Montrer que si l'espace topologique (X, 7) est séparé alors tout sin-
gleton {x} est fermé et peut s’écrire comme l'intersection de tous les voisinages de
X.

Exercice 1.22: Sur X = [0, 1[C R, on considére 7 = {[0;a[;0 < a < 1} U {¢}. Vérifier
que 7 est une topologie sur X. Décrire les fermés de (X, 7). Soit I = [a, b] C X. Décrire
I'intérieur, I’adhérence et la frontiere de I. Xest-il un espace séparé?
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Exercice 1.23: Soit R = {(x,0)/x € R} c R? la droite réelle, considérée comme le
sous ensemble du plan, constituée des points dont 'ordonnée est nulle. On définit
X =R U {a}, aveca = (0,1), a € R?>. On munit X de la topologie 7, dont les ouverts
sont les parties de X qui sont contenues dans R, ou sont le complémentaire d'un
ensemble dénombrable :

T ={0 e P(X)/O Cc R,ou : AA dénombrable : O = X — A}

Montrer que a est dans l'adhérence de R, mais qu’aucune suite de points de R
ne converge vers 4. Quelles sont les suite de X qui admettent a comme valeur
d’adhérence? Quelle est la topologie induite par X sur R?

Exercice 1.24: Soit E = C([0, 1], R)l'"espace des fonctions continues sur [0, 1] & valeur
réelle muni de la topologie donnée par la norme ||fll+c = sup, o1y If(*)I-

1. Montrer que A = {f € E; f(x) > 0, Vx € [0, 1]} est ouvert.
2. Montrer que B = {f € E; dx € [0,1], f(x) = 0} est fermé.
3. Déterminer la frontiere de C = {f € C([0, 1]); f(0) > 0}.
4

. Montrer que A C E n’est pas ouvert pour la topologie définie par la norme

flh = [ 1f(oldx.

5. Les normes ||.||» et ||.|l; sont-elles équivalentes ?

Exercice 1.25: Montrer que tout ouvert de R est union dénombrable d’intervalles
ouverts deux a deux disjoints.

Indication : si x € O ouvert, considérer |, qui est I'union des intervalles ouverts
inclus dans O et contenant x). Enoncer un résultat similaire pour les ouverts de R".
Montrer que ], est un intervalle ouvert; que ], = J, ou J, N ], = @. Et penser que Q
est dénombrable.

Exercice 1.26: On va montrer que I'ensemble D des réels de la forme p + g V2ot p et
g décrivent Z, est dense dans R.

1. Remarquer que D est stable par addition et multiplication.

2. Posons u = V2 —1; montrer que pour tous a < b, on peut trouver n > 1 tel que
0 <u" <b-—a,puis m € Z vérifianta < mu" < b.
En déduire le résultat.

Indication : Pour trouver m, que prendriez-vous si on voulait seulement m € R?

Exercice 1.27: Montrer que dans tout espace métrique (E,d) une boule fermée est
un fermé, mais que I’adhérence d"une boule ouverte B(g, r) ne coincide pas nécessai-
rement avec la boule fermée B’ (4, r) (on pourra considérer dans (R?, ||.|l»), E = [0, 1] X
{0} U {0} X [0, 1] et 1a boule centrée en (%, 0) de rayon 1/2).

Indication : Revenir a la définition de ce qu’est un “ensemble fermé” et de ce qu’est
une “boule fermée”.
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Exercice 1.28: (E, ||.|[) un espace vectoriel normé.

1. Montrer que dans ce cas la boule fermée B’(a, r) est 'adhérence de la boule
ouverte B(a, ).

2. Montrer que B(a,7) € B(h,R) &< r < Ret|la—b|| <R -r.

Correction :

1. Onnote B = B(a, 1), B" = B'(a,r), B = B(a,r). Il faut montrer B’ = B. B’ est une

boule fermée, donc un fermé contenant B, alors que B est le plus petit fermé
contenant B, donc B C B'.
Etudions l'inclusion inverse : soit x € B/, il faut montrer x € B. Si x € B alors
x € B, supposons donc que x ¢ B, alors ||x —al| = r. Soit B(x, ¢) un boule centrée
en x. x est adhérent a B si B(x, €) N B est non vide quelque soit ¢ > 0. Fixons
¢ > 0 et soit le point

o € x—a

T el
Faire un dessin et placer y sur ce dessin. D'une part vy € B(x, ¢) car ||y — x|| =
e/2 < e.Dautreparty € B=B(a,r)car ||[y —al = |lx —a - %ﬁll =|lx —all(1 -

sma) =7 — 5 <r.Doncy € BN B(x, ¢), ce qui prouve que B' N B. Donc B" = B

2. Pour le sens <. Soit x € B(a,r) alors ||[x—b|| = ||[x—a+a—Db| < |[x—al| +|la—Db|| <
r+R—r<R,doncx € B(b,R).
Pour le sens =. Soit

x=a+r2—2 b

lla —bll’
alors ||x — a|| = r donc x € B(a,r), donc x € B(b,R), donc ||x — b]| < R or
llx = bll = [la = bl| + r (c’est le méme calcul que pour la question précédente).

Donc |la = bl| + r < R, s0it 0 < |la — b|| < R — r et en particulier » < R.

Exercice 1.29: 1. Si (x, y) € R?, on pose ||(x, y)I| = max(|x + yl, |x — 2y|). Montrer
qu'il s’agit d’une norme sur IR? et dessiner sa boule unité fermée.

2. Soit p, g deux normes sur IR”, B, et B, leurs boules unités fermées. Montrer que
B,CcB, = p<y.
Que signifie 1B, C B, C 2B,? Exemples.

Correction :
1. (a) Si |l(x, y)ll = 0 alors max(|x + y|,|x —2y]) =0doncx+y =0etx —2y =0
donc x = 0 et y = 0. Réciproquement ||(0, 0)|| = 0.
®) IA.Cx, Yl = [[(Ax, AY)ll = max(|Ax+Ayl, [Ax—=2Ay|) = |A|max(]x+yl, |x—2y]) =
AL Ce, »)II-
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©) I, y)+ )l = ll(x+x", y+y)ll = max(x+x"+y+y'|, [x +x =2y —2y'|) <
max(x + y| + [x" + y'|, [x = 2y| + |x" = 2y’]) < max(|x + y|, |x — 2y|) + max(|x" +
vl I =2y) < 11Ce Il + NG y)II-

La boule unité fermée centrée a I'origine est la région du plan comprise entre

les droites d’équations x+y = +1, x+y=-1,x -2y = +1,x - 2y = 1.

2. Sens < : Si x € B, alors q(x) < 1 donc p(x) < 1 donc x € B,. Sens = : Soit
x € R"\ {0} alors q(ﬁ) =1 donc ﬁ € B, donc ﬁ € B, donc p(ﬁ) < 1 soir
p(x) < g(x). Ceci étant aussi valable pour x = 0.

B, C 2B, est équivalent a p(x) < 2g(x) pour tout x € R" (attention au sens!). Et
%BP C B, est équivalent a %q(x) < p(x). Si les deux inclusions sont vraies alors
1p < q < 2p et en particulier les normes p et g sont équivalentes.

Par exemple dans R? pour les normes ||.[|1, ||.|l2, ||.]lc On a
BiCB,CBsuw C2B1 C2By C -+

Exercice 1.30: On note X = [ I’espace des suites réelles bornées, et Y = ¢, 'espace
des suites réelles tendant vers 0, tous deux munis de la métrique (a vérifier) d(x, y) =
sup,, |x(1) — y(n)|. Montrer que Y est fermé dans X. Montrer que I’ensemble des suites
nulles & partir d'un certain rang est dense dans Y mais pas dans X.

Correction :

1. Une suite de [ est notée (x”),en, pour chaque p > 0, x” est elle méme une suite
xP = (xF(0),xP(1),xP(2),...). (Il convient de garder la téte froide : on regarde des
suites de suites!) Il faut montrer que Y est fermé dans X. Soit donc (x”) une
suite de Y qui converge vers x € X. Il faut donc montrer qu’en fait x € Y, c’est-
a-dire que x = (x(0), x(1),...) est une suite tendant vers 0. Soit ¢ > 0 comme
x” — x alors il existe P tel que sip > P on ait d(x,x) < ¢. Par la définition de
d on a pour p > P et pour tout n € IN, |x*(n) — x(n)| < ¢. Fixons p = P, alors
xP € Y donc x” est une suite tendant vers 0, donc il existe N tel que sin > N
alors [xP(n)| < e. Réunissons tout cela, pour n > N :

()l = [x(n) = x"(n) + " ()] < Ix(n) = x" ()] + |x" ()| < 2e.

Donc la suite x tend vers 0, donc x € Y et Y est fermé.
2. Notons Z I’ensemble des suites nulles a partir d"un certain rang. Pour y =
(y(0), y(1), y(2),...) € Y, définissonslasuite y° = (y(0),0,0,...), y* = (y(0), y(1),0,0,...),...
¥ = (y),...,y(p —1),y(p),0,0,0,...). La suite (y*) est bien une suite d’élé-
ments de Z. De plus d(y?,y) = sup, . 1y*(n) — y(n)| = sup,,., ly(n)| or la suite
y(n) tend vers 0 donc d(y?, y) tend vers 0 quand p tend vers +co.
On montre facilement (par I'absurde) que 'élément x = (1,1,1,...) € X n’est
limite d’aucune suite d’éléments de Z, (ni d’ailleurs de Y).

Exercice 1.31: Soit E = {f € C'([0,1],R) ; f(0) = 0}. On pose
Ifll = sup [f(x) + f'(0)|, et N(f) = sup |f(x)| + sup |f'(x)|.

0<x<1 0<x<1 0<x<1

Montrer que ce sont deux normes équivalentes sur E.
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Correction : Par l'inégalité triangulaire |f(x) + f'(x)| < [f(x)| + [f’(x)| on obtient
IlfIl < N(f). Pour une inégalité dans I'autre sens décomposons le travail :
— If'llo < llIfllo + 111l : en effet par I'inégalité triangulaire |f’(x)| < [f(x)| + | f'(x) +
@)L
— |lfll < |Ifll : en effet f est continue sur [0, 1] donc elle est bornée et atteint ses
bornes. Soit x; € [0, 1] ce point du maximum. Si x; €]0, 1[ alors f’(xp) = 0 donc
Ifllo = If(x0)l = |f(x0) + f'(x0)l < IIfIl. Sixo =1 alors f et f* ont méme signe
sur un intervalle [1 — ¢,1] donc sur cet intervalle |f(x)| < |f(x) + f'(x)| et donc
lfllo = [f(1)] < Ifll. (Enfin f(0) = 0 donc sixy = 0 alors f est nulle et 'inégalité
est triviale.)
— Il reste a rassembler les expressions :

N(f) = 11fTleo + 11 flloo < M flloo + AT+ 1l flleo < 3IIfIL

(La premiere inégalité vient du premier point et la deuxieme du second.)
Les normes || f]| et N(f) sont équivalentes :

INU) < Il < NP,

Exercice 1.32: On désigne par d(a, ) la distance euclidienne usuelle de a,b € R? et
on pose

5(a,b) = { d(a, b) si a,b sont aligITés avec l'origine O
’ d(0,a) + d(0, b) sinon
1. Montrer que 6 est une distance sur R? (“distance SNCF") plus fine que la
distance usuelle.
Dans la suite, on suppose R?> muni de la topologie associée a 0.
2. Soit H le demi-plan {(x, y) ; ¥ > 0}; montrer que H est un ouvert; déterminer
H.
3. Quelle est la topologie induite sur une droite vectorielle;; sur le cercle unité I'?

4. Lesquelles des transformations suivantes sont continues : homothéties de
centre O; rotations de centre O; translations?

Exercice 1.33: 1. Montrer que ||f|lo = supy, [f(X)| et [[flk = fol |f(t)| dt sont
deux normes sur C([0, 1], R). Sont-elles équivalentes ?

2. Les deux métriques associées sont-elles topologiquement équivalentes ?

Correction :

LAk = [ 1FOWE < [ |flledt < IIflle. Donc lIfll < lIfll Par contre il n'existe
aucune constante C > O tel que |||l < Cl|f|l: pour tout f. Pour montrer ceci par
’absurde, supposons qu'il existe une constante C > 0 telle que [|fll < Cl|fl
pour tout f de C([0,1], R). Regardons les fonctions f, définies par fi(x) =
2k(1 — kx) si x € [0, %] et fr(x) =0six > % Alors fi € C([0,1], R) et || frllo = 2k
alors que ||fi|lli = 1. On obtient 2k < C.1 ce qui est contradicoire pour k assez
grand. Cela prouve que les normes ne sont pas équivalentes.
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2. Comme les métriques sont définies par des normes et que les normes ne sont
pas équivalentes alors les métriques ne définissent pas la méme topologie.

Exercice 1.34: Soit f : R}, — R continue telle que : ¥a > 0, lim_ f(n.a) = 0. Montrer
que lim_ f(x) =0.

Correction : Rappelons que ]0, +oo[ est une un espaces de Baire. Soit ¢ > 0,

De, Va > 0,dp, k > p = |f(ka)| < &, on tire : U Q}p D, =]0,+00[, ou D,, = {x €
R |f(nx)] < el

(Dy), famille des fermés dans R}, car f est continue, donc: Vp, Q}pDn est ferme dans
10, +o0l.

Puisque ]0, +oo[ est de Baire donc : dp, da, 8, (0 < a < ), [a, ] C r;Lp D, , par suite :
Vn>P Vxela,p]:|f(nx) <e ie Vn>P Vx € [na,np]:|f(x)] <e.

A partir d"un certain rang, les intervalles se chevauchent, et leur extremite superieure
tend vers +oco0. On conclut.

Exercice 1.35: Un espace vectoriel admettant une base algébrique dénombrable non
tinie (par exemple : K[X] ). Montrer que ne peut pas étre muni d’"une norme qui le
rende complet.

Correction : Soit E un tel espace muni d"une norme quelconque, (e,)n > 1 une base
algebrique de E et F,, = Vect(ey, ..., e,) : (F,), est une suite croissante de fermes non
vides de E (sevs de dim. finie), d’interieurs vides (par 1’absurde); si E etait complet,
UF, serait d’interieur vide; or UF, = E : absurde.

Exercice 1.36: Soit f : R — R derivable, Montrer qu’il existe un intervalle non trivial
sur lequel f est lipchitzienne.



2. TOPOLOGIES SUR LES ESPACES DE FONCTIONS

Les objets d’étude préférés del’analyse sont les fonctions, qu’elles soient & valeurs
réelles, ou a valeurs dans des espaces plus gros que R, et qu’elles viennent toutes
seules, ou dans des espaces de fonctions tres gros.

D’un autre co6té, une manieére souvent fructueuse d’étudier une fonction individuelle
est d’étudier I'espace de fonctions naturel dans lequel elle vit, et en particulier les
propriétés globales de cet espace peuvent nous renseigner sur les comportements
individuels. Le chapitre qui suit est donc 1'un des plus importants de ce cours
d’analyse. Comme 1’analyse ne se contente souvent pas d’une notion qualitative
de la proximité, nous travaillerons plus souvent avec des espaces métriques que
d’habitude, pour établir quantitativement la proximité relative d’objets.

Soient X et Y deux ensembles, on note F (X, Y) = Y* I'ensemble des applications de
X dans Y.

Soient X et Y deux espaces topologiques, on note C(X, Y) 'ensemble des applications
continues de X dans Y, et note K(X) le famille des parties compact de X.

Définition 2.1: [Topologie définie par une famille de semi-distances]

v/ Soit E un ensemble. Une semi-distance sur E est une applicationd : EX E —
[0, +00] telle que

1. Vx e E, d(x,x) =0;
2. Vx,y € E, d(x,y) =d(y,x);
3. Vx,y,z€ E, d(x,z) <d(x,y) +d(y, z).
v/ On introduira les semi-boules ouverts By(x,r) = {x € E; d(x, y) <r}.

v’ Soit (d;)ie; une famille de semi-distances sur E. La topologie définie par une
famille de semi-distances (d;);e; est un topologie T engendrée par la famille des
semi-boules ouvertes :

{By(x,r); i€l xeE, r>0} 2.1)

Remarque 2.1: 1. Les intersections finies de semi-boules ouvertes forment une
base d’ouverts.

2. Soit x € E. La famille
{Njes Bay(x,7); ]  Lfinie, 7;> 0]

est un systeme fondamental de voisinages de x.
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3. La suite (x,) d’éléments de E converge vers x si et seulement si
Viel, dix,x,) —n-0=0.

4. Supposons qu’il existe | C [ telle que Vi€ I, dj € ], d; < d;.
Alors les familles (d;);e; et (d;)j; induisent la méme topologie sur E.

5. On suppose ici I = IN. On suppose de plus que
Vx,y € E,(Viel, di(x,y) =0) = (x = y).

On note :

1 .
d0x,y) = ), o min(di(x, 1), 1),
kelN
Alors d est une distance sur E et que la topologie induite par d est égale la
topologie définie par une famille de semi-distances (d;)ic; <.

2.1 Topologie de la convergence simple

Définition 2.2 (convergence simple): Si X est un ensemble et (Y,7") est un espace
topologique. On dit qu'une suite de fonctions (f,),en de X dans Y converge simple-
ment vers f € YX si pour tout x € X, la suite (f,(x)),cw admet f(x) pour limite dans
(Y, 7).

Notons aussi que si (Y,d) est un espace métrique, une suite (f,).,en dans YX
converge simplement vers f € Y* si et seulement si pour tout x € X et pour tout
¢ > 0, il existe N € IN tel que pour tout n > N, on ait d(f,(x), f(x)) < € (N dépend de x
etdec¢)

On a défini la convergence simple sans utiliser la topologie sur Y*; en faitil y a
bien une topologie sous-jacente sur cet ensemble, qui I’on va définir toute la suite.

Définition 2.3 (topologie de la convergence simple): Soient X unensembleet(Y,7)
un espace topologique. Pour tout x € X, considérons l'application d’évaluation en x
de YX dans Y définie par ev,(f) = f(x). On appelle topologie de la convergence simple sur
YXla topologie initiale associée a la famille (ev,)vex. On note une telle topologie 7.
C’est aussi la topologie la moins fine sur Y* rendant continues toutes les applications
d’évaluation ev,.

Remarque 2.2: Si Y un espace topologique métrisable avec la distance d. Soientt
feYX x1,x,..,x, € X, et e > 0, on pose

V(fie,m,x0,%, ., 0) = {g € YN, d(g(xi), f(xi) < &, i € (1,..n}}.

Alors la famille BV(f) = {V(f;¢,n,x1,%2,...,X4); X1,X2,..,%, € X,n € N, ¢ > 0},
forment un systéme fondamental de voisinages ouverts de f dans (Y, 7).
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Proposition 2.1: Une suite (f,) dans Y* converge simplement vers une application
f : X = Y, si et seulement si la suite (f,) converge vers f dans l'espace topologique
(YX/ 71‘5)

Ceci résulte de I'équivalence : lim, . f,(x) = f(x) &= lim,_,o ev:(fy) = €v.(f).
Proposition 2.2: pour tout x € X et pour tout ouvert U de Y, on pose :
Quu={feY’; f(x)eU}=en'(U).

Alors les intersections finies de parties de la forme Q, ;, ot x et U arbitraires, forment
une base de (Y, 7).

Exemple 2.1: Dans R®: On se donne une fonction fy : R — R qui est nulle en
dehors d'une partie bornée de R, alors la suite donnée par f,(x) = fo(x — n) converge
simplement vers 0 mais pas uniformément si f, # 0.

Exemple 2.2: Dans R!%!: On considere la suite (f,).en de F([0,1], R) donnée par

(n+1)x si x €0, ﬁ];
fu(x) =3 —n+Dx+2 si xe[1, 2]
0 si xe[4,1].

Alors la suite (f,),ew converge simplement vers 0.

Exercice 2.1: Montrer que si I'espace topologique Y est séparé, alors 1'espace topo-
logique (Y%, T.s) est séparé.

Exercice 2.2: Soit E 'espace vectoriel des applications de [0, 1] dans R, i.e, E = RI%1l.
Si feE NeN,x = (x1,...,xn) € [0,1]V, et € = (e1,...,en) € (RL)Y, on définit

V(f,e,0) ={g € E |g(x) — f(x)| < &, Vi€ (1,..N}}.
On définit O comme I’ensemble des réunions d’ensembles précédents.

1. Montrer que O définit une topologie sur E.

2. Montrer qu’une suite de fonctions de E est convergente pour cette topologie
si et seulement si elle converge simplement.

3. Soit D I’ensemble des fonctions de E nulles sauf en un nombre fini de points.
Montrer que D est dense dans E pour topologie O.

4. En utilisant une fonction de E non nulle sur un ensemble non dénombrable,
montrer que la topologie précédente n’est pas métrisable.

Exercice 2.3: On note [®(R) = %,(IN; R), I'ensemble des suites réelles bornées. Une
suite (fy)new de I' est bornée si il existe une constante C telle que pour tout n € NN,
SUP ey If.(j)] < C. Montrer que de toute suite bornée (f,).enw de [* on peut extraire
une suite (f,, )rew qui converge simplement.
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Exercice 2.4: Dans F;([0, 1]; R),, on considere la suite f, des fonctions caractéristiques
n-1 —

des ensembles U;zl ]Zg—nl, i—f[. En utilisant 1’écriture dyadique des réels (en base 2),
montrer que 1’on ne peut pas extraire de sous-suite simplement convergente. Que

peut-on en déduire sur la topologie de la convergence simple sur %([0,1]; R),?

Exercice 2.5: Soit E = RI%!l 1’ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], muni de la
topologie de la convergence simple 7. On note par ¥ l'ensemble des fonctions
dans E qui sont nulles partout sauf en un nombre fini de points.

1. Montrer que ¥ est dense dans E

2. Montrere que si f est limite d"une suite dans ¥, alors f est nulle partout sauf
peut-étre sur un ensemble au plus dénombrable de [0, 1]

3. En déduire que E n’est pas métrisable.

4. Montrer que toute fonctions de F est limite d"une suite de fonctions continues
sur [0, 1]. En déduire que C([0, 1], R) est dense dans E.

5. Soit g la fonction dans, qui vaut 1 sur les rationnels et 0 ailleurs. Montrer que
g est limite d"une suite de fonctions dans 7.

6. Montrer que g n’est pas limite d’une suite dans C([0, 1], R).

2.2 Topologie de la convergence uniforme

Définition 2.4: [topologie de la convergence uniforme] : Soient X un espace topo-
logique et Y un espace métrique. On désigne par B(X, Y) I'ensemble des applications
bornées X dans Yi.e. f € B(X,Y) si f(X) a un diametre borné.

On munit B(X, Y) de la distance uniforme i.e. pour f, g € B(X,Y)

deo(f, 8) = supd(f(x), g(x)).

xeX

Par définition, la topologie associée a la distance d.,, dit topologie de la convergence
uniforme. On note une telle topologie 7., ou 7, c’est aussi défineie comme

T ={0CB(XY);, Vf€O, de¢ >0, tel que B(f,e) cO}.

Le nom se justifie car une suite (f,) converge vers f pour cette topologie si et
seulement si do(f,, f) tend vers 0, soit si et seulement si (f,(x)) converge uniformé-
ment vers f(x) pour tout x € X.

Ondésigne par BC(X,Y) = B(X, Y)NC(X,Y) = { feBX, Y)| f est continue sur X }

Remarque 2.3: 1. Lorsque X est compact, toute fonction continue, f : X — Y
est nécessairement bornée, dans ce cas B(X, Y) = C(X,Y).

2. La topologie de la convergence uniforme est plus fine que la topologie de la
convergence simple, la réciproque n’est pas vraie, en général.
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3. La famille des boules ouverts {B; (f,¢); f € B(X,Y) et ¢ > 0} forment une
base de 7,.

Théoréme 2.1: Si K est un espace compact et F un espace métrique complet, I'espace
C(K, F) muni de la topologie de la convergence uniforme est complet.

Démonstration : Soit (f,) une suite de Cauchy dans (C(K, F), d..), alors pour chaque
x € K la suite (f,(x)) est une suite de Cauchy dans F. De plus, si ¢ > 0 est donné, il
existe un m € N tel que pour 7 et p supérieurs a m on ait

d(fu(x), (X)) < deo(fu, f) < €

et puisque f(x) = lim,_,« f,(x), on obtient , pour n > m et x € K : d(f,(x), f(x)) < ¢, ce
qui montre que la suite (f,) converge uniformément vers f. Donc f est continue , et
Aoo(fu, f) < sup, d(fu(x), f(x)) < € sin > m. Ceci montre que la suite (f,) converge
vers f dans (C(K, F), d). O

Exemple 2.3: La suite de fonctions continues (f,).en définie dans l'exemple 2.2
converge simplement vers 0. Mais la convergence n’est pas uniformément puisque :

Ifallo = fu(g) = 1.

Exercice 2.6: montrer que la limite uniforme d"une suite d’applications continues et
bornées est une application continue et bornée.

Correction : Soit (f,) une suite de BC(X,Y) converge uniformément vers f. ie.
limy, 400 deo(fu, f) = 0. Ainsi pour tout ¢ > 0, il existe N = N(¢) > 0 tel que n > N,
entraine d.(f,, f) < €. Soit xy € X, comme fy est continue, il existe un voisinage
ouvert V,, de xo dans X tel que fn(V,) C B(f(x0), 5) - Il s’agit maintenant de montrer
que f(Vy,) C B(f(xo), €). Soit y € f(V,,), alors il existe x € V,, tel que y = f(x). D'ot
d(f(xo), () < A(f(x0), ful@o)) + d(fu(x0), fu() + d(fu(@), F@) < § + 5 + 5 = ¢, ainsi
(Vi) € B(f(x0), ).

Exercice 2.7: Montrer que 1'espace BC(X, Y) fermé dans (B(X,Y), T ).
q p

Exercice 2.8: Montrer que si (Y,d) est un espace métrique complet alors I'espace mé-
trique (B(X, Y), ‘7]”) complet. ( méme question pour de BC(X,Y).)

Exercice 2.9: Soit X un espace topologique compact. Soit (f,).cn une suite monotone
de C(X, R), qui converge simplement vers f € C(X, R). Montrer que (f,).en converge
uniformément vers f.

Exercice 2.10: Soit (f,),en une suite de B(X, R), qui converge uniformément vers f.
et soit (x,).en une suite dans X, converge vers x. Montrer que (f,(x,))zenw converge
vers f(x).
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Exercice 2.11: Soient X un ensemble, (Y, d) un espace métrique et (f,) une suite de
Cauchy dans (B(X, Y), ﬂu). Si pour tout x € X la suite (f,(x)) cinverge vers f(x) € Y,
Montrer que la suite (f,) converge uniformément vers f.

Exercice 2.12: Soit (f,)new une suite de fonctions réelles continues sur un segment
[a,b] de R qui converge simplement vers une fonction f continue sur [a, b]. Montrer
que la convergence est uniforme si on suppose

(a) que la suite de fonctions est croissante,

(b) que les fonctions sont croissantes.

2.3 Topologie de la convergence compacte

Soient X un espace topologique, et (Y, ||.]|) un espace normé, Q2 est un ouvert non
vide de X.

Définition 2.5: [convergence uniformément compacte] : On dit qu'une suite de
fonctions (f,).ew de X dans Y converge uniformément compacte vers f sur (), si pour
tout compact K C Q), f, converge uniformément vers f sur K, i,e, lim,_,., supy || f»(x) —

fIl = 0.

Définition 2.6: [topologie de la convergence compact] : La topologie de la conver-
gence compact sur Y*, noté par 7, est un topologie définie par la famille de semi-

normes (p,)xexco, 0t pi(f) = sup_ [If @)l

On définit une base pour cette topologie. Soient K ¢ X compact, f € YX et € > 0.
Poser

B(f,€) = (g € Y, supd(f(x),8(x)) < ¢},

xeK

la "boule généralisée autour de f de rayon ¢ par rapport a K". Posons

B = {Bk(f, €); KC X compact, f € YX, >0}

Proposition 2.3: B, est une base de topologie 7.
Preuve : voir (2.1).

Remarque 2.4: Soient (X, ||.||) est un espace normé, et un ouvert Q & X. En posant :

1
Kn = {x € X/ d(x/ Qc) 2= EI ”x” < n}/

1
Uy ={g€CQY); suplif - gl < 5}’ n pelN

KTI
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alors la famille (U, ,), pe- st une base dénombrable de voisinages de f pour la topologie
de la convergence compact sur C(Q,Y). Et la topologie de la convergence compacte
est engendrée par la famille de semi-normes (p, ).c, de plus, c’est une topologie
métrisable, définie par la distance

aif,g) = 22 mm 1 sup||f gll)

n=1

Exercice 2.13: On a comparé topologies sur R®. Montrer que la topologie de la
convergence compacte est strictement moins fine que la topologie uniforme. Pour
faire ¢a, construire une suite dans R® qui converge par rapport a 7., mais pas par
rapporta 7.

Indication: f, : R — R, f,(x)==%

Exercice 2.14: Soit ) un ouvert de R et K compact de €, Soit (f,) une suite de
fonctions continues convergeant uniformément sur tout compact vers une fonction

f. Montrer que
lim f fu= f f
n—+oo Jr K

[ 5= [ A=

Définition 2.7 (holomorphe): Soient U un ouvert de C et f une fonction de U dans
C. On dit que f est holomorphe en un point a de U si la limite de fo-1@ ) f @ existe quand
z tend vers a dans U — {a}. Cette limite est alors appelée la dérivée de fena.

On dit que f est holomorphe sur U si elle est holomorphe en tout point de U.

On appelle fonction entiére une fonction holomorphe sur C.

Indication : Utilisé

2~ fl-

Il est clair qu'une fonction holomorphe est continue.

Dans cette section, Q est un ouvert (non vide) de C. On note H(Q) I'ensemble des
fonctions holomorphes sur QO . On munit H(Q) de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact, héritée de 1’'espace C(Q2).

Théoreme 2.2: Une fonction f sur l’ouvert U de C estholomorphe enasi et seulement
si elle est différentiable en a et si g—’;(a) =i = (a) Alorsdf = f'(a)dz.

Démonstration : Si f est holomorphe en g, avec dérivée f’(a), on a au voisinage de a
f@) = fla) = f'(a).(z—a) + o(z —a)

ce qui montre que f est différentiable, que - (a) = f'(a) et of ) = if’(a). Donc

df = f'(a)dz.
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. yeces . o , \ _ .Of N N
Inversement, si différentiable en a avec a—y(a) =i5-(a), 'est a dire 5-(a) = 0, on a pour
w=u+iv

df(a).w = g—i(a).u + ig—i(a).v = g—i(a).(u +1v) = g—i(a).w
donc P
farwf@) 3
c’est a dire que f est holomorphe en g, de dérivée %(u). m|

Théoreme 2.3: Soient U un ouvert de C et (f,) une suite de fonctions holomorphes
sur U. Si la suite (f,) converge vers une fonction f uniformément sur tout compact
de U, f est holomorphe sur U.

Démonstration : Si a est un point de U, il existe un r > 0 tel que B¢(a,r) C U (ou
By(a, r) disque fermé ). Alors si la suite (f,) converge uniformément vers f sur B¢(a, r),

f est holomorphe sur B(a, r) , donc holomorphe en a. m|

Exercice 2.15: Montrere que I'ensemble H(Q) est fermé dans C(Q2) muni de la topo-
logie de la convergence compacte.

Indication :Appliqué théoreme 2.3.
Exercice 2.16: Montrere que La dérivation est continue de #(€2) dans lui-méme.

Exercice 2.17: Montrere que La somme et le produit sont continue de H(€2) X H(Q)
dans H(Q).



3. TOPOLOGIES SUR LES HYPERESPACES

Les convergences de suites d’ensembles et les topologies sur les fermés d'un
espace topologique se sont révélées au cours des dernieres années comme étant la
clé de la compréhension de nombreux problemes de convergence, approximation,
perturbation en analyse non-lineaire, optimisation, statistique, ... , le congres du
CIRM du 22 au 26 Juin 1992, est consacré a ces questions. Nous présentons dans ce
paragraphes la base de convergence pour une suite d’ensembles .

On note
CL(X) = {K c X; K fermé et K # 0};

F(X) =CL(X)U {0} ={A C X; K fermé }.

L’étude des topologies sur les fermés d"un espace topologique (X, 7") (hyperto-
pologies induisant les convergences topologiques d’ensembles est un theme central
dans toutes les questions évoquées précédemment. Ce sont les hypertopologies du
type "hit et miss" qui sont apparues les premieres.

Topologie de vietoris, de Fell

Définition 3.1: Etant donné E C X, on introduit respectivement les familles des hit
de E et miss de X — E suivante :

ET={AcF(X);,ANE # ¢},
Ef={AcFX),ACEl ={AecFX);,AN(X—-E) =0}
On vérifie immédiatement que E* C E™.

Exemple 3.1: Soit A, B deux éléments dans ¥ (X), on peut montrer :
v (ANB)*=A*NnB*; (ANB)"CA NB,
v (AUB)"=A"UB™; A*UB*Cc(AUB)".

Définition 3.2: [topologie de Vietoris] :
1. Lasous-base de topologie de dessous-Vietoris sur ¥ (X), est la famille 7 (V™) des
parties de la forme U~ ou U sont des ouverts de (X, 7"),i.e, 7 (V") = {U‘ ; Ue

T}
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2. La sous-base de topologie de dessu-Vietoris sur ¥ (X), est la famille 7 (V") des
parties de la forme U* ou U sont des ouverts de (X,7"),i.e, 7 (V*) = {U+ ; Ue
T}

3. Latopologie de Vietoris sur ¥ (X), est une famille des parties de la forme U~ ou
dela forme W* ou U et W sont des ouvertsde (X, 7),i.e, 7 (V) = 7 (V) UT (V*)

Exercice 3.1: Soit (X,7") est un espace topologique. Montrer que 1'injection cano-
nique: j: (X,7) — (F(X), T (V)) définie par j(x) = {x} est continue.

Indication: j}(U") = j}(U*) = U

Exercice 3.2: Montrer que lasuite {IN*+1}n’est pas converge vers N* pour la topologie
de Vietoris.

Correction: Pourn >0,onaN*+ 1 ¢U* ou U = U2, Tk — ¢,k + 1[, avec N* € U*.
Noté U* ouvert pour topologie de Vietoris .

Exercice 3.3: Dans le plant R?, on considere A = {(x,y); x = 0} et A, = {(x, y); x = %}.

Définition 3.3: [topologie de Fell] :
1. La sous-base de topologie de dessu-Fell sur ¥ (X), est la famille 7 (F*) des
parties des forme U* out U sont des complémentaire compact , i.e, 7 (F") =
{U+; X —U compact }
2. Latopologie de Fell sur ¥ (X), est une famille des parties des forme U~ ou des

forme W* ot U sont des ouverts et W sont des complémentaires compacts ,
ie, T(F) =T (FYuT (V")

Exercice 3.4: Montrer que sous la topologie de Fell, on a
[0,n] — R* pour n — oo,
etZ+1 — IN"pourn — oo

Exercice 3.5: Soit (X, 7") espace topologique définiepar X = R, 7 = {0}JU{R\A; A fini},
trouver 7 (V) et 7 (F).

Topologie de convergences

(X, [I.Il) désigne un espace normé de boule unité fermée B. Etant donnés C,D C X,
I'excés de I’ensemble C sur D est défini par :

e(C, D) = supd(x, D)

xeC

avec la convention e = 0 si C = ¢. La distance de Hausdorff entre C et D est définie

par:
Haus(C, D) = max{e(C, D), e(D, C)}.
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La topologie associée on appelle topologie de convergences ou de Hausdorff, noté par
T (H).

On a la formule suivante :

Haus(C, D) = sup |d(x, C)) — d(x, D)|.

xeX

Cette métrique quijoue un role fondamental en analyse est souvent trop forte lorsque
I’on manie des ensembles non bornés tels que épigraphes, cones, graphes...A cet effet,
une version "localisée" a été introduite par H. Attouch & R. Wets (1987) :

Pour tout p > 0, Ia p-Hausdorff distance entre C et D est donnée par :

Haus,(C, D) = max{e(C,, D), e(D,, C)}.

ou C,, (resp. D,) est défini par C, = C N pB (resp. D, = D N pB).
line suite {C,, C X;n € IN} de parties de X converge au sens des p-Hausdorff distances
vers un ensemble C, si pour tout p > 0,

lim Haus,(C,,C) =0

Cette convergence est associée a une topologie métrisable ; lorsque 1’on travaille avec
les fermés non vides d’un espace normé X, on peut prendre comme métrique D.

—u_dn(A,B)
D4,8) = ZZ 1+d (A, B)
ou

d,(A,B) = sup |d(x, A)) — d(x, B)|.

llxll<n

Cette topologie, associde a la convergence uniforme sur les bornés des fonctions
distances est donc intermédiaire entre la topologie de Wijsman (associée a la conver-
gence simple des fonctions distances) et la topologie de Hausdorff (associée a la
convergence uniforme des fonctions distances). En dimension finie, la topologie
de Wijsman coincide avec Ia topologie des p-Hausdorff distances et ces topologies
induisent la convergence au sens de Painlevé- Kuratowski.

Exemple 3.2: On menu R* par trivial distance (d(x,y) = 1six # y). Pourn > 0, on a
Haus([0,n], R*) = 1, donc suite {[0, n]} n’est pas converges dans R* pour la topologie
Hausdorff.

Exercice 3.6: Soient (X, d) espace métrique et B € CL(X) fixé. Montrer les fonctions
suivante sont continue :

e(B,.) : (7 (X), 7 (H)) — [0, o],
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e(.,B) : (7 (X), 7 (H)) — [0, o],
d(B,.) : (£ (X), 7 (H)) — [0, o],

Indication : Montrer les fonctions sont Lipschitz. Exemple pour e(., B), soit A;, A, €
F(X), on a
(Ao, B

(All B

< e(Ao, A1) +e(Ay, B),

e )
e ) < E(Al,Ao) + E(Ao, B)
On a

le(A1, B) — e(Ao, B) < max{e(Ao, A1), e(A1, Ao)} = Hauss(A1, Ao)

Exercice 3.7: Soit (X, d) espace métrique. Montrer les assertions suivantes :
1. (F(X), 7T (H)) est complet si et seulement si (X, d) is complet.
2. (F(X), T (H)) est compact si et seulement si (X, d) is compact.

Exercice 3.8: Soit (X, T) espace topologique.

1. Montrer que si X métrisable et compact, alors les topologies des Hausdorff,
Vietoris, et Fell coincidents sur F (X).

2. Montrer que 'espace topologie (¥ (X), 7 (F)) compact.

Exercice 3.9: Dans le cas d’espace usuel sur R, montrer :
v TH) LT (V)etT(V) LT (H);
vV TE)CT(V)etT (V)L T(F);
vV  T(F)cTH)etT (H) £ T (F).

Exercice 3.10: Soit X est un espace topologique séparé (espace Hausdorff). Montrer
I’équivalent entre :

v' L'espace (¥ (X), T (H) séparé
v L'espace (¥ (X), T (H) régulier;

v L'espace X localement compact.

Les convergences des suites d’ensembles

Soit (X, 77) un espace topologique. Etant donnée une suite de parties A;, A, A3, ...
de lespace topologique X, les limites inférieures et supérieures (topologiques) de la
suite {A,; n € N } sont définies par les formules

LiA, = {x € X; J(a,) = x, avec pour tout n€ N, a, € A, }

LsA,={xe€X; dny<my<.. et VkeN,, neN, a, €A, avec (a,)— x}.

En d’autres termes, LiA, est I'ensemble formé par toutes les limites possibles
de suites {a,; n € N} avec a, € A,. Et que LsA, est formé par toutes les valeurs
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d’adhérence de telles suites. Etant donnde une suite {A,; n € N}, on peut toujours
définir ces ensembles LiA, et LsA,, qui peuvent étre éventuellement vides, et I'on a
linclusion

LiA, C LsA,.

Lorsque I'égalité a lieu, on dit que la suite {A,; n € IN } converge, et I’'on note
lim A, = LiA, = LsA,.

La référence A la topologie 7 est implicite dans ces formules; lorsque 'on veut la
mettre en évidence on écrit A =7 —lim A,.
ces limites restent inchangées Iorsque 1'on remplace {A,; n € IN } par les fermetures

[A,; neN).

Remarque 3.1: Lorsque la topologie T est métrisable, notant, 4 une distance indui-
sant cette topologie, on peut reformuler les limites topologiques de suites d’en-
sembles :

LiA, = {x € X; limd(x,A,) =0}

LsA, = {x € X; liminfd(x,A,) =0}.

Exemple 3.3: Considdrons une suite qui prend alternativement deux valeurs, A, =
Ap pour n pair et A, = A; pour nimpair, ott Ay et A; désignent deux fermés distincts.
Alors cette suite ne converge pas, on a LiA, = Ay N Ay, et LsA, = Ay U A;.

Exemple 3.4: Les ensembles {A,; n € N} sont des épigraphes des suites des fonc-
tions: A, =epif, = {(x,a); xe XaeR, a> f,(x)}, avec:

0 si x<0
—nx si 0<x<
nx—2 si %<x<

0 si x>2

falx) =

IR |-

La suite des ensembles A, converge, sa limite est encore un épigraphe a savoir ,
lim A, = A = epif, ou f estla foniction qui vaut zéro partout, sauf a I'origine ot elle
vaut —1.

Cet exemple élémentaire d’épi-convergence illustre bien la difference avec la
convergence simple, puisque sur cet exemple la suite (f,) converge simplement vers
la foniction identiquemnent nulle.

Exemple 3.5: Considérons a présent une suite d’opérateurs monotones A,, de R
dans R prenons pour ensembles A, dans R? leurs graphes : A, = graphA, =
{(x, Ay(x)); x € R}, (dans la pratique. on identifie 'opérateur et son graphe qui
sont alors ddsignés par le méme symbole).

-1 si x
An(x) =4 nx si —
1 s ox

X <

\\/:IH//\
§|H//\§|H
2 |-
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La suite des ensembles A, converge et sa limite est lensemble A = graphA ot A la
multivoque :

-1 si x<0
Ax) =4 [-1,+1] si x=0
1 si x>0

Exercice 3.11: Soit (X, d) espace métrique. Montrer :

1. La suite de boules B(x,, r,) converge vers la boule B(x, r) si et seulement si, (x,,)
converge vers x et (r,) converge vers r.

2. Sir, tend vers l'infini. alors la suite de boules B(x,, r,) convergent vers l'espace
X.

Convergence au sens de Wijsman et Mosco convergence.

Définition 3.4: [Wijsman converge ] Lorsque l'espace topologique (X, 7") est métri-
sable, la suite {A,; n € IN} converge au sens de Wijsman vers A, onnote A = W-1lim A,
si pour tout x € X

d(x,A) = limd(x, A,)

Exercice 3.12: Montrer: A =W —limA, = A =7 —1limA,

Définition 3.5: [Mosco converge ] Lorsque l’espace topologique (X, 7") est Hilbertien,
on dit la suite des fermés {A,;n € IN} converge au sens de Mosco vers A, on note
A = M~-1limA, sion ales deux propriétés suiivantes :
— pour tout x dans A il existe une suite (x,) convergeant fortement vers x telle
que x,,, appartienne a A, pour tout n € IN.
— pour toute sous-suite n(1) < n(2) < n(3) < ... et Vk € IN y,4 € Ay, avec y
convergeant faiblement vers y, ona y € A.

Définition 3.6: 1. Soit (X, d) espace métrique, la Wijsman topologie sur CL(X), et
noté 7 (W) est la topologie la moins fine (topologie initiale) rendant continue
les applications {A = d(x, A); x € X}.
On a la base de 7 (W), les ensembles de la forme :

[A € CL(X); d(x,A) < a}

[A € CL(X); d(x,A) > a}.

2. Si X est un espace Hilbertien, la Mosco topologie , et noté 7 (M) sur les fermés
faibles de X a pour sous-base les parties de la forme V= o1 V est ouvert de X
muni de la topologie de la norme et les parties de la forme W* ou W est de
complémentaire faiblernent compact.
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3. Soit (X, d) espace métrique, la Slice topologie de Beer sur les convexes fermés
d’un espace normé peut étre définie comme topologie initiale associée aux
fonctions de saut

A dAB)=inf{llx-yll; x€ A, y€ B}
ou B parcourt 'ensemble des convexes fermés bornés de X.

Exercice 3.13: Soit X espace Hilbertien muni d"une norme strictement convexe et sa-
tisfait "la convergence faible et la convergence des normes entrainent la convergence
forte". Et {A,;;n € IN} une suite de fermés.

Montrer que assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A= M-1limA,

(i) A=W -1limA,

(iii) A=7 —-limA,

(iv) Vx € X, proja(x) = lim,_,. proja,(x).

ol proja(x) désigne la projection de x sur A.



4. ESPACE VECTORIEL TOPOLOGIQUE

4.1 Généralités sur les espace vectoriel topologique

Un espace vectoriel topologique est un K-espace vectoriel un E muni d'une
topologie 7 telle que :
1. L'origine {0} soit fermée dans E
2. Les application suivant
E,XE — E KXE—E
y) —x+y Ay — Ay

soient continues.

Exemple 4.1: Tout espace normé un espace vectoriel topologique

Proposition 4.1: Soit (E, T) un espace vectoriel topologique.
1. Pour tout a € E, la translation x — a + x est un homéomorphisme de E.
2. Pour tout A € K\ {0}, 'homothétie x — Ax est un homéomorphisme de E.
3. L'application (x, y) — x — y est continue de E X E dans E.

4. L'espace (E, 7) est séparé.

Démonstration : On déduit immédiatement, de la définition, les propriétés 1, 2 et 3.
Vérifions seulement la derniere propriété. Soient xo, yo € E tels que xo # yo. Alors
E\ {0} est un ouvert de E contenant x, — y,. Puisque "application (x, y) — x — y est
continue de E X E dans E, il existe un voisinage V de x, et un voisinage W de yj tels
que V-W CE\{0},dottona VNW = 0. Par conséquent, (E, 7) est séparé. O

Corollaire 4.1: Soient (E, 7) un espace vectoriel topologique, a € E et A € K.

1. Soient U un ouvert de E et A un sous-ensemble de E. Alorsa+ UetA+ U =

U x + U sont des ouverts de E, et AU est un ouvertde Esi A # 0.
xeA

2. Soit F un fermé de E. Alors a + F et AF sont des fermés de E.
3. Soit K un compact de E. Alors a + K et AK sont des compacts de E.

Définition 4.1.1: Soit (E, T) un espace vectoriel topologique. Une base locale de E
est un systéeme fondamental de voisinages du point 0.
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Proposition 4.2: Soit (E, T) un espace vectoriel topologique.

1. Soit a € E. Les voisinages de a sont de la forme a + V , ou V parcourt 1'en-
semble des voisinages de 0. En particulier, la topologie d"un espace vectoriel
topologique est entierement déterminée par I’ensemble des voisinages de 0.

2. Soit A € K\ {0}. Soit V un sous-ensemble de E. Alors V est un voisinage de 0
dans E si et seulement si AV est un voisinage de 0 dans E.

3. Si B est une base locale de E, alors tout élément de B contient I’adhérence d’ un
éléement de B. En particulier, E possede une base locale formée d’ensembles
fermés.

4. E possede une base locale formée d’ensembles équilibrés.

5. Soient V un voisinage de 0 et (a;),50 une suite dans K telle que lim |a,| = +o0
n—+oo
AlorsonaE = | a,,V.

n=0

Démonstration : Les propriétés 1 et 2 résultent de la proposition précédente.

3. Soit U € B. Puisque l'application (x, y) — x — y est continue de E X E dans E, il
existe un voisinage ouvert VdeOtelque V-V c U, d'otona VN ((E\U) + V) = 0.
Comme (E \ U) + V est ouvert dans E, alors on a V N ((E\ U) + V) = 0, donc
VN (E\ U) = 0.Autrement dit, ona V c U.

4. Soit U un voisinage de 0. Puisque I'application (A, x) — Ax est continue de K x E
dans E, il existe € > 0 et un voisinage V de 0 tels que aV C U pour tout a € K tel que
la| < . Soit W= J aV,alors W est un voisinage équilibré de 0 tel que W C U.
laf<e
5. Soit x € E. Puisque la suite (;_n)@o tend vers 0, alors il existe n > 0 tel que, ain eV
d’ou x € a,,V.Par conséquent,ona E = (J a,, V. |
n=0

Proposition 4.3: Soit A un sous-ensemble d’un espace vectoriel topologique (E, 7).

1. OnaA=N(A+V)= N(A+V),ouvest'ensemble des voisinages de 0 et B

vEV vEB
est une base locale de E.

2. Si A est convexe, alors A est convexe

3. Si Aest convexe tel que A # (), alors pour tout x, € Aet pour tout x € A, on a

[x0, x[ C A En partlcuherA est convexe.

4. Si A est convexe tel que A0 ,alorsona A = AetA=4
5. Si A est équilibré, alors A est équilibré. Si de plus, on a 0 € A alors A est
équilibré.

Démonstration : .
1. Soit x € E, on a x € A si et seulement si pour tout voisinage V de 0, on a
(x+V)NA # 0. Ceci est équivalent a x € A — V. Or V est un voisinage de 0 si et
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seulement si -V est un voisinage de 0, donc on a A = N(A+ V). La deuxieme égalité
vev
est évidente.

2. Soit t € ]0, 1[. L'application

fi: E,XE—E
(x,y) — tx+(1 -ty

étant continue, donc ft‘l(A) est un fermé de E X E. Comme A est convexe, alors on a
AxAc ffHA) c f71(A), douA XA C f71(A). Autrement dit, on a f,(A X A) C A Par
conséquent,A est convexe

3. On suppose A convexe tel que A # (. Soit x) € A et supposons d’abord x € A,
alors pour tout t € [0,1[, ona (1 —t)xp + tx € (1—t)A+tA CAet(l—t)A+tA

est un ouvert de E, donc on a (1 — f)xg + tx € A Autrement dit, on a [xg,x[ C A

Supposons maintenant que x € A. Soit y € ]xo,x[, alors il existe t € ]0,1[ tel que
y = (1 —t)xo + tx.Pour tout z € E, soit h(z) = = (y — z), alors h est un homéomor-

phisme de E et on a h(x) = xo. On en déduit que h 1(A) est un ouvert de E contenant x,
donc h~ l(A) NA # 0.Soitu € h™ 1(A) N A alors h(u) € Aetona h(u) = y+ 5(y—u),d’ou
= (1 -t)h(u) + tu € Jh(u), u[ . Il résulte de ce qui précede que l’on ay € A.Doncona

bien [xo, x[ C A. En particulier, A est convexe

4. On suppose A convexe tel que A # (. On a toujours Ac A, d’ou A c A. Ré-

ciproquement, soit x € A. Comme A # 0, il existe un point X € A. D’aprés 3, on

a [xo,x] ¢ A Commeonax = lim ;xo + (1 - —)x alors x € A donc A C A Par

n—-+oo

o
conséquent,ona A = A

o o

On a toujours A ¢ A, d'ott A C A . Réciproquement, soit x € A. Alors il existe un

o

voisinage ouvert V de x dans E tel que V c A.Comme A # 0, il existe un point x, € A.
Pour tout n > 2, soit x, = -*5x — —xo alorsona lim x, = x, doncil existe p > 2 tel

n—>+00

quex, € V.c A.Commeonax = (1 — ;)xp + ;xo € ]xo, xp[, il résulte de 3 que I'on a

X € A. Doncona A C A. Par conséquent A = A

5. On suppose A équilibré. Soit A € K tel que |[A| < 1. Alors on a H = AA C A.
Donc A est équilibré. On suppose mamtenant que l’on adeplusO € A Alors on a
A {0} c A SiAd#0,alorsona /\A /\A C A Donc A est équilibré. O

Proposition 4.4: Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel topologique
(E, 7).
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1. L’espace vectoriel F muni de la topologie induite par E est un espace vectoriel
topologique.

2. I’adhérence F est un sous-espace vectoriel de E.

3. SiF;tE,alorsonalgzw.

Démonstration : 1. Ceci est trivial.

2. Soit A € K. L’application

f: EXE—E
(x,y) — x+ Ay

étant continue, donc f~!(F) est un fermé de E x E. Comme F est un sous-espace
vectoriel de E, alorsona F X F C f~ Y(F),d’ouonaFxF c f- I(F). Autrement dit, on a

f(F x F) c F. Ceci étant vrai pour tout A € K, on en déduit que F est un sous-espace
vectoriel de E.

3. Sil% # (), alors il existe un ouvert non vide W de E tel que W C l(i" .Soit x € W, alors
V = x — W est un ouvert de E contenant 0 tel que V C F. D’apres la proposition 1.2,

onaalors E= |JnV CF,dot E = F, ce qui est impossible. Doncon a F = 0. O
n>1

Proposition 4.5: Soient (E, 7) un espace vectoriel topologique, K un compact de E et
FunfermédeE.Sil'ona KNF = (, alors il existe un voisinage équilibré V de 0 dans
Etelque (K+V)N(F+V) =

Démonstration: CommeonaK C E\Fet E\Festouvertdans E, alors, pour toutx € K,

il existe un voisinage ouvert W, de 0 dans E tel que x+ W, C E\F. Commel’application

(a,b,c) — a+b+cestcontinue de E X EXE dans E, alors il existe un voisinage ouvert

équilibré V, de 0 dans E tel que V, + V, + V, ¢ W,. Comme K est compact et on a
n n

Kc |UJx+V,, alors il existe x1,--- ,x, € Ktelsque K ¢ (Jx; + V,, .Soit V=V, ,

xeK i=1 i=1
alors V est un Voisinage ouvert équilibré de 0 dans E. De plus,ona V+V +V Cc W,

, pour tout 1 < nOna(K+V)ﬂ(F+V) (K+V - V)ﬂF (K+V+V)NFet
K+V+VcC Ux1+V +V+VcC le+V +Vy, + Vy, cle+W Cc E\F . Par

i= 1 i=1
conséquent, on a(K+V)Nn(F+V)= O

Définition 4.1.2: Soient (E, T) un espace vectoriel topologique

1. Soit B un sous-ensemble de E. On dit que B est borné si pour tout voisinage
V' de 0, il existe un réel s > 0 tel que B C sV.

2. Une suite (x,,),>0 dans (E, 7) est dite bornée si I’ensemble {x,;n > 0} est borné.
3. On dit que E est localement borné si 0 posséde un voisinage borné.

4. On dit queE possede la propriété de Heine-Borel si tout fermé borné dans E.
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Lemme 4.1: . Soient (E, ) un espace vectoriel topologique et B un sous-ensemble de
E. Les propriétés suivantes sont équivalents.
(i) B estborné.
(ii) Pour tout voisinage V de 0, il existe un réel s > 0 tel que B C tV pour tout
t>s.
(iif) Pour tout voisinage V de 0, il existe un réel s > 0 tel que pour tout A € K tel
que |A| > s,onait BC AV

Démonstration : Les implications (iii) = (ii) = (i) sont évidentes.

Preuve de (i) = (iii). Soit V un voisinage de 0. Soit W un voisinage équilibré de 0 tel
que WCV

Par hypothese, il existe s > 0 tel que B C sW. Soit A € K tel que |A| > s > 0, alors on a
o S1,dot W c W. DonconasW c AW C AV . Par conséquent, pour tout A € K
telque |A| >s,ona B CsW CAV. O

Proposition 4.6: Soient (E, 7) un espace vectoriel topologique et B une partie de E
Les propriétés suivantes sont équivalents.
(i) B estbornée
(ii) Pour toute suite (x,),s0 dans B et pour toute suite (A,),>0 dans K telle que
lim A, =0,onait lim A,x, =0.

n—s+oo n—+o0o
Pour une preuve de la proposition précédente
Proposition 4.7: Soit (E, T) un espace vectoriel topologique.
1. Si B est un sous-ensemble borné de E, alors B est borné.
2. Si K est un compact de E, alors K est borné.

3. Si (x,)us0 est une suite convergente dans E, alors (x,),so est bornée.

Démonstration : 1. Soit V un voisinage de 0 dans E . D’apres la proposition 1.2, il
existe un voisinage fermé W de 0 dans E tel que W C V. Comme B est borné,il existe

s > 0tel que BC sW.D'otionaB C sW = sW =sW c sV . Donc B est borné.

2. Soit V un voisinage ouvert équilibré de 0 dans E. D’apres la proposition 1.2, on a

P
E = [UnV .Comme K est compact, alors il existe p > 1 tel que K C (J nV . Comme
n=0 n=0

V est équilibré, alors pour toutn > 0,onanV Cc (n+ 1)V ,d’ot K C pV . Donc K est
borné.

3. Soit x = lim0 X, alors {x} U {x,; n > 0} est une partie compacte de E , donc bornée,
d’ou {x,; n > 0} est borné. O
Proposition 4.8: Soit (E, ) un espace vectoriel topologique. Soient V' un voisinage
borné de 0 et (8,).>0 une suite dans K \ {0} telle que linJrrl |Bnl = 0. Alors (B, V)ns0 est
une base locale de E.
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Démonstration : Notons d’abord que pour tout n > 0, 5,V est un voisinage de 0.
Soit U un voisinage équilibré de 0. Puisque V est borné, il existe un réel s > 0 tel que
V C sU La suite (sp,)n=0 tend vers 0, donc il existe n > 0 tel que s|g,| < 1, d’ott on a
sp,U C U Par conséquent, ona V C sU C ﬂlnll, d’ou 5,V C U. Donc (B,V)us0 est une
base locale de E. O

On vient de voir que tout espace vectoriel topologique localement borné possede
une base locale dénombrable. La réciproque n’est pas toujours vraie.

Définition 4.1.3: Une distance d sur un espace vectoriel E est dite invariante par
translation, si pour toutx, y,z € E onad(x +z,y + z) = d(x, y).

Remarque 4.1: Soit 4 une distance invariante par translation sur un espace vectoriel
E. Alors pour tout x € E et pour tout n € N, on a d(0,nx) < nd(0,x). En effet, si

n-1 n—-1
n = 0,c’est clair. Supposons doncn > 1, ona d(0, nx) < ) d(kx, (k+1)x) = ), d(0,x) =
k=0 k=0

nd(0, x).

Tout espace vectoriel topologique métrisable possede une base locale dénombrable;
il suffit de prendre les boules ouvertes de centre 0 et de rayon 1 . La réciproque est
aussi vraie et donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 4.1: Soit E un espace vectoriel topologique possédant une base locale
dénombrable. Alors il existe une distance d sur E invariante par translation telle que

1. . La topologie définie par d est égale a la topologie de E.
2. . Les boules ouvertes de centre 0 sont équilibrées.

Pour une preuve du théoréme précédent.

Lemme 4.2: Soit E un espace vectoriel topologique métrisable. Si (x,),>0 est une suite
dans E convergente vers 0, il existe une suite (x,),so dans R, telle que lim t, = +oo

n—+00

et Iim t,x,=0
n—>>+00
Démonstration : D’apres le théoreme précédent, il existe une distance d invariante
par translation sur E induisant sa topologie. Comme on a lim 4(0,x,) = 0, alors
n—+oo

pour toutk > 1,il existe n; > 1 tel que pour toutn > ny, onaitd(0, x,) < kl—z De plus,on
peut supposer que pour toutk > 1, onane+1 > n, On. poset, =1si0<n <mn et
ty =ksim <n <mn+1. Alorsona lim t, = +oco. D’apres la remarque 1.1, pour tout

n—>+0o
ntelquen, <n <ne+1,onad(0,t,x,) =dQ0,kx,) <kd(0,x,) < % . Par conséquent, on
a lim t,x,=0. O
n—+00
Remarque 4.2: Lanotion de sous-ensemble borné d’un espace vectoriel topologique
(E,7) a déja été définie dans la définition 9.1.3. Lorsque (E, T) est métrisable, il y a
possibilité de confusion entre cette définition et la définition usuelle d"un ensemble
borné dans un espace métrique, voir définition 2.2.1. Si d est une distance invariante
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par translation sur E dont la topologie associée est 7 et si A est un sous-ensemble
borné de (E, 1), alors A est borné dans l'espace métrique (E, d). En effet, il existe un
n > 1tel que A c nB(0,1), ou B(0,1) = {x € E;d(0, x) < 1}. D’apres la remarque 9.1.1,
pour tout x € E, on a d(0,nx) < nd(0,x), d’ou nB(0,1) € B(0,n). Par conséquent,
A est borné dans 1'espace métrique (E, d). Par contre, les deux notions peuvent étre
différentes méme si la distance induisant la topologie est invariante par translation.
Par exemple, si E est un espace normé et si d est la distance induite par la norme,
alors les deux notions coincident. Mais ceci est faux si I'on remplace d par d’ = 1=
qui est aussi une distance invariante par translation et qui induit la méme topologie
sur E. En fait, E est borné pour la distance d’, mais un espace vectoriel topologique
(E, 7) nest jamais borné si E # {0}. Lorsque 1’on parle d’ensembles bornés dans un
espace vectoriel topologique, il est sous-entendu que la définition utilisée est celle
donnée dans ce chapitre.

Remarque 4.3: Soit (E, T) un espace vectoriel topologique. La notion de suite de
Cauchy peut étre définie dans (E, 7) sans faire référence a aucune distance. Une suite
(xn)ns0 d’éléments de E est dite de Cauchy si pour tout voisinage V de 0 dans (E, 7),il
existe un N € N tel que x,, — x,, € V.dés que n > N et m > N. De méme, si (x))1ca est
une famille filtrante croissante d’éléments de E, on dit que (x;)ea est de Cauchy si
pour tout voisinage V de 0 dans (E, 1), il existe un Ay € A tel que pour tout A, u € A
vérifiant A > Ag et u > Ay, on ait x, — x, € V . Supposons maintenant qu'il existe une
distance d invariante par translation sur E dont la topologie associée est T . Puisque
I'on a d(x,, x,,) = d(x, — x,,,0) et puisque les boules centrées a 'origine forment une
base locale de (E, 7), on en déduit qu'une suite (x,),>o d’éléments de E est de Cauchy
dans (E, 7) si et seulement si (x,),s est de Cauchy dans l'espace métrique (E, d). De
méme,une famille filtrante croissante d’éléments de E est de Cauchy dans (E, 7) si
et seulement si elle est de Cauchy dans 'espace métrique (E,d). En conséquence,
deux distances sur E, invariantes par translation et induisant la topologie 7, ont les
mémes suites de Cauchy.Elles ont aussi les mémes suites convergentes dans (E, 7).
Ces remarques montrent le résultat important suivant :

Si d; et d, sont deux distances sur E invariantes par translation et induisant la
topologie 7, alorson a :

1. d; et d, ont les mémes suites de Cauchy.

2. (E,d,) est complet si et seulement si (E, d») est complet.

Lemme 4.3: Soit (x,),s, une suite de Cauchy dans un espace vectoriel topologique
(E, 7).Alors (xy,),s, est bornée.

Démonstration : Soient W et V des voisinages de 0 dans (E, 7) tels que V soit équilibré
et V+V c W Comme (x,),., est une suite de Cauchy, il existe un N € N tel que
x, — xy € V pour tout n > N. Comme K = {xo,...,xn} est une partie bornée de
E, voir proposition 1 .7 , alors il existe s > 0 tel que K C sV. Soit t = max(1,s)
alors pour n € {0,...,N}, on a x, € sV C tV C tW, et pour tout n > N, on a
Xp = (X, —xn) + Xy € V + sV CtV +tV C tW. Par conséquent, (x,),s est bornée. O
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Définition 4.1.4: Soient (E, 7) un espace vectoriel topologique et A un sous-ensemble
de E. On dit que A est précompact si pour tout voisinage V de 0 dans E, il existe un
sous-ensemble fini F dans E tel que ACF + V.

Notons que si (E, 1) est un espace vectoriel topologique métrisable et si d est
une distance invariante par translation sur E induisant la topologie 7 , alors un
sous-ensemble A de E est précompact si et seulement si 'espace métrique (A, d)
est précompact, voir définition 1.4. Notons aussi qu’'un ensemble précompact d'un
espace vectoriel topologique est toujours borné.

Définition 4.1.5: On dit qu’un espace vectoriel topologique (E, 7) est un F-espace si
la topologie 7 peut étre définie par une métrique invariante et complete.

Proposition 4.9: Soient (E, T) un espace vectoriel topologique et F un sous-espace
vectoriel de E tel que F muni de la topologie induite par E soit un F-espace. Alors F
est fermé dans E.

Démonstration : Soit y € F, alors il existe une famille filtrante croissante (x,),., dans
F telle que lAlr}r\l x) = y. Donc (x,),c est de Cauchy. Comme F est un F-espace, alors
(S

(x1)1ea converge vers un élément x € F, voir théoréme { Cantor }. Donconay =x € F.
Par conséquent, F est fermé dans (E, 7). O

Proposition 4.10: Soient E, F deux espaces vectoriels topologiques et T : E — F une
application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T est uniformément continue, i.e. pour tout voisinage V de 0 dans F, il existe
un voisinage U de 0 dans E tel que pour tout x, y € E vérifiant x — y € U, on
ait T(x) - T(y) eV

(ii) T est continue.

(iii) T est continue en 0.

Pour une preuve de la proposition précédente.

Définition 4.1.6: Soient E , F deux espaces vectoriels topologiques et T : E — F une
application linéaire. On dit que T est bornée si I'image de tout borné de E est un
borné de F.

Proposition 4.11: Soient E , F deux espaces vectoriels topologiques et T : E — F
une application linéaire. Considérons les propriétés suivantes :

(i) T est continue.

(ii) T est bornée.

(iii) Si(xy),so est une suite dans E telle que x, — 0, alors (T (x,)) est une suite

bornée dans F.
(iv) Si (x4),s est une suite dans E telle que x, — 0, alors T (x,) —
n—+oo n

—+00
1. On a les implications suivantes : (i) = (ii) = (iii) et (i) = (iv).
2. Si E est métrisable, alors on a les équivalences (i) & (ii) & (iii)) & (iv)
Pour une preuve de la proposition précédente.
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Proposition 4.12: Soient E un espace vectoriel topologique et f : E — K une forme
linéaire non nulle. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) f estcontinue.
(ii) ker(f) est fermé dans E
(iii) ker(f) n’est pas dense dans E
(iv) f estbornée sur un voisinage de 0, i.e. il existe un voisinage V de 0 dans E et
il existe une constante M > 0 tels |f(x)| < M pour tout x € V.

Démonstration : Les implications (i) = (i) = (iii) sont triviales.

Preuve de (iii) = (iv) . Supposons donc ker(f) # E. Il résulte alors de la proposition
(espace topologique) que le complémentaire de ker(f) est d’intérieur non vide. Par
conséquent, il existe x € E et un voisinage équilibré V de 0 dans E tels que (x + V) N
ker(f) = 0. Si f(V) n’est pas bornée, comme f(V) est une partie équilibrée de K,
alors on a f(V) = K. Soit y € V tel que f(y) = —f(x), alorson a f(x + y) = 0, d’ou
x+y € (x+ V) Nker(f), ce qui est impossible. Donc f(V) est bornée

Preuve de (iv) = (i). D’apresla proposition 1.10, il suffit de montrer que f est continue
en 0. Soit r > 0. Soient V un voisinage de 0 dans E et M > 0 tels que pour tout x € V
on ait |f(x)| < M. Soit t > 0 tel que tM < r. Alors tV est un voisinage de 0 dans E et
pour tout z € tV, on a |f(z)| < tM < r. Autrement dit, on a f(tV) C B(0,r), ou B(0, r)
est la boule ouverte de centre 0 et de rayon r dans K. Donc f est continueen 0. O

Définition 4.1.7: Soit E un espace vectoriel topologique. On appelle dual topolo-
gique de E et 'on note E* I'espace vectoriel des formes linéaires continues sur E.

Théoréme 4.2: Soit (E, T) un espace vectoriel topologique de dimension finie n. Alors
il existe un homéomorphisme linéaire T de K" sur E, ot1 K" est muni de n’importe
quelle norme || . || Pour une preuve du théoréme précédent.

Corollaire 4.2: Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors il existe une
unique topologie sur E faisant de E un espace vectoriel topologique

Corollaire 4.3: Soient E,F deux espaces vectoriels topologiques et T : E — F une
application linéaire. Si E est de dimension finie. Alors T est continue.

Corollaire 4.4: Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel topologique
(E, 7). Si F est de dimension finie, alors F est fermé dans E

Démonstration : D’aprés le théoreme précédent, F muni de la topologie induite par
E est linéairement homéomorphe a KK". Donc F muni de la topologie induite par E
est un F-espace. Il résulte alors de la proposition 1.9 que F est fermé dans (E, 7). O

Théoréme 4.3: Soient (E, 7) un espace vectoriel topologique .Les propriétés suivantes
sont équivalents.

(i) E est de dimension finie.

(ii) E estlocalement compact.

(iii) E estlocalement borné et posséde la propriété de Heine-Borel.
La preuve dans l'exercice
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4.2 Propriétés des voisinage de 0 dans un espace vectoriel
topologique

Définition 4.2.1: 1) Une partie A d"un espace vectoriel E est équilibrée,si,quels que
soient A € Kavec |A| < l,etx € A,ona Ax € A; ou encore si,pour tout A € K telle que
Al < 1l,ona AA C A.

2) Une partie A de E est dite absorbante si, pour tout x de E ,il existe a > 0,tel que
Al < a entraine Ax € A; autrement dit,si,pour tout x de E,( les homothétiques de x
de rapport assez petit ) sont dans A.

Par exemple un sous-espace vectoriel est équilibré ;une boule (de centre origine)
d’un espace vectoriel normé est absorbante et équilibrée.Comme une homothétie
de rapport A # 0 est un homéomorphisme,l'intérieur et I’adhérence d'un ensemble
équilibré sont encore équilibrée (de AA C A pour |A| < 1,ondéduit AA = (AA)° C Ajet
A = AA c A)

Théoréme 4.4: Soient E un espace vectoriel topologique V(a) 'ensemble des voisi-
nages de a € E.Alors,

1° V(@) =a+ V(0)

2° U € V(0) et U; D U entrainent LI1 € V(0)

3° Uy, U, --- U, € V(0) entrainent ﬂ U, € V(0)

4° si U € V(0),il existe W € V(0) tel que W+ WcU

5° YU e V(0)et VA #0,ona AU € V(0)

6° YU € V(0),U est absorbant

7° 1l existe un systéme fondamental de voisinage de 0 équilibrés

Corollaire 4.5: Siune application linéaire u d'un espace vectoriel topologique E dans
un autre F est continue a I'origine, elle est continue partout.Ceci étend partiellement
le théoréme précédant relatif aux espaces vectoriels normés; ce qui est relatif a la
continuité uniforme ou au caractere lipschitzien ne peut pas étre étendu actuellement,
nous le verrons au théoreme précédant.

Démonstration : Soit a € E. Un voisinage de u(a) dans F est de la forme u(a) + W, W
voisfo.age de 0 dans F. En vertu de la continuité de u a [ ;origine, il existe U, voisinage
de 0 dans E, tel que u(U) c W. Alors, d’apres la linéarité de u,u(a + U) C u(a) + W, et
comme 4 + U est un voisinage de a dans E. m|

Corollaire 4.6: Si une application multilinéaire u d"un produit d’espaces vectoriels
topologiques dans un espace vectoriel topologique est continue a 1’origine, elle est
continue partout.

Ceci généralise le théoreme précédant relatif aux espaces vectoriels normés. Natu-
rellement il contient le précédent corollaire; mais nous le démontrons a part, car il
est plus délicat.
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Démonstration : Nous nous bornerons, pour alléger la démonstration, au cas d"une
application bilinéaire u de EXF dans G. Soienta € E, b € F. Soitu(a, b)+ W un voisinage
de u(a, b) dans G;W est un voisinage de 0 dans G.

Soit W’ un voisinage de 0 dans G, tel que W + W’ c W. 1l existe U, voisinage de 0
dans E et V, voisinage de 0 dans F, tels que u(V, V) € W’, en vertu de la continuité
de u a I'origine; soit V’ un voisinage équilibré de 0 dans F telque V' + V' C V. O

4.3 Espaces vectoriels topologiques localement compacts

Définition 4.3.1: Un espace topologique est dit localement compact s’il est séparé et
si chacun de ses points posséde un voisinage compact.

Théoréme 4.5: (Frédéric Riesz) - Un espace vectoriel topologique E localement com-
pact est nécessairement de dimension finie.

Démonstration : Soit ¢ un voisinage compact de O dans F. Alors 2¢ a la méme
propriété. En outre, pour tout a de E, a + ¢ est un voisinage ouvert de a. Lorsque a
varie dans 2¢, les a + ¢ forment un recouvrement ouvert de 2p. D’apres ’hypothi se
de compacité, il existe un nombre fini de points a;,4a,,....,a, tels que les a; + ¢
recouvrent 2. Soit M le sous-espace vectoriel engendré par les 4; il est de dimension
tinie, et M + p recouvre 2p. Alors M+ 9 = M+ M+ ¢ D M+ 2¢. En multipliant par 2,
M+ DO M+2p =2M+2¢p =2(M+g) D 2(M+2¢p) = 2M + 4. Et ainsi de suite : pour
toutn, M+¢p € M+2"p D 2"p . Mais la réunion des 2" est 1’espace entier, parce que
¢ est absorbant; donc M + gest I'espace entier E. Nous allons en déduire que M est
déja I'espace entier E , qui sera donc bien de dimension finie. Si ce n’était pas vrai,
il existerait un point 2 € M. Mais M est fermé. Donc il existerait un voisinage de a
ne rencontrant pas M. On pourrait le supposer de la forme a + u, p voisinage de O,
qu’on pourrait supposer C @, et équilibré ouvert. Mais (a + u N M) = @ équivaut a
aM —u =M+ pu . Alors ka € k(M + ku) = M + ku. Or p est absorbant, donc la réunion
des ku, k € IN est E; comme ils sont ouverts et que p est compact, il existe k < 1 tel
que ku O ¢ , donc

M+kuoM+kp=kM+kp =k(M+gp)=E
ce qui contredirait ka € M + kpu. O

Théoréme 4.6: Soit (E, T) un espace vectoriel topologique. Les propriétés suivantes
sont équivalents. :
i) E est de dimension finie.
ii) E est localement compact.
iii) E est localement borné et possede la propriété de Heine-Borel.

Démonstration : Preuve de (ii)=(iii). Puisque E est localement compact, alors E est
localement borné. Soit B une partie bornée et fermée dans E. Soit V un voisinage
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compact de 0 dans E, alors il existe s > 0 tel que B C sV . Comme sV est compact et
B est fermée, alors B est compacte. Donc E poss‘ede la propriété de Heine- Borel.

Preuve de (iii) =(i). Puisque E est localement borné, il existe un voisinage borné
W de 0 dans E. dong, il existe un voisinage V de 0 dans E tel que V c W. Donc
V est borné et fermé, d’ot1 V est compact. Par conséquent, il existe xy, ..., x, € E tels
queV cCWVcC U’;:lxi + %V .Soit F = Vect(xy, ..., x,), alors F est un sous-espace vectoriel
de dimension finie de E tel que V. ¢ V C F + IV.OnajV c iF+ 5V =F+ %V ,dou
V CF+F+ %V =F+ 5V.On vérifie, par récurrence, que pour tout # > 0,0n a alors
V cF+5V.Doncona V C NysoF + 5 V. D’aprés la proposition (3 V)n > 0 est une

base locale de E. Il résulte alors de la proposition que I'on a Ny5F + 5V = F. D’aprés
le corollaire , F est fermé dans E, d’oton a V C F. Il résulte de la proposition que E

= F, donc E est de dimension finie. O

Exercices

Exercice 4.1: Soit A un sous-ensemble convexe d"un espace vectoriel topologique E
tel que A° # @ et A = E. Montrer quel'ona A = E.

Solution : Sans perdre de généralité, on peut supposer 0 € A. Soit x € E. Comme on

a2x e E=A, Alors [0,2x[c A° C A.Oronax € [0,2x[, d’ot1 x € A. Par conséquent,
onaA=E.

Exemple 4.2: Soit A un ensemble convexe fermé d’un espace vectoriel topologique
E.

1. Montrer que s’il existe a € A et un voisinage V de a dans E tel que A NV soit
compact, alors A est localement compact.

2. En déduire que 'adhérence dans E d"un ensemble convexe localement com-
pact est localement compacte.

Solution : Notons d’abord que I’on peut supposer que V est aussi fermé dans E. On a
(V=a)Nn(A—-a) = (VNA)—aest compact, donc on peut supposer 0 € A et qu’il existe
un voisinage fermé V de 0 dans E tel que A N V soit compact. Soit x € A. Alors il
existe t €]0,1] tel quetx € V°,d’otix € %‘_/ C %V .Comme A est un convexe contenant
OetonaO<t<1alorstAcA,douVNtAcCcV >DA.Or VNtAestfermé dansE et
V' N A est compact, donc V' N tA est compact, d’ott (%V) NA= %(V NtA) est compact.
Comme 1V est un voisinage de x dans E, on en déduit que A est localement compact.

2. Soit B un ensemble convexe localement compact de E. 1l s’agit de montrer que B
est localement compact. Soit b € B. Comme B est localement compact, il existe un
voisinage V de b dans E tel que V' N B soit compact. Comme B est localement compact
et B est dense dans E, alors B est ouvert dans B. Donc il existe un ouvert U dans E tel
que B=UNB.Dotiona VNB=VnUnNB. Comme VN U est un voisinage de b
dans E, il résulte de 1 que B est localement compact.
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Exemple 4.3: Soient E un espace vectoriel topologique admettant une base locale
dénombrable et V une partie équilibrée de E telle que pour tout ensemble borné B
de E, il existes > 0 tel que B C sV. Montrer que V est un voisinage de 0 dans E.

Solution : Soit (U,),>1 une base locale dénombrable de E. On peut supposer que pour
toutn > 1,ona U,+1 C U,.SiV n'est pas voisinage de 0 dans E, alors pour toutn > 1,
1U, c v, d’oul'existence d'un x, € U, tel que x, € nV . Comme on a lim, e X, = 0,
alors 'ensemble {x,;n > 1} est borné, donc il existe s > 0 tel que x,,;n > 1 C sV . Soit
p € N tel que p > s. Comme V est équilibrée, alors pour tout n > p,onasV Cc nV .
D’ou pour tout n > p, ona x, € nV, ce qui est impossible. Par conséquent, V est bien
un voisinage de 0 dans E.

Exercice 4.2: Soient (E, T) un espace vectoriel topologique et A, B deux sous-ensembles
de E. Montrer que 1'on a les propriétés suivantes :

1. .Si A et B sont bornés, alors A + B est borné.
2. .Si A et B sont compacts, alors A + B est un compact de E.

3. .5i A est compact et B est fermé, alors A + B est un fermé de E.

Solution :

1. . Soit V un voisinage de 0 dans E. Alors il existe un voisinage équilibré W de
O dans E tel que W+ W Cc V. Comme A et B sont bornés, alors il existe s > 0
ett > 0tels que A C sWetb C tW. Soit a = max(s,t), alors on a sW C aW et
tW C aW, car W est équilibré. Douona A+ B Cc aW +aW c aV,donc A+ B
est borné.

2. . Puisque 'application :
AXB—A+B
(x,y) —x+y

est continue et surjective et A X B est compact, alors A + B est compact.

3. .Pour montrer que A + B est fermé dans E, on va montrer que E \ (A + B)
est ouvert dans E. Soit x € E \ (A + B). Alors x — B est un fermé de E tel que
(x —=B)N' A = 0. D’apres la proposition 1.5, il existe un voisinage ouvert V de
Odans Etelque (A+V)N(x—B+V)=0,douona(A+B)Nx+V)=0.
Donc x + V est un ouvert de E tel que x € x + V C E \ (A + B). Par conséquent,
E\ (A + B) est ouvert dans E.

Exercice 4.3: Soient (E, 7) un espace vectoriel topologique .Montrer que 1'on a les
propriétés suivantes sont équivalents :

(i) ) E est de dimension finie.

(ii) E estlocalement compact.

(iii) E estlocalement borné et possede la propriété de Heine-Borel.
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Solution : L'implication(i) = (i) résulte du théoreme précédent et du théoreme {
F.Riesz}

Preuve de (i7) = (iii). Puisque E est localement compact, il résulte de la proposition
1.7 que E est localement borné. Soit B une partie bornée et fermée dans E. Soit V un
voisinage compact de 0 dans E, alors il existe s > 0 tel que B C sV . Comme sV est
compact et B est fermée, alors B est compacte. Donc E possede la propriété de Heine
Borel.

Preuve de (iii) = (i). Puisque E est localement borné, il existe un Voisinage borné
W de 0 dans E. D'apres la proposition 1.2, il existe un voisinage V de 0 dans E tel

que V ¢ W.Donc V est borné et fermé, d’ot1 V est compact. Par conséquent, il existe
X1,+,%, €E

_ p
telsque V.c Jx; + %V.Soit F = Vect({x,- -, x,}), alors F est un sous-espace vectoriel

de dimensionfinie deE telque VCVCF+1VOnalvclr+Lv=F+LVdou
VCcF+ P + 5V = F + % V,On vérifie, par récurrence, que pour tout nz0 on a alors
VcF+x5 V Donc on a V c N F+ 5V .D’apres la proposition 1.8,(3; V)50 est une

n=0

base locale de E. Il résulte alors de la proposition 1.3 que l'ona () F+ 5V = FD’apres
n=0

le corollaire 1.4, F est fermé dans E, d'ott on a V C F. Il résulte de la proposition 1.4
que E = F , donc E est de dimension finie.

21’1



5. ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES LOCALEMENT
CONVEXES ET THEOREME DE HAHN-BANACH

5.1 Sous-normes continues sur les espaces vectoriels topologiques

Définition 5.1.1: On dit qu'une fonction p sur un espace vectoriel E a valeurs réelles
est une sous-norme, si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. La semi-positivité : p(x) > 0, p(0) = 0;
2. la transformation par les homothéties > 0 : p(Ax) = Ap(x), pour A réel > 0;
3. l'inégalité de convexité : p(x + y) > p(x) + p(y).

La différence entre semi-normes et sous-normes tient a ce que A est un scalaire
arbitraire dans le 1°* cas, un scalaire réel > 0 dans le second. Une semi-norme est une
sous-norme.

Théoreme 5.1: Soient E un espace vectoriel topologique, p une sous-norme sur E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. p est uniformément continue

p est continue

L'ensemble {x ;p(x) < 1} est ouvert
L’ensemble {x ;p(x) < 1} est un voisinage de 0.

L’ensemble {x ;p(x) < 1} est un voisinage de 0.

AR

p est continue a l’origine.

Démonstration :
(1)entraine (2) trivialement. (2) entraine (3), car

x€E ;px)<1}

est I'image réciproque de l'ouvert [0, 1[ de R+ par une application continue p.

(3) entraine évidemment (4) et (4) implique (5). Supposons (5) vérifiée. Pour tout
¢ >0,I'ensemble V = {x € E ;p(x) < ¢} = ¢{x ;p(x) < 1} est un voisinage de 0; donc
p est continue a 'origine, on a donc (6).

Enfin (6) entraine (1).

En effet, si on pose v = {x € ¢ ;p(x) < ¢}, cest un voisinage de 0, comme image
réciproque de [0, ¢], voisinage de 0 dans IR+, par p continue a l'origine; d’apres la
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définition méme de la srtucture uniforme d'un espace vectoriel topologique, 'en-
semble {(x, y) € E X E ;x — y € v} est un entourage de la structure uniforme.

Mais [p(x) — p(y)| < p(x — y), donc; x — y € v entraine p(x — y) < € donc;

Ip(x) — p(y)| < €, p est uniformément continue (elle est méme lipschitzienne si E a sa
topologie définie par une famille de semi-normes). m|

Corollaire 5.1: Soient p et g4 deux sous-normes sur E, vérifiant g < p; alors la conti-
nuité de p entraine celle de g.

En effet {x; g(x) < 1} D {x; p(x) < 1}; si le deuxieme ensemble est un voisinage de 0, il
en est de méme du premier, d’ou le résultat par (5).

Remarque 5.1: Il est assez inhabituel que la simple majoration par une fonction
continue entraine la continuité; mais une sous-norme n’est pas une fonction arbi-
traire.

Corollaire 5.2: Soit E un espace vectoriel topologique semi-normable (c’est-a-dire
dont la topologie puisse étre définie par un ensemble de semi-normes). Alors on
peut en parti-culier définir la topologie de E par I’ensemble de toutes les semi-normes
continues sur E.

Démonstration : Soit  un ensemble de semi-normes définissant la topologie 7 de E,
P’ I’ensemble de toutes les semi-normes continues pour 7, 7’ la topologie définie par
I'ensémble de semi-normes #’. Comme #’ O P, 7’ est plus fine que 7; mais 7’ est la
topologie la moins fine compatible avec la structure vectorielle et rendant continues
les semi-normes de " donc 7 est plus fine que 7. O

Remarque 5.2: Si E est un espace vectoriel topologique quelconque, on peut tou-
jours considérer la topologie 7° définie par 1'ensemble #’ de toutes les semi-normes
continues sur E. Que E soit ou non semi-normable, on peut toujours dire que 7’ est
moins fine que la topologie 7 de E; car 7’ est la topologie d’espace vectoriel la moine
fine pour laquelle les semi-normes de #’ soient continues, et T est une topologie
d’espace vectoriel pour laquelle les semi-normes de ' sont continues. Mais 7’ est
égale a 7 si et seulement si E est semi-normable; le corollaire dit en effet que, si E est
semi-normable, 7’ est égale a 7; et, si 7’ est égale a 7, E est semi-normable, puisque 7’
est défini par une famille de semi-normes. Si E est un espace vectoriel topologique
quelconque, il peut arriver que la seule semi-norme continue soit 0.

Corollaire 5.3: Soit E un espace vectoriel topologique, dont la topologie est définie
par une famille (filtrante) de semi-normes (p;)c;. Soit p une semi-norme sur E. Pour
que p soit continue, il faut et il suffit qu’il existe un indice i € I et une constante k > 0
telle que p < kp;.

Remarque 5.3 (Filtre): désignant un ensemble non vide, on appelle filtre sur E un
ensemble non vide ¥ de parties de E telles que :

1. Tout élément A de ¥ estnonvide:AeF = A #0
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2. Si A est un élément de ¥, toute partie contenant A est élément de ¥ :
AeF,ACB=>Be¥F

3. Si A et B sont deux éléments de ¥, il en est de méme de leur intersection :
AeF,BeF >ANBe¥F.

Démonstration : Pour que p soit continue, il faut et il suffit que {x € E; p(x) < 1} soit
un voisinage de 0, donc qu'il existe i € I et k > 0 tels que pi(x) < 1 entraine p(x) < 1.
Par homothétie, cela revient a dire que p(x) < kpi(x). O

Théoréme 5.2: Soient E et F des espaces vectoriels semi-normés par les familles de
semi-normes, (p;)ie; sur E, et (9;)jej sur F.

Pour qu'une application linéaire u de E dans F soit continue, il faut et il suffit qu’elle
le soit a l'origine, et elle est alors uniformément continue et mime lipschitzienne.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que, pour tout indice j de J, il existe un indice
i de I et une constante k > 0 telles que I'on ait g;(u(x)) < kpi(x), pour tout x € E; ou
gj o u < p;. Siu est continue, et A C E bornée dans E, u(A) est bornée dans F.

Corollaire 5.4: Soient E et F des espaces vectoriels, u une application linéaire de E
dans F, g une semi-norme sur F; alors g o u est une semi-norme sur E. Si E et F sont
des espaces vectoriels topologiques semi-normables, alors, pour que u soit continue,
il faut et il suffit que, pour toute semi-norme continue g sur F, la semi-norme q o u
sur E soit continue.

Démonstration : Il est évident que g o u est une semi-norme. Si u est continue, alors,
pour toute g continue, gou est continue d’aprés le théoréme des fonctions composées.
Réciproquement, supposons que, pour toute g continue, q o u soit continue. Définis-
sons les topologies de E et F par les familles de toutes leurs semi-normes continues,
ce qui est possible d’apres le corollaire 5.3. Alors, pour toute semi-norme g continue
sur F, il existe une semi-norme continue p sur E, a savoirp = gou, tellequegou < p;
donc le théoréme 5.2 affirme la continuité de u. O

Corollaire 5.5: 1. Soit E un espace vectoriel, et soit u une forme linéaire sur E.
Alors |u| : x — |u(x)|, est une semi-norme sur E. Si E est un espace vectoriel
topologique, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) u est continue;
(b) |u| est continue;
(c) il existe une semi-norme continue p telle que |u| < p.

2. Sile corps des scalaires est IR, ces propriétés sont équivalentes a la suivante :
(d) il existe une sous-norme p telle que u < p.

3. SiE asa topologie définie par une famille de semi-normes p;, i € I, les proprié-
tés (a), (b), (c), sont équivalentes a la suivante :
(e) Il existe uni € I et un nombre k > 0 tels que |u| < kp;.
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Démonstration : Le début de (1) est évident. L'équivalence de (a) et (b) résulte du
corollaire 5.4, en prenant F = K, et en remarquant que, sur le corps des scalaires,
toutes les semi-normes sont proportionnelles a la valeur absolue, et sont continues.
Siona (a) ou (b), on a (c) avec p = |u|; inversement, si on a (c), le corolaire 1 affirme
que |u| est continue, donc on a (a) et (b). Ensuite (c) implique (d). Supposons (d)
réalisée. Appelons p la sous-norme définie par f(x) = p(—x). Alors P = p + p est une
semi-norme, si le corps des scalaires est IR; car elle prend la méme valeur en x et en
—x, et alors P(Ax) = |A|P(x) pour A > 0 et A = -1 'entraine pour A réel quelconque.
D’autre part elle est continue. On a u < p et 0 < p donc u < P. Mais on a alors
u(—x) < P(—x) c’est-a-dire —u(x) < P(x) ou u > —P donc |u| < P. Et alors on sait
d’apres (c) que I'on a (a) et (b).

Quand a (e), c’est simplement le théoreme 5.2, appliqué a F = K. O

Corollaire 5.6: Sur un espace vectoriel topologique E séparé de dimension finie,
toutes les sous-normes sont continues.

Démonstration : Soit ey, e, . . ., e,, une base de E. Comme E a la topologie canonique,
on peut la définir par la norme

[[x1e1 + x0e0 + ...+ xpe,|| = |x1] + X2 + ...+ x5

Si alors p est une sous-norme quelconque, on a

n

P[Z xiei) < Z Ixilp(e) < c |xil,
1 i=1

i= j i=1

donc p est majorée par une semi-norme continue, donc continue d’apres le corollaire
5.1. |

Exemple 5.1: Pour toute forme linéaire u : F — K, la fonction ¢ + |u(¢@)| est une
semi-norme sur F. Par exemple si X est un ensemble et x € X, alors la forme linéaire
d’” évaluation en x

& KX — K:pr— ¢x)

définit une semi-norme sur KX
KX — R+ : ¢ +— |p(x)].

Si X est un espace topologique séparé et u une intégrale de Radon sur X, alors

LYy) — R+: ¢ +— ‘fqody’

est une semi-norme sur L'(i) , qui n’est pas une norme puisqu’il existe en général
des fonctions p-intégrables telles que f @du = 0. Il ne faut pas confondre cette semi-

norme avec la norme
L = f L.
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Exemple 5.2: Soit P un ensemble fini de formes sous-linéaires ou de semi-normes
sur F et (a,)pep C R+. Alors

maxP: ¢ +— rgg)xp((p) et Z App @ Z .p(@)
peP peP

sont des formes sous-linéaires ou respectivement des semi-normes sur F .

Exemple 5.3: Si P est une famille de fonctionnelles sous-linéaires sur F, alors

sup P : ¢ +— sup p(p)

peP

est une fonctionnelle sous-linéaire. Ceci est également vrai pour les formes sous-
linéaires ou les semi-normes, pour autant que supP soit finie!

Exemple 5.4: Soit X un ouvert de R" . Pour tout ¢ € C™(X) , toute partie compacte
K c X, tout a € IN" et tout k € IN, on pose

Pri(@) = max |[10°¢lle

aeN" |al<k

et
ka(®) = 10°Plleo k-

On vérifie immédiatement que ce sont des semi-normes sur C*)(X).

5.2 Ensembles convexes dans les espaces vectoriels topologiques

Définition 5.2.1: Soient E un espace vectoriel, et a, b € E. On appelle segment fermé,
ou simplement segment d’extrémités a, b, qu’on note [a, b], 'ensemble

{ta+(1-0b,0<t<1};

le segment ouvert est 'ensemble {ta + (1 — t)b;0 < t < 1}, noté ]a,b[. La premiere
dénomination est correcte, car [a, b] est bien fermé; la deuxieme est abusive, car Ja, b[
n’est pas ouvert. On définit enfin de maniere évidente les segments semi-fermés Ja, b]

et [a, b

Définition 5.2.2: Une partie A d"un espace vectoriel E est dite convexe, si, toutes les
fois que deux points g, b, appartiennent a A, tout le segment [a, b] est contenu dans
A.

Théoreme 5.3: Si A est convexe, et siay, ay,...,a, sont des points de A, et t1,t5,...,t,

des nombres > O,Z t; =1, alors le point

n=1

a=ta +ta, +...+t,a,

est dans A (ce point est appelé le barycentre des a;, pour les masses t;)
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Démonstration : La propriété est vraie pour n = 1, et n = 2. Faisons alors une
récurrence sur 1. Supposons la propriété vraie pourn =1,2,...,k—1,aveck > 3, et

montrons pourn = k. Sitj =t, =... =t,1 =0,t, = 1, c’est évident. Sinon, le point
a = tt—}al + tt—%az +...+ t”tjlan_l, out' =t +t,+...+t,1 # 0, estalors dans A; et on peut
écrire tyay + tha, + ... + t,a, = t'a’ + t,a,, t’ +t, =1, donc il est encore dans A. O
Remarque 5.4: 1. Une réunion de parties convexes n’est pas forcément convexe.

2. Une intersection de parties convexes est convexe.

3. Si A et B sont convexes, leur somme A + B (ensemble des a + b,a € A,b € B)
est convexe. En effet, si a + b et a’ + b’ sont deux points de A + B, le point
ta+b)+ (A —-t)a +b')=(ta+ (1 —1t)a’)+ (tb + (1 — t)V’) est aussi dans A + B.

4. Si A est convexe, alors, AA + A coincide avec (A + p)A, si A et u sont > 0.

En effet, AA + pA = (A + p) [ﬁA + ﬁA], et la définition de la convexité

0 A H A=
entraine que y-A + y-A = A.
5. Si u est une application linéaire d"un espace vectoriel E dans un espace vec-
toriel F, et si A C E est convexe, alors u(A) est convexe. Si B C F est convexe,

alors u~!(B) est convexe. Enfin A X B C E X F est convexe.

Proposition 5.1: Soit A un ensemble convexe absorbant dans un espace vectoriel X.
Alors les propriété suivantes ont lieu.

(@) pa(u+v) < pa(u)+ pa(v) pour tous u,v € X.

(b) pa(tu) =tua(u) pouru € Xett>0.

(c) Si A est équilibré, alors 4 est une semi-norme.

(d) SiB={ueX:pusu) <1lletC={ueX:pus(u) <1}, alors BCc AcCCet

Ha = tp = Hc-

Démonstration : (a)Pour tout u € X, on pose Ha(u) = {t > 0: t"'u € A}. Sit € Ha(u),
alorss € Hs(u) pour touts > t.Ils’ensuit que Ha (1) = [ua(u), o[ ouHa(u) =]pa(u), oof.
Soit maintenant s > pa(u) et t > pa(v). Alors s™'u € A, t7'v € A, et la convexité de A
implique que
-1 I | 5 41
(t+s) " (u+v)= s+t(s u) + s+t(t v) € A.

On voit que pa(u +v) < s+t. Comme s et t étaient quelconques, on obtient le résultat
cherché.

La propriété (b) est évidente, et (c) est une conséquence de (a) et (b). (d) Si pa(u) <1,
alors 1 € Hy(u) et donc u € A. De plus, si u € A, alors ua(u) < 1, et on conclut
que B ¢ A C C. Cette inclusion implique que Hp(u) C Ha(u) C Hc(u) et donc
pc(u) < pa(u) < pp(u). Pour établir 1'égalité cherchée, il suffit de démontrer que
au) < pc(u).

Soit pc(u) < s < t. Alors s7'u € C et ua(s™'u) < 1. Il s’ensuit que pa(t™'u) < 2 < 1.
On voit que t~'u € B, up(t™'u) < 1 et up(u) < t. Comme t > up(u) était quelconque, on
obtient le résultat cherché.

Il se trouve que tout espace localement convexe posséde une famille de seminormes
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qui sépare ' les points. Réciproquement, toute famille de semi-normes qui sépare les
points peut étre utilisée pour définir une topologie sur X par rapport a laquelle les
semi-normes sont continues. |

Définition 5.2.3: Soit A une partie d'un espace vectoriel E. On appelle enveloppe
convexe de A, et on note parfois A , I'intersection de toutes les parties convexes de E
contenant A. C’est donc évidemment le plus petit convexe de E contenant A.

Théoréme 5.4: L'enveloppe convexe de A est 'ensemble de tous les barycentres de

n
pointsde A, a = tiay + toap, + ... + t,a,,a, €A L > O,Z ti=1.
i=1

Démonstration : Tout barycentre de points de A appartient a tout convexe contenant
A donc a A. Considérons I’'ensemble A’ de tous ces barycentres; alors A" C A. Mais

A’ contient A. Et il est convexe; car, sil’on considere deux barycentres, a = Z ta;, et

1

b= Z s;b; alors, pour tout r,
j
O0<r<l,c=ra+(1-rb= Zrtiai +Z(1 —1)s;bj, j
i j

avec Z rti+ Z(l —1)s; =r+(1-r) =1,donc c; est aussi un barycentre de points de
i i
A, c € A’. DoncA’ est un convexe contenant A, et alors A’ D A, dou A’ = A. ]

Théoréme 5.5: L'adhérence d'une partie convexe d'un espace vectoriel topologique
E est convexe.

Démonstration : Dire que A est convexe, c’est dire que, pour tout t € [0, 1], 'appli-
cation continue (x,y) — tx + (1 — t)y de E X E dans E applique A X A dans A; mais
alors elle applique A X A dans A , donc A est aussi convexe. O

Définition 5.2.4: Si E est un espace vectoriel topologique, on appelle enveloppe
convexe fermée d’une partie A de E l'intersection de toutes les parties convexes
fermées qui contiennent A ; c’est donc aussi le plus petit convexe fermé qui contienne
A.

le théoreme précédent, c’est aussi I'adhérence de I’enveloppe convexe A de A, c’est-

a-dire A ; en effet, tout convexe fermé contenant A contient A donc A ; et A est fermé
convexe, comme adhérence d'un convexe, C’est donc bien le plus petit fermé convexe
contenant A. Mais ce n’est pas, en général, I'enveloppe convexe de 1’adhérence A ,
c’est-a-dire A, car 'enveloppe convexe d'un fermé n’a aucune raison d’étre fermée.

1. On dit qu'une famille de semi-normes # sur un espace vectoriel X sépare les points si pour tout
u € Xil existe p € P tel que p(u) # 0.
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Théoreme 5.6: Soit A une partie convexe d'un espace vectoriel topologique E. Si
acAetbeA,alors a b[c A.

Démonstration : Soit ¢ = ta + (1 —t)b,avec 0 <t < 1.
Nous allons montrer que ¢ € A. Puisque a € A, il existe V € F(0) tel que a + V C A.
Soit b’ € A. La convexité de A entraine

ta+V)+ (l-t)' C A.
Donc
ta+(1-tb+tV-(1-Hb-b)=c+tV-(1-t)(b-1") CA.

Si nous pouvons trouver b’ tel que
tV—-(1-tb-b)eF () alors ceA.

D’aprés l'invariance de ¥ (0) par les homothéties, cela équivaut a
tvV
T -0)eF(0),

t t
donc a 1——tV € ¥ (b-1"). Mais, comme EV € ¥(0), son intérieur W appartient a

7(0), et, pour tout w de W, on a év € F (w); il suffit donc de trouver b’ € A tel

que b — b’ € W. Mais cela revienta b’ € b— W; or b — W est un voisinage de b, et, b
étant adhérent a A, tout voisinage de b rencontre A, ce qui permet de trouver un tel
b O

Corollaire 5.7: Dans un espace vectoriel topologique E, I'intérieur Ad"un convexe A
est convexe.

Démonstration : Si a et b sont dans A, b est a fortiori dans A, donc [a,b[ est dans A,
et comme b est aussi, [a, D] est dans A. O

Définition 5.2.5: équilibrée d'une partie de E est1'intersection des parties équilibrées
de E contenant A; c’est donc aussi le plus petit ensemble équilibré contenant A; et
c’est trivialement la réunion A’ des AA, A € K, |A| < 1, car tout ensemble équilibré
contenant A contient A’, et A’ est équilibré et contient A.

L’enveloppe équilibrée d'un convexe n’est pas nécessairement convexe, comme le
montre 'exemple du disque fermé A de centre (1,0) et de rayon dans 1 dans R?; I'en-
velopppe équilibrée de A estla réunion de ce disque et de son symétrique par rapport
al’origine, ensemble qui n’est pas convexe. Mais I’enveloppe convexe d"un ensemble
équilibré est encore équilibrée.(Un point de I’enveloppe convexe de A est de la forme

n n

C=Zt1ﬂj, LliEA, O<ti<1, Zti:l; si AE]K, |A|<1,/\C=Zti(Aﬂi)eSt

i=1 = i=
donc encore dans I'enveloppe cohvexe puisque, A étant équilibré, les Ag; sont dans
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A).

L’enveloppe convexe équilibrée de A est l'intersection des parties convexes équi-

librées contenant A, c’est donc le plus petit convexe équilibré contenant A. C’est
n

I'ensemble A’ des points ¢ = tia; + thay + ... + t,a,,a; € At € K, T = Z |t < 1;en
i=1

effet un tel élément c; s’écritaussit Z — (—al) ;comme

Ea-a ar
£ PP

If'l

t;
] ‘ =1,le point

Lo e | il | il _
tient a I’enveloppe convexe équilibrée, et alors aussi |t | i | puisque

donc enfin ¢ puisque 7 < 1; de sorte que tous les ¢ sont dans l’enveloppe convexe
équilibrée ; mais réciproquement 'ensemble A’ de tous ces c est convexe équilibré et
contient A.

L’enveloppe convexe équilibrée fermée de A dans un espace vectoriel topologique E
est I'intersection de tous les convexes équilibrés fermés contenant A, c’est donc aussi
le plus petit convexe équilibré fermé contenant A; c’est encore 1’adhérence de 'en-
veloppe convexe équilibrée, car cette adhérence est encore convexe et trivialement
équilibrée.

Enfin l'intérieur d’un convexe équilibré est encore convexe équilibré.

5.3 Espaces vectoriels topologiques localement convexes

Définition 5.3.1: Un espace vectoriel topologique (noté EVT) est un espace vectoriel
muni d"une topologie rendant continue "application + et le produit par un scalaire.
On parle d’espace vectoriel topologique localement convexe (noté EVTLC) lorsqu’en
plus de cela, le vecteur nul possede une base de voisinage formée de parties convexes.
Enfin on notera EVILCS les EVTLC dont la topologie est séparée.

Définition 5.3.2: Soit (E, T) un espace vectoriel topologique.

1. Ondit que E estlocalement convexe ou que E est un espace localement convexe
s’il posseéde une locale constituée d’esembles convexes.

2. On dit que E est de Fréchet ou que E est un espace de Fréchet s’il est a la fois
un F-espace et localement convexe.

3. On dit que E est normable si sa topologie peut étre définie par une norme.

Exemple 5.5: 1. Tout espace normé est localement convexe et localement borné.

2. Tout espace de Banach est un espace de Fréchet.

Définition 5.3.3: Un espace vectoriel topologique E est dit localement convexe s’il
a un systeme fondamental de voisinages de 0 convexes. Un produit d’espaces lo-
calement convexes, un sous-espace vectoriel d'un espace localement convexe, un
quotient d'un espace vectoriel localement convexe par un sous-espace vectoriel,
sont localement convexes.
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Cela résulte immédiatement des définitions des topologies produit et induite pour
les deux premiéres affirmations. Pour le cas du quotient, on se rappellera que les voi-
sinages de 0 de E/F sont les images canoniques des voisinages de 0 de E, et I'image
d’un convexe de Epar 1’application linéaire 7t est un convexe de E/F.

Proposition 5.2: Tout espace E muni d"une P-topologie pour une certaine famille
P de semi-normes est un EVTLC. La topologie est séparée si et seulement si 0 est
I"'unique vecteur annulant toutes les semi-normes de $. Réciproquement, pour tout
EVTLC E il existe une famille  de semi-normes telle que la P-topologie associée
soit égale a la topologie de E.

Proposition 5.3 (métrisabilité): Soit E un EVTLCS. Sa topologie est donc une $-
topologie pour une certaine famille séparante ¥ de semi-normes. Si  est dénom-
brable, alors cette topologie est métrisable par une distance invariante par transla-
tion. Réciproquement si la P-topologie est métrisable par une distance invariante
par translation d, il existe une suite croissante (p,).en d’éléments de P telle que la
P-topologie cooncide avec la (p,).en-topologie et une suite est de Cauchy pour 4 si
et seulement si elle est de Cauchy pour toutes les semi-normes p,,.

Remarque 5.5: Dans le cas d'un EVTLC métrisable, la complétude ne dépend donc
pas dela distance invariante par translation choisie, mais uniquement de la topologie.
Mais, attention, on peut construire sur R une distance 4 induisant la topologie usuelle
mais telle que (IR, d), ne soit pas complet, mais la proposition précédente ne s’applique
pas car d n’est pas invariante par translation.

Définition 5.3.4: Un espace de Fréchet est un EVILCS dont la P-topologie est mé-
trisable et complet pour cette topologie.

Remarque 5.6: Cette structure d’espace sert de substitut aux espaces de Banach
dans diverses situations, notamment dans le cas d’espaces pour lesquels on n’a que
des informations « locales » : C°(QQ), H(QY), L’;D [(Q)... mais également les espaces
nécessitant une régularité infinie dans leurs définition : CZ(€2).

Les théoremes de Banach-Steinhauss, de 1’application ouverte, du graphe fermé et
de continuité automatique que 1’'on a vu précédemment sont alors tous valables en
remplacant dans tous les énoncés le mot « Banach » par « Fréchet ».

Théoréme 5.7 (Hahn-Banach): Soit E un R-espace vectoriel et p : E — R+ une
application positivement homogene et vérifiant p(x + y) < p(x) + p(y). Soit f une
application linéaire définie sur un sous-espace V ¢ E, a valeurs réelles, et vérifiant
f(x) < p(x) pour tout x € V. Alors, il existe une forme linéaire g sur E prolongeant f
et vérifiant I'inégalité précédente sur E tout entier.

Corollaire 5.8: Soit E un K-espace vectoriel, p une semi-norme sur E et V un sous-
espace strict de E. Alors toute forme linéaire f définie sur V et vérifiant |f(x)| <
p(x) pour x € V peut se prolonger en une forme linéaire sur E, vérifiant 1'inégalité
précédente sur E tout entier.
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Dans le cas particulier d'un espace normé, on a le résultat suivant :

Corollaire 5.9: Soit E un espace normé et F C E un sous-espace. Alors,

(i) une forme linéaire continue f sur F, de norme |||f||| se prolonge en une forme
linéaire continue sur E, de méme norme,

(ii) pour tout x € E, il existe une forme linéaire continue f sur E vérifiant
f@) = 1l = AP
Remarque 5.7: Attention, tous ces prolongements n’ont aucune raison d’étre uniques.

Théoreme 5.8 (Hahn-Banach géométrique): Soit EunEVTLCetA, B C E deuxconvexes
non vides disjoints. Alors

(i) si A est ouvert, il existe une forme linéaire f continue sur E et un réel ¢ tels
que Re(f(a)) <t < Re(f(b)), pour touta € A et b € B (on dit alors que A et B
sont séparés au sens large),

(ii) si A est compact et B fermé, il existe une forme linéaire f continue sur E et
deux réel s < t tels que Re(f(a)) <t <s < Re(f(b)), pour touta € Aetb € B (on
dit alors que A et B sont séparés au sens strict).

Remarque 5.8: Si f est une forme linéaire, les ensembles de la formes
x€E: f(x)=al

sont appelés hyperplans. Le théoréme précédent permet donc de « caser » un hy-
perplan entre deux convexes. Une situation fréquente est celle de la séparation d'un
convexe fermé et d"un singleton (convexe compact!).

Théoréme 5.9: Soit E un EVTLC et A C E une partie non vide. Alors A est dense si
et seulement si

VfeE, (f/lt=0)=(f=0),
telque E’ le dual topologique de E.

Théoréme 5.10: Si E est localement convexe, I'origine a un systéme fondamental de
voisinages convexes équilibrés ouverts, et aussi un systeme fondamental de voisi-
nages convexes équilibrés fermés.

Démonstration : Soit V un voisinage de 0. Il existe un voisinage convexe V' C V.
Il existe ensuite un voisinage équilibré V" ¢ V’. Alors l’enveloppe convexe V" de
V", qui est dans V’ puisque V’ est convexe, et qui contient V", est un voisinage de
0 convexe et équilibré; l'intérieur de V" est encore un voisinage de 0, il est contenu
dans V, et convexe équilibré ouvert. D’autre part on sait qu’il existe dans V un voi-
sinage fermé V; celui contient un voisinage convexe V,; V, contient un voisinage
équilibré V3. L'enveloppe convexe de V; est un voisinage convexe équilibré, et conte-
nue dans V, convexe; son adhérence est un voisinage convexe équilibré fermé, et
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contenue dans V; fermé, donc dans V. O

On notera 'ordre précis dans lequel on a fait les opérations. Cela tient, par exemple
pour la 2¢ propriété, a ce que l'enveloppe convexe d'un ensemble équilibré est
équilibrée, alors que I'enveloppe équilibrée d"un convexe n’est plus nécessairement
convexe, et que l'adhérence d'un convexe équilibré est encore convexe équilibrée,
alors que l'enveloppe convexe équilibrée d'un fermé n’est plus nécessairement fer-

mée.

Corollaire 5.10: Dans un espace vectoriel topologique localement convexe E, 'en-
veloppe convexe équilibrée fermée d'une partie bornée est encore bornée.

Démonstration : Soit B bornée dans E, et soit B son enveloppe convexe équilibrée
fermée. Soit v un voisinage de 0 de E. Il en existe un autre, u, tel que 'enveloppe
convexe équilibrée fermée 7 de u, soit dans v, d’apres le théoreme. Comme B est
borné, il existe A > 0 tel que B C Au; alors B c Al c Av, donc B est bien bornée. O

Exemple 5.6: Tout espace semi-normé défini un espace localement convexe. La semi-
norme définit évidemment un ensemble saturé de semi-normes définissant la topo-
logie de F. Réciproquement nous dirons qu’un espace localement convexe pouvant
étre défini par une seule (semi-)norme est (semi-)normable .
En particulier K” muni de I'une quelconque des normes |.|, définit le méme espace
localement convexe, puisque ces normes sont équivalentes.

Exemple 5.7: Si F est un espace localement convexe défini par # et G est un sous-
espace vectoriel de F, alors 'ensemble #/ des restrictions des semi-normes dans
a G définit une structure d’espace localement convexe sur G . Elle ne dépend que de
celle de F, puisque

Plc CPlcCPls
donc -
Pl ="Plc.
La topologie de G est la topologie induite par celle de F.
Exemple 5.8: Soit X un ensemble. On munit K* d’une structure d’espace localement
convexe en considérant toutes les semi-normes ¢ + |p(x)| pour x € X. On dit que

c’est la topologie de la convergence simple sur X . Plus généralement si G est un
espace localement convexe, sur G* on consideére les semi-normes

¢ g0 p(x),

ou g est une semi-norme continue sur G . Cet ensemble n’est pas saturé.
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Exercices

Exercice 5.1: Soit p une semi-norme sur M, (C) (ie. il manque juste 'axiome p(A) =
0 = A =0). On suppose de plus que Y(A, B) € (M,(C))?, p(AB) < p(A)p(B). Montrer
que p = 0 ou p est en fait une norme.

Solution : Si A est une matrice de rang r > 0 telle que p(A) = 0 alors pour toute
matrice M de rang < r on peut trouver P et Q telles que M = PAQ d’ou P(M) = 0.
Donc p est nulle sur toute matrice de rang 1 et par inégalité triangulaire sur tout
matrice.

Exercice 5.2: Soit E un espace vectoriel réel. On considere une application N : E —
R+ telle que :

(i) YA, x, N(Ax) = [AIN(x);

(i) Vx;N(x) =0 x=0.
1. Montrer que N est une norme si et seulement B = {x, tq, N(x) < 1} est convexe.
2. Montrer que si N vérifie aussi

(iii) Yx,y, N(x + y)* < 2N(x)* + 2N(y)? alors c’est une norme.

Solution : On prouve la convexité de B.

Soientx,y € B,t € [0,1] etz = (1 — )x + ty. Ona N*(z) < 2 + 2(1 - t)*>, d’ou N(z) < 1
si t = 3. Ceci prouve déja que B est stable par milieu, et on en déduit par récurrence
sur n € IN que z € B si t est de la forme a/2" avec a € [[0,2"]]. Si t n’est pas de cette
forme, on écrit t comme barycentre de deux nombres dyadiques t = uZ + (1 — u)%
en faisant en sorte que u soit arbitrairement proche de 1. Si c’est possible, on obtient
que z est barycentre de deux éléments de B avec les coefficients u et 1 — 1, d’ou
N?(z) < 2u® + 2(1 —u)*> — 1 qd u — 1/2. Reste donc a choisir 1,4, b : pour n donné,
on choisita = [2"] —n et b = [2"] + n. C’est possible car [2"t] ~ 2"t et on est dans le cas
0 <t <1donconabiena,b € [[0,2"]] si n est suffisament grand. Il vient u = bb‘ _ZZt,
quantité comprise entre %1 et 7 et donc qui tend bien vers 1.

Remarque : la condition (iii) est aussi nécessaire, donc une norme est une application
vérifiant (i), (ii) et (iii).

Exercice 5.3: Soit E un evn de dimension finie et C C E convexe et dense. Montrer
que C = E.

Solution : On procede par récurrence sur n = dimE. Pour n = 1, en confondant E
et IR, C est un intervalle dense, c’est IR. Pour n > 2, soit E = H & {(a) ol H est un
hyperplan de E. On montre ci-dessous que C" = C N H est une partie de H convexe
et dense, donc égale a H, d’ott H C C et ce pour tout H. Ainsi C = E.

Densité de C’ : soit x € H, et (yx), (zx) des suites d’éléments de C convergeant respec-
tivement vers x + a et x — a. On écrit y; = v+ A etz = z, + ka avec y;, z, € H et

A, Ax € R. Par équivalence des normes en dimension finie, ona Ay — 1 qd k — oo
MeZk—HiYk

et ux — —1qd k — oo, donc le point x; = pr—

est bien défini et appartient a C’
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pour k assez grand, et converge vers x.
Remarque : Si E est de dimension infinie, alors il contient des hyperplans non fermés,
donc des parties strictes, convexes denses.

Exercice 5.4: Montrer que la boule unité d"un espace vectoriel normé est un convexe
de cet espace.

Solution :
Cas de la boule fermée. Soit B = {u € E/|[u|| < 1}. Soient (x, y) € B*>et A € [0, 1].

Ax + (1 =yl < Allxfl + A = Dlyll < A+1-A =1

Ainsi, Y(x,y) € B>,YA € [0,1], Ax + (1 — A)y € B et donc B est convexe.

Cas de la boule ouverte. Soit B = {u € E/|[u|| < 1}. Soient (x,y) € B> et A € [0,1].
Puisque 0 < A < 1et0 < [|x|| < 1, on en déduit que Allx|| < 1. Comme (1 — A)||y|| < 1
(et méme < 1) et donc

1Ax + (1 = )yl < Allxll + (1 = DIyl < 1.

La boule unité fermée (ou ouverte) de I'espace vectoriel normé (E, ||.||) est un convexe
de I’espace vectoriel E.

Exercice 5.5: 1. Soit ||.|| une norme sur IR” et K sa boule unité fermée. Montrer
que
(i) K est symétrique,
(ii) K est convexe, fermé, borné,
(iii) O est un point intérieur a K.
2. Réciproquement, montrer que si K possede les trois propriétés ci-dessus, il
existe une norme dont K soit la boule unité fermée, en considérant

p(x) = inf{a > o,-g e K).

Solution :

(a) Lanécessité des conditions (i), (ii), (iii) résulte des propriétés d'une norme. En
effet, six € K, || — x|| = [|x|| < 1 et —x € K ce qui prouve (i). K est fermé car plus
généralement toute boule fermée d'un espace métrique est fermée; et K est
borné par définition (un sous-ensemble de IR" est borné s’il est contenu dans
une boule fermée).

Enfin, K est convexe car, six, y € K et

A€ [0, 1L 1A = Mx + Ayl < (1= A)lixll + Allyll < 1

et (1 - A)x + Ay € K. 0 est un point intérieur & K : par exemple B(0, 1) C K et K
contient un voisinage de 0 (toute boule fermée de rayon > 0 est un voisinage
de son centre).
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(b) Soit K vérifiant les propriétés (i), (ii), (iii). Il nous faut montrer que p(x) est bien
définie pour tout x; que p est une norme et que K est la boule unité fermée qui
lui est associée.

Six = O,jl—‘ € K pour touta > 0 et p(0) = 0. Si x # 0, 'ensemble {a > O;f € K}
est minoré; s’il est non vide il admettra une borne inférieure. Or 0 est point
intérieur a K; il existe donc € > 0 tel que B(0, ¢) C K et pour a assez grand,
@ < ¢, en particulier 2 € K, et 'ensemble est non vide. Vérifions les trois
axiomes d’une norme.

e Par définition d’une borne inférieure, p(x) = 0 = Ve > 0,30 < a < ¢ tel

que % € K. K étant borné, on peut supposer que K c B(0, R), de sorte que

X
a

< Rou ||x|| < &R, ceci pour tout € > 0, ce qui implique x = 0.

e Soit A > 0;p(Ax) = infla > 0;& € K} = inf{Ab > 0;§ € K} en posant
a = Ab, et p(Ax) = Ap(x). Il suffit de montrer que p(—x) = p(x) pour avoir la
propriété d’homogénéité. Mais

p(-) = infla > 0; - € K} = infla > 0; € ~K] = p(x)

car K est symétrique.

e En utilisant la définition d"une borne inférieure, on va montrer que pour
tout € > 0, p(x + y) < p(x) + p(y) + 2¢ ce qui donnera le résultat.
Dong, fixons ¢ > 0; on peut trouvera > O tel quep(x) <a <p(x)+cet> €K,
puisb > Otel quep(y) < b < p(y)+eetf € K.Si L € K,alorsp(x+y) < a+b
par propriété de la borne inf et on aura prouvé p(x + y) < p(x) + p(y) + 2¢.
Mais ’:;—Z s'écrit -+ ﬁ ¥, combinaison convexe de £ et 7, et K est supposé
convexe. La preuve de I'inégalité triangulaire est ainsi achevée.
Il nous reste a établir K = {x; p(x) < 1}.
Sixe Keta=1,2 € K ce qui implique p(x) < 1.
Réciproquement supposons p(x) < 1; on peut supposer x # 0. Si p(x) <1,
il existe p(x) < a < 1tel que 7 € K; mais x = a2 + (1 — a)0 est encore dans K.
Sip(x) = 11l existe (a,) suite de nombres positifs tels que ;- € K pour tout
n et tendant vers 1.

Mais K étant fermé, x = lim = € K.

Exercice 5.6: Soit E un E.-V.T
1. Soit A une partie non vide et convexe d'un espace vectoriel normé X.Montrer
que A et A sont convexes .

2. Montrer que A C E est convexe si et seulement si pour tout n € IN*, et tout
(x1,...,x,) € A" et tout (t1,...,t,) € R tel que Y,;.; t; = 1, le vecteur Y.\, t;x;
est dans A.

3. Montrer que si A est convexe et si u : E — E est une application affine alors
u(A) est un convexe de E.

4. De méme , montrer que si B est un convexe de E , si u : E — E est une
application affine ~!(B) est un convexe de E.
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5. Montrer tout intersection de convexe de E est un convexe .

6. Montrer tout somme fini de parties convexes de E est un convexe de E.

solution :

1. Ona A # ¢ et convexe ,X e.v.n

° Zconve_xe :
Vx,y€e A= d(x,) CA I(y,) CAtelque:x, —x et y,—y
et VA €]0,1]:
Ax+(1=-A)y= lir+n (Ax, + (1 = A)yn)
avec: Ax, +(1-A)y, € A
ie:Ax+(1-A)yeA
donc A est convexe.
o A convexe:
Soitx,y € A, t €]0,1]
= dr>0,%B(x,r) C A, By, 1) C A
Ona:tABx,r+(1-t)ABy,r)CA
YA >0,Vr>0,z€ B(Ax, Ar) = ||z — Ax|| < Ar

:>||Z x| <r
A

= % € Bx,r)

=ze AAB(x,r)
B(Ax, Ar) C AB(x, 1)

Ona:A(tx, tr)+ (1 - t)y, Al -t)r) C A

z€Btx+ (1 -ty tr)=|z—tx— 1 -yl < tr
= |l(z- 1 -t)y) —tx|| < tr
= z— (1 -1ty € B(tx, tr)

alors

z=z—-(1-thy+ (1 -ty

z € Btx, tr)+ B((1 - )y, (1 = t)r)
B(tx+ (1 -ty tr)CA
tx+(1-tye A

donc A est convexe
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2. OnaACE

A convexe <= VnelN',VY(xq,...,x,)€A"

n n
V(tl,...,tn) E]R’j_,zti =1= Ztixi eA
i=1 i=1

D) pour n = 2 (la définit)

C) On démonstration par récurrence :
cpourn=1,A=1YVxeA;A,x=x€A)

- On pose la proposition juste a 'ordre n — 1

1+, .+t 1+, =1

n
Soitt; +...+t, € R, telqueZti =1letsoitxy,...,x, €A
i=1
Est-ce que t1x1 + ... + t,x, appartienta A?
Onati+...+t,.y=1alorstyxy + ...+ th_1Xy—1 + txy t, £ 1

n
t t t,—

Z Lixi = hix1+. . A+t x, X, = (1—tn) [ ! X1+ 2 Xo+ ...+ nl

L -t 1-t, 1-t,

n
2t
1 i=1 1-t,
alors + +...+ = = =1
1—ttn 1-t, 1-t, 1-t, 1-t,
t tn1
Ona: ——x + Xp+ ...+ X,_1 €A
T—t, ' 1—t, " 1—t, "
fy t tn-1
On posons : z = X1+ Xo+ ...+
P 1-¢t, " 1-t, 7 1—t,
n
donc Z tixi=(1—-t)z+t,x, €A
i=1
3. u affine & dL Linéaire ,up € E tel que: u(x) = L(x) + u
A est convexe ,u(A) est un convexe?
Soit V1, y2 € u(A) = Ixy,x, € A

{ y1 = u(xy)
Y2 = u(xp), YA €]0, 1]

t th1

X,_1 €A

Ayr + (1 = A)ya = Au(xy) + (1 = A)u(xz) = A(L(x1) + up) + (1 = A)(L(x2) + up)
= AL(x1) + (1 — A)L(x2) + ug
=u(Ax; + (1 - A)xy)
€ u(A)

donc u(A) est convexe.
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4. u affine & dL linéaire ,up € E tel que: u(x) = L(x)+ up
B est convexe ,u~'(B) est un convexe ?
Soit Vx1,x, € u='(B) et YA €]0,1]

{ u(x,) € B { L(x1) + uy € B

u(x;) € B L(x;) +uy € B

AML(x1) + ug) + (1 — A)(L(x2) + ug) € B= AL(x1) + (1 — A)L(x2) + up € B
=LA +(1-A)x)+uyeB
= u(Ax; + (1 -A)x;) € B
= Ax; + (1 = A)x, € u'(B)

donc u~!(B) est convexe.

5. Soit (A;)ier famille de convexe avec NjefA; # ¢
Soit B = N;efAi,Vx, y € B,VYA €]0,1]

=>xyecA,Viel
=>Ax+(1-A)yeB

alors B est convexe.

A+B={x+y/x€A,yeB)
Soitu,v € A+ B = dxy,x, € A, Ay, y» € B tel que:
u=x1+
V=X + s
Soit A €]0,1[,
Au+(1-A)o
= Alx1 +y1) + (1= A)(x2 + o)
>A+A-ADu+Ayi+(1-A)y, € A+B

alors A + B est convexe.

Exercice 5.7: Soit A un sous-ensemble convexe d'un espace vectoriel topologique E
tel que A # ¢ et A = E. Montrer quel'ona A = E.

solution : Sans perdre de généralité, on peut supposer 0 € A. Soit x € E. Comme on

a2xeE=A,ona [0, 2x[c AcA. Oronaxe [0,2x[, d’ou x € A . Par conséquent, on
aA=ELE.
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Exercice 5.8: Soit A un sous-ensemble convexe d"un IR-espace vectoriel topologique

E tel que A = E. Montrer que pour tout hyperplan affine fermé H dans E, A N H est
dense dans H.

solution : Soient f une forme linéaire continue non nulle sur E et a € R tels que
H = {x € E; f(x) = a}. Soient D; = {x € E; f(x) < a} et D, = {x € E; f(x) > a}. Soient
x € H et V un voisinage de 0 dans E. Soit W un voisinage ouvert équilibré de 0
dans E tel que W+ W c V . Comme on a H c D; N D,, alors (x+W)ND; # ¢ et
(x+W)ND, # ¢, donc (x+ W)ND; et (x+ W)N D, sont des ouverts non vides de E. Or
Aestdense dans E, doncil existea, b € Atelsquea € (x+ W)NDjetb € (x+ W)ND,.
Soient y,z € Wtelsquea =x+yetb=x+z0Ona f(a) <aetf(b)>aetfest
continue, donc il existe c € [a,b] C A tel que f(c) = a. Donc il existe t € [0, 1] tel que
c=ta+(1-t)h e Aetce H.Onac=ta+(1-t)h =x+ty+(1-t)zex+ W+W Cx+V
. Par conséquent, ona (x + V) N ANH # ¢. Donc A N H est dense dans H.

Exercice 5.9: Soient A un sous-ensemble convexe non vide de R" et x € R"” . Montrer
que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) xeA.
(ii) Pour tout v € R", il existe t > 0 tel que x + tv € A.

(iii) Pour tout z € R", il existe t > 0 tel que x + t(x — z) € A. Autrement dit, pour
toutz € R", il existe s > 1 telque (1 —s)z+sx € A.

solution : Les implications (i) = (i7) = (iii) sont triviales. Montrons l'implications
(iif) = (i). Supposons donc que pour tout z € R", il existe t > 0 tel que x +t(x—z) € A.
Alors 0 € A — x et on a Vect(A — x) = R". Comme A — x est convexe, il résulte de la
remarque précédente quel'ona A — x # ¢, d’o0a A # ¢. Soitz € A. Alorsil existet > 0

telquey=x+tx—-z)€A.Oronax= ﬁy+ﬁze [z,y[,d’oﬁzeficar[z,y[cfi.



6. ENSEMBLES EQUICONTINUS D’APPLICATIONS
THEOREMES D’ ASCOLI

6.1 Rappels sur les espaces de fonctions

Théoréme 6.1: [théoréme de 'application ouverte] Soient X et Y deux espaces de
Banach, ety : X — Y une application linéaire continue, bijective de X sur Y. Alors
l'application réciproque u ™" est continue.

Théoreme 6.2 (théoréme du graphe fermé): Soient X et Y deux espaces de Banach,
et u : X — Y une application linéaire. Alors u est continue si et seulement si le
graphe de u est fermé dans X X Y.

Le graphe de u est {(x, u(x));x € X} C X X \.

Définition 6.1: [Espaces des Lebesgue] Soient ((2, 1) un espace mesuré, p > 1 onnote
LP(Q)) I'espace des classes de fonctions mesurables de puissance p—éme intégrable
J1.e,

FQ={f:Q—>E; Llflpdy < oo},

i =( [ 1raw)’

Pour p = oo on notera L*(Q)) l'espace des classes de fonctions p — essentiellement
bornées sur () i.e. le quotient de :

muni de la norme :

L*(Q) = { f:Q— R, mesurable et bornée u — pp},
munit de la norme qui suit :
I flleo = min{oz >0; |[fl<a, ppsur Q}
C’est effectivement une norme sur L*(Q) et elle en fait un espace de Banach.

Théoreme 6.3: [Inégalité de Holder ] Soient (Q, ) un espace mesuré, p,q €]1, +oo[
tels que : % + % =1,si f € LP(Q) et g € LY(Q) la fonction produit fg est intégrable et

f Fedu < IIflbliglh.
Q
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Définition 6.2: [produit scalaire] Soit X un espace vectoriel sur R. Une produit
scalaire sur X est une application bilinéaire sur X. notée < .,. >x: X X X — R et
verifie les trois propriétés suivantes :

1. Symetrique : Yu,v € X, <u,v >x=<0v,u >x;

2. positif : Vu € X, <u,u >x> 0,

3. défini:Yue X, <u,u>x=0u=0.
Si < .,. >x definit un produit scalaire sur X.
(X, <.,.>x) est appelé espace préhilbertien.

Proposition 6.1: Soit < .,. >x produit scalaire sur X. Alors l'application x € X
l|x|| = V< x,x >x est un norme sur X.

Définition 6.3: Soit H espace préhilbertien on a la définition suivant :
1. on dit que x et y orthogonauxsi: < x,y >x= 0.
2. on dit que M et N orthogonaux tel que M C H, N C H si:

Vxe M,YyeN; <x,y>=0.
3. on dit que U C H est une nsemble orthogonal si :
Yx,yel x+vy, <x,y>=0.

Pour tout x dans U (orthogonal) et ||x]| = 1, alors U est un ensemble orthonor-
mal( ou orthonormé).

Définition 6.4: [espace de Hilbert] Un espace préhilbertienne complet sur produit
scalaire est appelé espace de Hilbert.

6.2 Familles équicontinues

Considérons un exemple permettant de découvrir 1'un des ressorts de la question
qui nous occupe. La suite de fonctions : f,(x) = x#, n € IN* est une suite de fonctions
continues sur le segment [0, 1] qui converge simplement vers la fonction discontinue :
p(x)=1si0<x<1ete()=0.

Puisqu’une limite uniforme de suite de fonctions continues reste continue, la suite
(f») ne possede aucune sous-suite qui converge uniformément. Le phénomene en jeu
est assez clair :

pourtout 0 <e <1, ilexiste n,=¢" -0 tel que sup |f.(x)— f.(0)] > €.
0<x<ny

Ce qui fait donc défaut a cette suite pour admettre une sous-suite qui converge
uniforméement, c’est un controle de la continuité de f, en 0 qui ne dépende pas de n.
Le concept exact est celui d’équicontinuité, il joue un réle crucial dans cette question
et nous allons commencer par le préciser.

Dans la définition ci-dessous, on considére un espace métrique (Y,d) qui en pra-
tique sera souvent R ou C muni de la distance usuelle d(z,z’) = [z — 2’|
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Définition 6.5: [Equicontinue] Soit X un espace topologique et (Y, d) un espace mé-
trique. Soit # une famille d’applications de X dans Y.

1. ¥ est dite équicontinue en un pointa € X si et ssi:
Ve>0, AU, e V(@a): xel, = d(f(x), f(a)) <& VfeTF.

2. On dit de ¥ qu’elle est équicontinue sur X si et seulement si elle I'est en tout
point de X.

Exemple 6.1: Par définition, une famille # formée d'une seule fonction continue f
est équicontinue. Plus généralement, toute partie finie de C(E, F) est équicontinue.

Exemple 6.2: Si toutes les fonctions de ¥ sont C-lipschitziennes, pour une méme
constante C, alors ¥ est équicontinue. Plus généralement, il suffit que tout point
x € E possede un voisinage ouvert V, tel que toutes les fonctions de ¥ soient C,-
lipschitziennes sur V,, pour une méme constante C, dépendant uniquement de x.

Exemple 6.3: SiE et F sont des espaces vectoriels normés, et si F est une partie bornée
de L(E, F), alors F, considérée comme partie de C(E, F), est équicontinue. C’est un cas
particulier de I'exemple précédent.

Exemple 6.4: Soient E = [0;1], F = R, et pour n € N, posons f,(t) = . Alors la suite
(fu) n’est pas équicontinue.

Exercice 6.1: Montrer que la famille de fonctions de la variable réelle {|x|*; a € [0, 1]}
n’est pas équicontinue en 0.

Exercice 6.2: Soit K un espace topologique compact et ¥ C C(K) une famille équi-
continue sur K. Montrer que 1'adhérence de ¥ dans (C(K), ||.||) est également équi-
continue.

Exercice 6.3: Montrere que toute partie bornée E de H(Q) est équicontinue.

Exemple 6.5: Par exemple, si les f € .# sont toutes lipschitziennes, et si, pour tout
j € ], il existe un méme i € I et une méme constante k > 0 tels que

O;(f(x'), f(x")) < kdi(x', x”")

pour toute f € % alors .# est uniformément équicontinu, et on dira méme qu’il est
équilipschitzien.

Ainsi, si E et F sont des espaces vectoriels normés, 'ensemble des u € & (E ; ﬁ) tels
que || u ||< M (boule de rayon M dans .¥ (E; F)) est équilipschitzien ,

(on a || u(x); u(y) IK M || ¥- ¢ || ) donc uniformément équicontinu sur E.SiEetF
sont semi-normés, .% C ¥ (E ; ﬁ) est équicontinu si et seulement s’il est équicontinu a
l'origine,et alors .# est équilipschitzien donc uniformément équicontinu; pour qu’il
en soit ainsi, il faut et il suffit que, pour tout j € J il existe i € [ et k > 0 tels que
gj o u < kp; pour toute u € .7 .
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Remarque 6.1: Dans I'équicontinuité n’interviennent en réalité que la topologie de
E et la structure uniforme de F . " équicontinuité en a € E s’exprime comme suit :
quel que soit I'entourage 7" de la structure uniforme de F , il existe un voisinage %
de a tel que x € % , entratne (f(a), f(x)) € ¥ Comme nous avons vu (et admis) que
toute structure uniforme peut étre définie par une famille de semi-distances, iln’y a
pas de mal a opérer avec des semi-distances, et c’est ce que nous ferons.

Théoréme 6.4: Soit f, une suite équicontinue d’applications de E dans F, et soit ¢,
une suite de points de E, on suppose que, pour # infini,les e, convergent vers e, et
que les f, convergent simplement vers une limite f.

Alors les f,(e,) convergent vers f(e) dans F.

Démonstration : Soit 6; une semi-distance de F. On a :

0j(f(e), fulen)) < 0j(fulen), fu(e)) + 0j(fule), f(e))

Pour 7 infini, le deuxieme terme tend vers 0, puisque les f, convergent simplement
vers f . Ensuite e, converge vers e, et les f, sont équicontinues, donc le premier terme
converge aussi vers 0 (pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage % de e tel que x € %
entraine 6;(f,(x), fu(e)) < € pour tout n; et pour n assez grand, e, € % ). O

6.3 Premier théoréme d’ Ascoli

Théoréme 6.5: Soient E un espace topologique et F un espace semimétrique. Soit
Z un ensemble d’applications de E dans F, équicontinu au point a de E. Alors
I’adhérence .Z de.Z dans FF (espace de toutes les applications de E dans F, muni de
la topologie de la convergence simple) est encore équicontinue au point a.

Démonstration : Donnons-nous une des semi-distances 6; sur F , et ¢ > 0 . puisque
& est équicontinu en g, il existe un voisinage %, = % de adans E tel que x € % ,
f € .Z entraine

0j(f(a), f(x)) < &

Mais l'application f — (f(a), f(x)) ( x fixé dans % ) de FE dans F? est continue
(projection dans un produit) et §; est continue sur F2. Donc 'ensemble des f € F*
vérifiant .

0i(f(a), f(x)) < ¢ est fermé dans F*; contenant .% ,il contient .%.

Dongc, pour tout j € | et tout ¢ > 0, on a trouvé un voisinage % de a dans E tel que
x €U, f € entraine 6;(f(a), f(x)) < € ce qui prouve bien 1’équicontinuité de 7 au
point a. O

Corollaire 6.1: Dans les conditions du théoreme, toutes les fonctions f de .# sont
continues au point 4.
Toute Limite simple f d"une suite de fonctions f, de .# est continue au point a.
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Remarque 6.2: Ce corollaire apporte un complément important au théoréme , celui-
ci dit qu'une limite localement uniforme d’une suite de fonctions continues f, est
encore continue, nous voyons qu’une limite simple d"une suite de fonctions continues
f. peut encore étre continue,si les f, sont non seulement individuellement continues,
mais également continues.

En fait, les théoremes précédents sont tres apparentés. En effet :

1) Si une suite de fonctions f, continues au point a converge localement unifor-
mément vers une limite f , nécessairement continue aussi au point a , les f, sont
également continues au point a.

Soient en effet j € ] et ¢ > 0. En vertu de la convergence uniforme locale, on peut
trouver un voisinage %; de a dans E et un entier p > 0 tel que n > p, x € %; entraine
0i(fu(x), f(a)) < €/3. Mais ensuite les fonctions f, fo, fi, ..., f-1,en nombre fini, sont
continues au point a, donc il existe un voisinage %, de a tel que x € % entraine
0i(f(x), f(a)) < §, et 6;(fu(x), fu(@)) < € pour n <p.

Alors x € % = %4 N %, entraine

8i(fa(@), fu(x)) < epourn <p, (6.1)
et

0j(fu(a), fu(x)) < 0j(fu(@), f(@)) + 6,(f(a), f(x)) + O;(f (%), fu(x) S5 +5+5=¢

pourn = p,

ce qui prouve bien 1'équicontinuité de 'ensemble des f, au point a.

2) Inversement , nous verrons au corollaire (1) du théoreme suivant que,
Si E est localement compact, toute suite de fonction, équicontinue sur E tout entier
et simplement convergente, est localement uniformément convergente.
Ainsi, si les fonctions f, sont continues sur E localement compact et convergent
simplement vers f, il sera équivalent de supposer qu’elles convergent localement
uniformément ou qu’elles sont également continues sur E, et dans chacun des cas,
leur limite f sera continue. Mais, s'il est vrai que les théorémes précédents sont ainsi
théoriquement équivalents, ils donnent dans la pratique,deux criteres tres différents
pour reconnaitre que la limite f est continue.

Corollaire 6.2: On a des énoncés analogues avec I'équicontinuité sur E tout entier ,
ou l” équicontinuité uniforme si E est aussi semi-métrique.
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6.4 Deuxiéme théoréme d’ Ascoli

Théoreme 6.6: Soient E un espace topologique et Fun espace semi-métrique, sur un
ensemble équicontinu .# d’applications de E dans F,les structures semimétriques
de la convergence simple sur un sous-ensemble dense E, de E , de la convergence
simple sur E et de la convergence uniforme sur toute partie compacte de E sont
uniformément équivalentes (autrement dit, les structures uniformes correspondantes
sont identiques, et en particulier les topologies correspondantes coincident) .

Démonstration : La structure semi-métrique de la convergence simple sur E; est
définie par les semi-distances

0,4,(f,8) = mixéj( f(x), g(x)), Ao partie finie de E,.

Celle de la convergence simple sur E est définie par les semi-distances :

0,a(f, g) = mei‘xéj( f(x), g(x)), A partie finie de E.

Enfin celle de la convergence uniforme sur les parties compactes de E est définie par
les semi-distances :

Oix(f, 8) = ma}<x6]-( f(x),g(x)), K partie compacte de E.

Avant de poursuivre, une remarque s’impose. La structure semi-métrique de la
convergence simple sur Ej a été définie au Chapter précedent pour des applications
de E, dans F. Nous la définissons ici, ce qui est tout différent, pour des applications
de E dans F, Une application f de E dans F définit, par restriction a E; une application
fo de Ey dans F. Mais l'application «restriction» f — f, n’est pas du tout injective, et
on ne peut donc pas du tout identifier une fonction f a sa restriction f; . Toutefois,
sur le sous-espace (FF). de FF , I'opération restriction f — fy est injective, car Ey est
dense, et deux fonctions continues sur E qui coincident sur Ej coincident partout.
Donc, dans ce cas, I'identification serait possible; elle présenterait néanmoins plus
de dangers que d’avantages.En tout cas, pour la méme raison, la structure semi-
métrique considérée sur (FF). est séparée; car si : 0j4,(f,g) = 0 pour tout j € J et
toute A, finie de E; , f et g coincident sur E.La deuxieme structure uniforme étant
intermédiaire entre la premiere et la troisiéme, il suffit de montrer que celles-ci sont
uniformément équivalentes. Par ailleurs toute semi-distance de la premiere est une
semi-distance de la troisieme

(en prenant K = A finie C Ey),c’est donc une réciproque qu’il faut montrer. Ce n’est
évidemment pas exact sur 'ensemble (FF). de toutes les applications continues de
E dans F,mais il s’agit ici des structures induites sur une partie équicontinue .# de
(FE).,Soit donc K un compactde E, j€ Jete > 0.

Nous allons montrer qu’il existe une partie finie Ay de Eq et 7 > 0 telle que 6, 4,(f, §) <
n entraine 6;x(f, §) < € pour f et g dans .# .Or ceci est trés simple.

Pour tout point a de K, il existe un voisinage %, de a dans E tel que x € %, ,h € F
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entraine 6;(h(a), h(x)) < §, en vertu de I'équicontinuité .7 de Un nombre fini des %,
recouvre K, %, ,v = 1,2, ...,n. Chacun de ces %, contient un point b, de E; , puisque
E, est supposé dense.On a alors, pour f et g dans .# , et x € %, :

0;(f(x), 8(x)) <6;(f(x), f(a,)) + 6(f(av), f(by)) + 6;(f (D), 8(by)) + 6(f(Dy), 8(by))
+0;(8(by), 8(ay)) + 6(8(ay), (%))

Sialorsonprend Ag = by,—;_,, 1] = §,comme toutx € kestdansl'undes %, 6;4,(f, 8) <
1 entraine bien 6;x(f, g) < €. O

(6.2)

Corollaire 6.3: Si une suite de fonctions également continues f, sur E a valeurs dans
F converge vers une fonction continue f sur E en tout point d'un sous-ensemble
dense E, de E les f, convergent vers f en tout point de E, et uniformément sur tout
compact de E.

En effet, 'ensemble .% des f, et def est équicontinu sur E, et il suffit d’appliquer le
théoreme.

Notons que, pour appliquer le theoreme dans la démonstration de ce corollaire,
nous devons considérer I'ensemble des f,et de f Mais supposons que nous sachions
seulement que, pour tout x de E, dense,les f,(x) convergant vers une limite f(x); f est
continue sur E d’apres le théoréme precedent , mais n’est peut étre pas prolongeable
en une fonction continue sur E; alors la conclusion ne subsiste pas, et nous ne
pouvons pas affirmer que les f,(x) convergent encore vers une limite en tout point x
de E.Il y a cependant deux cas ot la conclusion subsiste.

D’abord si E = E, puisque alors, comme nous venons de le voir, f est stirement
continue sur E et le corollaire (1) s’applique. D’autre part, si F est séquentiellement
complet, ou, plus généralement, si, pour tout x de E, I'ensemble .7 (x) = f,(x),n € N
est contenu dans une partie séquentiellement complete de F. En effet,pour m et n
infinis,Aq finie C Eo,0ja,(fn, f+) tend vers 0, donc aussi 0;4,(fu, fu) pour toute partie
finie A de E, d’apres l'identité des structures uniformes induites par FF et F¥ sur .7
donc, pour tout x de E les f,(x) forment une suite de Cauchy, donc convergente si
l'on fait 'hypothése précédente, et de nouveau la limite est continue sur E et on peut
appliquer le corollaire (1). Nous avons donc démontré les 2 corollaires suivants :

Corollaire 6.4: Si les f, sont également continues et .convergent simplement vers f
sur E f est continue et la convergence est uniforme sur tout compact.

Corollaire 6.5: Si une suite équicontinue d’applications f, d"un espace topologique
E dans un espace semi-métrique F converge vers une Limite en tout point d'un
sous-ensemble dense E, de E,si, pour tout x de E, 'ensemble .7 (x) = f,(x),n € N est
contenu dans une partie séquentiellement complete de F (ce qui se produit toujours
si F est séquentiellement complet),alors la suite f, converge en tout point de E, la
limite est continue sur E, et la convergence est uniforme sur tout compact de E.

Corollaire 6.6: Soit f, une suite équicontinue d’applications d"un espace topologique
E dans un espace semi-métrique F.Supposons que, pour tout x de E,'ensemble.# (x) =
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fa(x),n € N soit contenu dans une partie séquentiellement complete. Alors l'en-
semble A des points x de E pour lesquels la suite des f,(x) a une limite, est fermé
dans E.

La Limite f des f, sur A est une application continue de A dans F, et les f,convergent
vers f dans (F4),

Démonstration : Appliquons le corollaire 3 au sous-espace A de E et a son sous-
espace dense A. Alors on trouve que les f,ont une limite pour tout x de A; mais
comme A est 'ensemble des x ayant cette propriété, on a A = A et A est bien fermé.
Le reste découle du corollaire 3. O

Corollaire 6.7: Soit 1, une suite d’applications linéaires continues d’un espace vec-

- -
toriel normé E dans un Banach F. de normes bornées par un méme nombre M > 0
L'ensemble A des X pour lesquels la suite des u,(X) a une limite est un sous-espace

. ’ = . . . . . L, . .
vectoriel fermé de E; la limite u des u, sur A est une application linéaire continue de
A dans F, de norme < Met les u, convergent vers u uniformément sur tout compact
de A.

Démonstration : L'ensemble des u, équilipschitzien donc équicontinu. Donc A est
fermé d’apres le corollaire 4, la limite u est continue. de A dans F,et u,converge
vers u dans (F4), par linéarité, si les u,(X) et les u,(i) ont des limites u(%) et u(i)) les
Uy (¥ + ) = uy(X) + u,(y) ont la limite u(xX) + u(y),et les u,(Ax) = Au,(¥) ont la limite
Au(%). Donc A est un sous-espace vectoriel et u est linéaire sur A. De || u,(X) |[< M || X ||
on déduit || u(¥) ||[< M || || pour ¥ € A donc u est aussi de norme < M. |

6.5 Troisiéme théoréme d’Ascoli

Théoréme 6.7: Soient E un espace topologique, F un espace semimétrique, .# un en-
semble d’applications continues de E dans F. Pour que .# soit relativement compact
dans (FF), (espace des applications continues de E dans F, muni de la topologie de la
convergence compacte), il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

1) .# est équicontinu;

2) Pour tout x € E I'ensemble .7 (x) = f(x), f € # est relativement compact dans
F.

Si E est localement compact, ces conditions sont aussi nécessaires.

Corollaire 6.8: Soit .# un ensemble d” applications Continues d'un espace topolo-
gique E dans un espace métrique F, ou toutes les boules fermées sont compactes
(par exemple un espace vectoriel nomié de dimension finie). pour que .# soit re-
lativement compact dans (FF). il suffit que .# soit équicontinu, et que, pour tout
xdeE,#(x) = f(x), f € # soit borné dans F. il suffit méme, si E est connexe, que
Z (xp) soit borné, pour un point particulier x, de E. la condition précédente est aussi
nécessaire si E est localement compact.
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Démonstration : Puisque toute boule fermée de F est compacte, « relativement
compact» dans F équivaut a « borné». La seule chose a montrer est donc que,si
Z (xp) est borné pour un point x; de E, alors .#(x) est borné, pour tout point x de
E, lorsque E est connexe. Mais c’est une conséquence simple de 1’équicontinuité.
Appelons B I'ensemble des x de E pour lesquels .#(x) est borné.Soit a € E,d’apres
I’équicontinuité, il existe un voisinage % de a tel que 6(f(a), f(x)) < 1 pour x € % .
Sialorsa € Bon a aussi x € B pour tout x € % donc % C B; donc B est ouvert. Si
maintenant 4 € B il existe au moins un x de % tel que x € B c’est-a-dire tel que .7 (x)
soit borné, alors .% (a) est aussi borné; donc a € B, B est fermé.Donc B est ouvert et
fermé dans E connexe; si B contient un point xy, c’est E tout entier. |

Exemple 6.6: On peut prendre E = [0,1],F = C Si une partie .# du Banach G =
(Clo),, = (ClO1), est relativement compacte, alors, pour tout x de [0,1],7(x) est
borné,et .7 est équicontinue; si .# (0) est borné et .# équicontinue,.# est relativement
compacte. Par exemple, sik estunnombre > 01’ensemble .% des fonctions f continues
complexes sur [0,1], vérifiant | f(0) [< 1, | f(x) | = | f(0) |< kx pour tout x, est
relativement compact dans G; comme d’ailleurs il est fermé, il est compact.

6.6 Applications aux espaces d’applications linéaires continues
dans des espaces vectoriels topologique

On peut appliquer ce qui précede aux parties .# de l'espace Z(E; F) des ap-
plications linéaires continues de E, dans F , ou E et F sont des espaces vectoriels
topologiques. L'espace .Z(E; F) est fermé dans (FF). , méme si I'on munit (FF). de la
topologie (FF) de la convergence simple, et a fortiori pour la topologie de la conver-
gence uniforme sur les compacts de E. En effet, pour x, y € E scalaire, les fonctions

f=fa+y) = f) = fy) et f = Af(x) = f(Ax)

sont continues de F¥ dans F 'image réciproque de O est donc fermée, l'intersection
de tous les fermés obtenus, pour x, y et A variables, n’est autre que I'ensemble des
applications linéaires de E dans F qui est donc fermé dans (FF) en prenant l'intersec-
tion avec (FF). on voit que l'espace .Z(E; F) des applications linéaires continues de E
dans F est bien fermé dans (FF), déja pour la topologie de la convergence simple in-
duite par (FF) il en résulte que les parties . de .Z(E; F) relativement compactes dans
Z.(E; F), ne sont autres que celles qui sont relativement compactes dans (F £). On peut
donc répéter exactement les théorémes d’Ascoli et leurs corollaires, en remplagant
(FE). par Z.(E; F),et (FF) par Z.(E; F) nous ne le ferons pas.

Théoréme 6.8: Toute partie équicontinue .% de .Z(E; F) est bornée pour toute topo-
logie Zo(E; F) définie par un ensemble Q de parties bornées de E

Démonstration : Il suffit de prendre pour Q I’ensemble de toutes les parties bornées,
puisqu’il donne la plus fine des topologies considérées. Bien que ce soit vrai dans tous
les cas, nous nous limiterons au cas ot la topologie de F est définie par une famille
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de semi-normes g;, j € | Soit .# équicontinue dans .Z(E; F) et soit A bornée dans E.
Pour tout j € | il existe un voisinage %; de 0 dans E tel que toutes les g; o u,u € %
soient bornées par 1 sur %; d’apres I'équicontinuité.puisque A est bornée,il existe
Aj > 0tel que A C A;%; alors g; o u est bornée par A; sur A, pour u € .% donc g; est
bornée par A; sur U, z1(A) ,cela prouve bien que U, 71(A) est bornée, donc que %;
est bornée dans .%,(E; F). O

Remarque 6.3: Si E et F sont normés, la réciproque est vraie pour .Z;,(E; F) car . est
bornée dans %, (E; F) si et seulement si ||u|| borné pour u € .# mais cela signifie aussi
I’équicontinuité de .# Si E et F sont des espaces vectoriels topologiques non normés,
Z peut étre bornée dans Z;(E; F) sans étre équicontinue. nous verrons cependant
des cas ot il en est ainsi.

Théoréme 6.9: Pour qu’'une partie .# du dual E’ d’un espace vectoriel topologique
localement convexe E soit équicontinue, il faut et il suffit que son polaire dans E soit
un voisinage de O ou aussi qu’elle soit contenue dans le polaire d"un voisinage de O
de E.

Théoreme 6.10: Soit E un espace vectoriel topologique. Si on munit le dual E’ de la
topologie* -faible E/, = o(E’, E) ou de la topologie E! de la convergence uniforme sur
tout compact de E, toute partie équicontinue .# de E’ = Z(E; k), est relativement
compacte.

Démonstration : Il suffit d’appliquer le corollaire du troisieme théoreme d’Ascoli
, avec F = K, corps des scalaires. ici il existe bien un point x, € E tel que .7 (xo)
soit borné, a savoir.O ;de toute facon, le théoreme précédent montre que, pour tout
x € E, #(x) est borné dans F (cela revient a dire que .# est bornée pour la topologie
Z(E; F)). O

Exercices

Exemple 6.7: 1) Ona X et Y deux ensemples ,toute partie finie de €' (X, Y) est équicon-
tinue, et un ensemble fini d’applications uniformément continues est uniformément
équicontinu.

2)SiB C A C ¥(X,Y) ou A est équicontinue (respectivement uniformément équicon-
tinue), alors B ’est aussi.

Exemple 6.8: Soient X,Y deux espaces métriques,d(resp.d ) la distance sur X(resp.Y),
K et a deux nombres > 0.L’ensemble des applications(a-holdériennes) f de X dans
Y telles que, pour tout couple (x,x) de points de X, on ait :

dx,x') <k (f(x), f(x))"

est uniformément équicontinu.

Par exemple, I'ensemble des isométries de X sur une partie de Y est uniformément
équicontinu.

Le théoreme de Heine s’étend aux familles équicontinues.
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Exemple 6.9: Soit E = C([0, +o0[) et
H = f, € E; fu(x) = sin(Vx + 4n?n?),n € N",x € [0, +oo[ CE

(1) Montrer que H est équicontinue.
(2) Montrer que f, converge simplement vers la fonction nulle.
(3) Montrer que la convergence n’est pas uniforme dans E.

1
Solution : (1) f,(x) = > mcos Vx + 4n?12 D'oll
X + 4n’n
, 1 1 1
0] < 3——=< o
Vx + 4n2m2 T

Donc .
Vx,y € [0, +oo[, Vi € IN", | f1(x) — fu(y)| < Elx -l
D’ou I’équicontinuité de H.

(2) Pour x € [0, +oc[ etn € N*,0on a

fu(x) = sin( Vx + 4n?n?) = Sin(Znn 1+ L)

4n?m?
X 1 X 1 X 1
=sin(2nm + —— + o(=)) = sin(—— + o(=)) = — + o(=
sin(2n dnr O(n)) Sm(4n7z o(n)) dnTt o(n)

Donc f, converge simplement vers la fonction nulle.

(3) Posons, pourn > 1, x, = ”TZ + 2nm® € [0, +00[ et fu(x,) = 1. Alors, || f, |I= 1 etsi
pose f =0alors || f, = f llo=ll fu =1 = 0. Donc la convergence n’est pas uniforme.
Sans I'hypotheése "I'espace de départ est compact”, mais avec" 1’équicontinuité, nous
avons le résultat suivant.

Exemple 6.10: Soit (E,d) et (F, dy) deux espaces métriques. Soit (f,) une suite de
¢ (E, F) tel que (f,) converge simplement vers f. Supposons que H = f,;n € N soit
équicontinue en x, (resp. équicontinue).

Montrer que f est continue en x, (resp. continue sur E).

Solution : En effet, Soit ¢ > 0, alors il existe 6 > 0 tel que :
d(x/ xO) < 6= d,(fn(x)/fn(x())) < &, Vn € IN.

Puisque la derniére inégalité est vraie pour tout n € IN, par passage a la limite quand
n — oo, on obtient la continuité de f en x,.

Exemple 6.11: Soit K : C([a,b]) — C([a,b]) donné par (Kf)(s) = fab k(s,t)f(t)dt, k €
C([a, b] X [a, b]), et soit (f,) une suite bornée de X = (C([a, b]), ||-ll~)-

1. Rappeler pourquoi k est uniformément continue.
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2. En déduire I'équisingularité de (Kf,,).

3. Montrer que (Kf,) contient une sous-suite convergente dans X.

Solution :

1. k est continue sur le compact [4,b] X [4,b] donc est uniformément continue.
écrivons cette continuité uniforme dans le cas particulier ot les secondes
coordonnées sont égales :

Ve'>0 An>0 Vx,y,telab] Ix —yl <n=lk(x,t) —k(y, t)| < ¢

2. Comme (f,) est bornée il existe M > 0 tel que pour tout n € N, [|f,llc < M.
Fixons x € [a,b]. Soit € > 0, posons &’ = m, par l'uniforme continuité de k,

on obtient un 1 > 0 avec pour |x — y| <1, [k(x, ) = k(y, )| < &' = 35—-

Donc pour |x —y| <7,

b
Kf,(0) — Kl < f KGx, ) — k(y, Dl llodt

b
<M f £ — k(y, Didt

b
&
< -
Mf Mo =)
<€

Ce qui est I’équicontinuité de (Kf,) en x. Comme ceci est valable quelque soit
x € [a, b] alors (Kf,) est équicontinue.

3. Notons H = (Kf,),. Alors pour x donné H(x) est borné car | fa ’ k(x, t) fu(t)dt] <

M fa ’ k(x, t)|dt est bornée indépendamment de n € IN. Donc H(x) est un fermé
borné de R donc un compact.

Nous avons toutes les hypotheéses pour appliquer le théoreme d’Ascoli, donc
H = (Kf,)n est relativement compact. Donc de la suite (Kf,) on peut extraire
une sous-suite convergente. (Attention la limite de cette sous-suite est dans

H C X et pas nécessairement dans H.)

Exemple 6.12: Par définition, une famille # formée d’une seule fonction continue f
est équicontinue. Plus généralement, toute partie finie de C(E, F) est équicontinue.

Exemple 6.13: Si toutes les fonctions de # sont C-lipschitziennes, pour une méme
constante C, alors ¥ est équicontinue. Plus généralement, il suffit que tout point
x € E possede un voisinage ouvert V, tel que toutes les fonctions de ¥ soient C,-
lipschitziennes sur V,, pour une méme constante C, dépendant uniquement de x.
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Exemple 6.14: Si E et F sont des espaces vectoriels normés, et si F est une partie
bornée de L(E, F), alors F, considérée comme partie de C(E, F), est équicontinue. C’est
un cas particulier de 'exemple précédent.

Exemple 6.15: Soient E = [0;1], F = R, et pour n € N, posons f,(t) = t". Alors la suite
(f») n’est pas équicontinue.

Exercice 6.4: Montrer que la famille de fonctions de la variable réelle {|x|*; a € [0, 1]}
n’est pas équicontinue en 0.

Exercice 6.5: Soit K un espace topologique compact et ¥ C C(K) une famille équi-
continue sur K. Montrer que 1'adhérence de ¥ dans (C(K), ||./|-) est également équi-
continue.

Exercice 6.6: Montrere que toute partie bornée E de H(Q) est équicontinue.

Exercice 6.7: On considere la suite de fonctions f,(t) = sin(~/t + 4(nm)?), t € [0, co[.

1. Montrer qu’il s’agit d"une suite de fonctions équicontinues convergent sim-
plement vers f = 0.

2. La suite (f,) est elle relativement compacte dans (C([0, o), ||.|l) ? Que dit le
théoreme d’Ascoli?

Correction :

1. (a) Pour t > 0 fixé, alors

fa(t) = sin /t + 4(nm)?

t

=sin2nm+/1 + ——
4n2m2

. 1 ¢ 1
= Sll’l27’l7’((1 + EW + O(ﬁ))

t 1
— 1 — pa—
sin(2nm + + 0(=))

= sin(ﬁ) + 0(%)

Donc quand n — +o0 alors f,(t) — 0. Donc (f,,) converge simplement vers
0.

(b) Pourn >1,

1 1 1 1 1
lfp(D] = s ——=—=cos Vt +4n’n?> < - ——=< —.
2\t + 422 Vi+4m2  4Am

N



6. Ensembles équicontinus et Théorémes d” Ascoli Tedjani Hadj Ammar 90

Pour t > 0 fixé et ¢ > 0 donné, on pose 1 = 4m¢, alors par I'inégalité des
accroissement finis

1
nz1 t=tl<n= L0 - fEN< =] <.

Donc (f,) est une famille équicontinue.

2. Notons H = {f, | n € N}, H(t) = {f,(t) | n € N*}, alors d’apres la convergence
simple, H(t) = H(t) U{0}. Mais (f,) ne converge pas uniformément (i.e. pour la
norme ||.||) vers f = 0. En effet pour n impair prenons t, = 5n?7?, alors f,(t,) =
sin V9n27n?2 = sin3nm = +1. Pour n pair on prend t,, = 5(n + 1)*1t* — 4n?7? alors
fu(ts) = £1. Donc pour tout n, || f,— fll = 1. Supposons que H soit relativement
compact alors de la suite (f,) on peut extraire une sous-suite qui converge,
nécessairement la limite est f = 0, mais comme pour tout n, [|f, — fllo = 1,
nous obtenons une contradiction.

Bien stir le théoréme d’Ascoli n’est pas mis en défaut, car toutes les hypotheses
sont vérifiées sauf E = [0, +oo[ qui n’est pas compact.

Exercice 6.8: 1. Soit k > 0 et ¥ l'ensemble des fonctions différentiables f :
[2,b] — R telles que [f'(t)] < k pour tout t €]a,b[. Montrer que ¥ est une
famille équicontinue.

2.SiL>0etf, : R" — R" est une suite d’applications L-lipschitziennes avec
FAOIE V2, alors montrer que l'on peut extraire une sous-suite convergente

de (f,).

Correction :

1. Pour f € ¥, par le théoreme des accroissements finis, pour tout fy, ¢ € [a, b] il

existe c €lty, t[ tel que |f(t) — f(to)l = |f'(0)lIt — tol. Donc |f(t) — f(to)| < kIt — tol.
Fixons t € [a,b]. Soit ¢ > 0, soit ) =  alors

Vt € [a,b] t—tol<nn = [f(t)— f(to)l <Kk|t —tol < e.

Ce qui est exactement 1'équicontinuité de ¥ en t;. Comme nous pouvons
prendre pour ¢, n'importe quel point de [g, b] alors ¥ est équicontinue.
2. (a) Notons H = {f, | n € N}. Pour xp, x € R", || f(x) — fu(x0)ll < Lllx — xo||. Donc
en posant 1 = £ comme ci-dessus on prouve I'équicontinuité de # en xo,
puis partout.

(b) Notons H(x) = {f.(x) | n € IN}. Alors par hypothese, H(0) c B(0, V2). Donc

7:1(0) est un fermé de B(0, \/5) qui est compact (nous somme dans IR"), donc
H (0) est aussi compact, d’ott H(0) relativement compact. Maintenant nous

avons ||f,(x) = £,(0)|l < Lllx=0]|. Donc ||, (x)]| < Llx||+ V2. Donc pour x fixé,
fu(x) € B(O, L||x|| + V2) ce qui implique que H(x) est relativement compact.
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(c) Comme RR" n’est pas compact on ne peut pas appliquer directement le
théoreme d’Ascoli. Soit Bk = B(0,R) qui est un compact de R". Notons
Hr = { fnlBR | n € N} la restriction de H a Bg. Alors par le théoreme
d’Ascoli, Hr est relativement compact. Donc de la suite (f, ). on peut
extraire une sous-suite convergente (sur Bg).

(d) Pour R = 1 nous extrayons de (f,), une sous-suite (fs (), qui converge
sur B;. Pour R = 2, nous extrayons de (fy,), une sous-suite (fg,q)), qui
converge sur B,. Puis par récurrence pour R = N, nous extrayons de
(fon-1(n))n Une sous-suite (fy, () qui converge sur By. Alors la suite (fg,(1))x
converge sur R". C’est le procédé diagonal de Cantor. En effet soit x € R"
et soit N > [|x]|. Alors x € By donc (fg,()(x))» converge vers f(x), mais
(fu(m))n=N est extraite de (foym)n donc (f4,0)(x)), converge également vers
f(x). Nous venons de montrer que (f,). converge simplement vers f sur
tout R".

Exercice 6.9: Soient (E, d) un espace métrique et H une famille équicontinue d’appli-
cations de E dans R. Etablir :

1. L'ensemble A des x € E pour lesquels H(x) est borné est ouvert et fermé.

2. Si E est compact et connexe et si H(x,) est borné pour un point quelconque
xo € E, alors H est relativement compact dans C(E, R).

Exercice 6.10: Soient (E, d) un espace métrique et H une famille équicontinue d’appli-
cations de E dans IR. Etablir :

1. L'ensemble A des x € E pour lesquels H(x) est borné est ouvert et fermé.

2. Si E est compact et connexe et si H(x,) est borné pour un point quelconque
xo € E, alors H est relativement compact dans C(E, R).

Exercice 6.11: Soit (f,),en une suite d’applications continues de R dans R et A une
partie de R.

1. Onsuppose que: Vx € A,AM, € R,Vn € N, |f,(x)| < M,.
Montrer que si A est fini ou dénombrable, il existe une sous-suite de (f,,)uen
qui converge simplement sur A.

2. On suppose que la suite (f,).en est équicontinue, ie.
VeeR,VxeR,VneR,Vne N,Vy e R, |x —y| < n = [fu(x) — fuly)| < €.

Montrer qu’il existe une sous-suite de (f,),ew qui converge simplement sur R
et que la convergence est uniforme sur tout compact.

3. Montrer réciproquement que si la suite (f,).ev converge uniformément sur
tout compact, elle est uniformément bornée sur tout compact et équicontinue.
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6.7 Théoréme de Grothendieck

Alexandre (ou Alexander) Grothendieck (1928 - 2014) est un mathématicien né a
Berlin, apatride puis frangais. Il est considéré comme le refondateur de la géométrie
algébrique. Il était connu pour son intuition extraordinaire et sa capacité de travail
exceptionnelle. Entre 20 et 23 ans, il va résoudre 14 questions sur lesquelles Dieu-
donné et Schwartz (ses directeurs de these) "butent" et rédige 1’équivalent de six
theses de doctorat. La médaille Fields lui a été décernée en 1966.

Théoreme 6.11 (Théoreme de Grothendieck-1954 ): Soit (X, A, u) un espace mesuré
de mesure finie non nulle et soit p €]1, +oo[. Tout sous espace ferme de L?((2) inclus
dans L*(Q)) est de dimension finie.

Note : Comme S C L*(u) et que u est finie, les LV sont decroissants et S C L(u) pour
n’importe quel 4.

Idee de la preuve : On va d’abord montrer que, sur S, les normes ||.||,, et ||./| sont
equivalentes (ce qui ne devrait pas étonner, étant donné qu’on souhaite prouver que
S est de dimension finie), on pourra ensuite ramener le cas general au cas p = 2 (en
injectant continument (S, ||.|[;)dans L*(u). Afin de conclure, on utilisera le caractere
Hilbertien de L*(u) pour montrer qu’on ne peut pas avoir de trop grande famille
orthonormee dans S.

Démonstration : Soit S un sous-espace vectoriel ferme de L”(u) inclus dans L*(u).

Etape 1. On montre qu’il existe une constante K > 0 telle que Vf € S, [|fllw <

KII£1lp-

On définit, comme (S C L*®),

D: (S Iy — Tl e f.

S est un sev fermé de L7 qui est complet donc S est complet, et S est donc
un Banach (evn complet), L* aussi et ® est linéaire. On peut donc appliquer
le théoréeme du graphe fermé : pour montrer que @ est continue, il suffit de
montrer que son graphe est fermé.

Soit (f,, @(f,)) une suite de son graphe qui converge vers (f,g).Ona f € S C LV
car S est ferme et g € L™ car L* est un Banach. ®(f,) = f, etla convergence L*
implique la convergence L car u est une mesure finie. Donc, par unicite de la
limite dans L?, g = f = ®(f). Le graphe de ®(f) est ainsi ferme donc P(f) est
continue. Il existe donc une constante K > 0 telle que :

VieS, lIflle =I1P(H)llo < KIIfllp-

Etape 2. On montre qu'il existe une constante M > 0 telle que : Yf € S, [|fll <

M| fll2-
Distinguons deux cas.
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e Sip<2.0nal< %, et I'inégalité de Holder implique

b, B
i = [ xda < ([ amda) ([ @) =Ikuo) = cis,
Q Q Q
En élevant a la puissance %, on trouve

I£1l, < cllfll2
Ce qui donne le résultat annoncé en prenant M = cK (||fll < K|If]l, <

cK{|f1l2)
e Soit p > 2. Par définition du supremum essentiel, il existe alors N un en-
semble de mesure nulle tel que

Vx € O\N; [f(xX)] < | flleo-
On obtient donc
Vx € Q\N; [f)F = [fF)P 2R < AL 21 f P

On integre ces inégalités sur (Q\N, ce qui revient exactement a intégrer sur
Q) comme N est de mesure nulle.

-2
A1 < AR AR

On utilise la question précédente pour obtenir :

FIE < KPIFI < KPFI 1B,
D’ou, ,
Iflleo < K21I£]l2-
e On prend alors M = max(cK,Kg).
VfeS lfllo <Mifll.

Etape 3. On considere (f;)i<i<, une famille de fonctions de S. On suppose que
cette famille est orthonormee de L?(u).
Soit Q une partie dénombrable dense de R". Soient ¢ = (cy, ..., ¢,) € Q et posons
fe=2.¢ifi.Ona,

n

Ifcllo < Ml|fellz = M Zczz

i=1
La derniere égalité provient du théoreme de Pythagore dans L? en utilisant le
fait que (f;) forment une famille orthonormée de L% Soitx € Q fixé. Comme
c = f:(x) est continue (polynomial en les ¢;) sur R", et comme Q est dense
dans R", on aura,

n

Vxe Qe e R, L) <Ilfillo <M4|Y &

i
i=1
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Etape 4. On en déduit que n < M2,
On applique I'étape 3 avec ¢; = fi(x), 4 et on éléve au carré. On trouve alors,

pour tout x € (), ) )
(Y 5?) <MY fiey
On simplifie : - -
Zn: fi(x)* < M2
i=1

Et comme les f; sont de norme 1 (i,e f fl.2 = 1), on obtient

n= foi(x)zdy < M? f ldu = M2
(o3 Q

Ce qui prouve 1'étape 4.

Etape 5. (Conclusion)
Supposons par 1’absurde S de dimension infinie. Si toutes les familles de S a
M? + 1 éléments étaient liés, la dimension serait finie. Donc on peut trouver
une famille libre 8 M? +1 éléments. En orthonormalisant cette famille, on a une
famille orthonormée a M? + 1 éléments. Absurde car le cardinal de la famille
doit étre inférieur a8 M? avec l'étape 4. Donc S est bien de dimension finie. O

Remarque 6.4: 1. L'hypothese de fermeture est fondamentale. L est bien un
sous-espace de L7, inclus dans L et est de dimension infinie.

2. I’hypothese d’inclusion dans L™ est également fondamentale, et ne peut pas
étre remplacée par une inclusion dans un L7 avecp < g < +o0: Rudin construit,
juste apres avoir énoncé ce théoréme, un sous-espace fermé de L', qui vit dans
L*, et qui est de dimension infinie.

Exercice 6.12: Soit 0 < p < 1. Soit S un sous espace fermé de L*(0, 1), tel que C L*.
1. Montrer que S C L2

2. Soit f1, ..., fu une famille orthonormale de S c L% Montrer qu’il existe une
constante C > 0 telle que, pour presque tout x et pour tout a € C" tel que
llall < 1,

1) il <C
i=1

Exercice 6.13: Soit X un sous-espace fermé de L*([0, 1]) dont chaque élément est aussi
dans L*([0, 1]).

1. Montrer qu’il existe C > 0 tel que Vf € X, [|flleo < IIfll2- -

2. On fixe n € IN* et une famille orthonormale dans X : fi, ..., f,. Pour x € C", on
note F, = Z';:l Xifj.
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(a) On choisit une partie dénombrable dense D de C", montrer qu’il existe
N c [0, 1] de mesure nulle telle que : Vx € D, Vt € [0,1] =N, [F.(t)| < ClIx][,.

(b) En déduire que : Vx € C", Vt € [0,1] = N, [F(t)| < Cllx]l>.

3. Enchoisissant x = (fi(t), ..., f»(t)), montrer que : Vt € [0, 1]—N, Z;’zl Ifi(HF < C2

En déduire que X est de dimension finie.

Exercice 6.14: Soit () un espace mesure et y une mesure de probabilité sur (), i.e,
1(Q) = 1. Soit S un sous-espace vectoriel ferme de L'(Q) tel que S c L*(Q).

1.

En utilisant le théoréme du graphe fermé, montrer que l'injection (identité)
(S, |I.ll1) — L*=(€2) est continue. Montrer que S est aussi un sous-espace ferme
de L*(Q) et que l'injection (S, ||.|l) — L=(Q), est également continue. On a
donc en particulier 'existence d’une contante positive K vérifiant, pour tout
fes:

1flle < KIIfll.

(S, II.ll2) est un espace de Hilbert d’apres la question précédente. Soit donc une
famille orthonormée finie @,..., ®, de (S,|.|2) et soit u = (uq,...,u,) € R".
Montrer que si u € B(0,1) (boule unité fermée euclidienne), la fonction f, =
Y., u;D; est dans S et vérifie || f, [l < K.

Rappeler la définition de la borne supérieure essentielle (notee ||.||o. précédem-
ment). En déduire que pour toute partie dénombrable D de B(0,1) ¢ R", il
existe un ensemble mesurable (Op C Q) de mesure totale (i.e. u(Q2p) = u(Q) =
1.) tel que

YueD, VYx e Qp, |fu(x)| <K

En remarquant qu’a x € Q fixé, u — |f,(x)| est continue, montrer qu’en fait il
existe un ensemble mesurable ()’ c Q) de mesure totale

Yu € B(0.1), Vx e, |fu(x)| <K (6.3)

Indication : Prendre (Y = QQ”GM'

A x € Y fixé, on note v, € R" le vecteur (®;(x), ..., D2(x)). En remplagant u par
le normalisé de v, dans (6.3), montrer que :

Y P <K,
i=1

et en déduire que n < K°.



7. ESPACES DE BAIRE, THEOREMES DE
BANACH-STEINHAUSS ET DE BANACH-MACKEY

7.1 Définitions et propriétés Espaces de Baire

Définition 7.1.1: Un espace topologique X est dit espace de Baire si X vérifie 'une
des propriétés de la proposition suivante :

Proposition 7.1: Soit X un espace topologique. Les propri‘et’es suivantes sont “equivalentes.
(i) Pour toute famille dénombrable (F,),., de fermés de X telle que X = L>JOFn, la

réunion des intérieurs U,»oF, est dense dans X.

(i) La réunion de toute famille dénombrable de fermés de X d’intérieurs vides
est d’intérieur vide.

(iii) L'intersection de toute famille dénombrable d’ouvertes de X et denses dans X
est dense dans X.

Démonstration : Montrons 1'implication (i) = (i) . Soit (F,),», une suite de fermés

de X d’intérieurs vides. Montrons que Y = UF, est d’intérieur vide. Si Y# 0, alors
n=0

F =X\ Y est un fermé dans X tel que F # Xetona X = FUVg, . F,. Par hypothese la

réunion FU,- [, est dense dans X. Or, pour toutn > 0,ona £, = 0, onen déduit que &
est dense dans X, donc F est un fermé dense dans X, d’ot1 F = X ce qui est impossible.
Donc on a Y = 0 Montrons I'implication (ii)==(iii) (U,),s une suite d’ouverts de X
et denses dans X. Soit U = nDou”’ et pour tout n > 0, soit F,, = X\U,. Alors pour tout

n > 0,F, est un fermé dans X eton a £, = X\U, = 0, voir proposition 1.2.2. Donc
X\U = gOX\Un = EOF” est d’intérieur vide, d’oit on a X\U = 0. Donc U est dense
nz nz

dans X Montrons I'implication (iii) = (i). Soit (F,),s( une suite de fermés dans X telle
que X = L>JOFn. Pour tout n > 0, soit K,, = F,\F,, alors K,, est un fermé de X tel que

K, = 0.Soit U, = X\K,, alors U, est un ouvert dense dans X. Par conséquent, n Y, U,
n

est dense dans X et on a ﬂolln = X\u50K,. Ona F, = K, UF;,donc V F, contient le
nz

n=0

complémentaire de UK,,, on en déduit que U0 P, est dense dans X. O
n>
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Théoréme 7.1: Si X est un espace métrique complet, ou si c’est un espace localement
compact, X est un espace de Baire

Démonstration : Nous la donnons tout d’abord dans oil X est un espace métrique
complet. Soit (O;),; ... ,., une famille dénombrables d’ouverts denses. Il faut montrer
que NO; est encore dense. Pour cela, il suffit de vérifier que, pour tout ouvert W de
X, l'intersection (NO;) N W est non vide. Par hypothése, O; N W est non vide. Soit x;
un point de cette intersection. L'ensemble O; N W étant ouvert, il existe un nombre
r1 > 0 tel que la boule fermée B (x;, 1) soit contenue dans O; N W. Appelons W; la
boule ouverte B (x,r1) . Par hypothiese, W; rencontre O, et par conséquent, il existe
un point x, appartenant I'intersection W; N O,. De nouveau, on trouve r, strictement

positif, que I'on peut supposer inferieur is r1/2 tel que la boule fermée B (x, 7) soit
contenue dans W; N O,. Désignons par W, la boule ouverte B (x,, 1;) . Poursuivant ce
procedé, on construit une suite de boules B (x;, ;) telles que :

* chaque rayon r; est inferieur a la moitié du précédent, de sorte que la suite (r;)
tend vers 0.

* les boules forment une suite décroissante, et pour tout i, B (x;, ;) C O1 N --- N
O,NW

a
Exemple 7.1: Tout espace topologician discret est un expace de Baire.

Exemple 7.2: L'ensemble des rationnels Q muni de la topologie induite par R n’est
pas un espace de Baire.

Proposition 7.2: Tout ouvert d’un espace de Baire est un espace de Baire.

Démonstration : Soient X un espace de Baire et U un ouvert de X. Soit (U,),5, une
suite d’ouverts denses dans U. Alors, pour tout n > 0,U, est un ouvert de X et

ona U, N U = U, voir exercice 1.24. Soit F = D,,, alors F est un fermé de X et on
n>0

U c F. Soit V = X\F, alors V est un ouvert de X. On pose V,, = U, UV, alors V,, est
un ouvert de X etona V, = U, UV = X. Puisque X est un espace de Baire, alors

QvV, = ( ﬂoun) U V est dense dans X. D’ofi on a (Sngom) UV = X. Par conséquent
n>

n=>0
onall=XNU=([TsU,NU)UVNU).Orona?nU=0,doill=NUNU

Autrement dit, ﬂol,ln est dense dans U. Donc U est un espace de Baire. O
nz

Théoréme 7.2: Soit (X,d) un espace métrique complet. Alors X est un espace de
Baire.
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Démonstration : Soit (U,,),., une suite d’ouverts de X et denses dans X. Pour montrer
que (), U, est dense dans X, d’apres la proposition 1.2.4, il suffit de montrer que
pour tout ouvert non vide V de X,V N,59 U, # 0. Comme U, est dense dans X,
alors VN Uy # 0, et soit xyp € VN Uy. Comme V N Uy est un ouvert de X, il existe
ro > 0 tel que rop < 1 et B(xp,2r9) € V N Up. On construit, par récurrence sur n,
une suite (x,),, dans X et une suite (r,), > 0 de nombres réels strictement positifs
tels que r, < 27" et B(x,,2r,) C U, N B(x,-1,74-1), pour tout n > 1. En effet, on
a déja construit x; et ry et supposons x, et r, construits; comme U,;; est dense
dans X, il existe x,,1 € U1 N B(x,,1,). Comme U,.; N B(x,,1,) est ouvert, il existe
0 < rpe1 < 2771 tel que B (Xy41,27041) € Upsr N B(xy, 7). Soit B, = B’ (x,,7,), on a
By+1 C B(xpt1,21941) C B(x,, 1) C B,- Comme 1'espace (X,d) est complet et les B,
forment une suite décroissante de fermés non vides dont les diamétres tendent vers
0, d’apros le théoréme de Cantor, on a nQoB” #0.0r By C Vet, pour toutn >0,ona

B, c U, donc ﬂOBn cvVn ﬂoun. Par conséquent, ona VN VN U U, # 0. Donc Dolln
n> nz n=

n20n=0
est dense dans X. Soit (f,), > 0 une suite de fonctions continues de [0,1] dans R
telle que pour tout x € [0, 1] La suite (f,(x)), > 0 converge vers un point f(x) € R.IL.
I existe des exemples qui montrent que f n’est pas toujours continue sur [0,1]. La
question maintenant est de savoir s’il existe une telle suite (f,), > 0 telle que f soit
discontinue partout sur [0, 1] ou bien de savoir s’il y a un moyen pour controler la
discontinuité de f. Le théoréme suivant répond a cette question. |

Théoréme 7.3: Soient X un espace de Baire, (Y,d) un espace métrique, f une appli-
cation de X dans Y et (f,), > 0 une suite d’applications continues de X dans Y telle
que pour tout x € X, la suite (f,(x)),., converge vers f(x) dans Y. Soit C I'ensemble
des points de X en lesquels f est continue. Alors C est dense dans X.

Théoreme 7.4: Tout espace localement compact X est un espace de Baire.

Démonstration : Nous allons montrer que dans chacun des deux cas 'axiome (EB)
est vérific. Soit (A,) une suite d’ensembles ouverts partout denses dans X, et soit G
un ensemble ouvert non vide quelconque. On peut définir par récurrence une suite
(G,,) d’ensembles ouverts non vides tels que G; = G et Gn41 € G, N Ay en effet, G,
‘étant pas vide par hypothése, G, N A, est un ensemble ouvert non vide ; comme X est
régulier dans les deux cas envisagés, il existe un ensemble ouvert non vide G, tel
que Gn+i € GhNA,,. Cela étant 'ensemble GN [T, A, contient l'intersection des G,,,
et cette derniere est identique a l'intersection des G,,; tout revient a montrer que les
ensembles G, ont une intersection non vide. Or, lorsque X est localement compact,
on peut supposer G, compact; dans l'espace compact G, les G, (n > 2) forment une
suite décroissante d’ensembles fermes non vides, et ont donc au moins un point
commun d’aprés I'axiome (C"). Lorsque X est un espace métrique complet (pour
une distance compatible avec sa topologic), on peut supposer G, choisi de sorte que
son diamétre (relatif a cette distance) tende vers 0 lorsque n croit indéfiniment ; les G,
forment alors une base de filtre de Cauchy qui converge vers un point appartenant
nécessairement a leur intersection. O
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Exemple 7.3: . R n’est pas dénombrable : Baire en donne une nouvelle preuve, en
appliquant (iii) aux fermés réduits f un point (voir aussi la remarque 1 ci-dessous).
De méme R 2 n’est pas réunion dénombrable de droites, ni de cercles, de paraboles...
Mais liensemble des rationnels est évidemment réunion dénombrable de points. Les
assertions du Q peuvent donc étre fausses si on omet 'hypothése complet. Voir
cependant la remarque 2

Par passage aux complementaires I'ensemble R\Q des irrationnels est intersec-
tion dénombrable d’ouverts denses. Mais il n’est pas réunion dénombrable de fermés
d’intérieur vide (sinon IR, réunion de R\Q et Q le serait aussi). En passant a nouveau
aux complementaires, on voit donc que Q n’est pas intersection dénombrable d’ou-
verts de R (de tels ouverts, contenant Q, seraient forcément denses). On verra une
application a 'Exemple 4.

Exemple 7.4: Un Banach est de dimension finie ou non denombrable. Autrement dit
un espace vectoriel normé E qui admet une base infinie dénombrable (par exemple
I'espace des polynomes ) ne saurnit etre complet ([G] p. 393). Soit en effet E, le
sous-espace de E engendré par les n premiers vecteurs ey, ..., e, de la base. D'une
part E, est fermé dans E (car de dimension finie, donc complet). D’autre part E, est
d’intérieur vide : s’il contenait une boule ||x — 4|| < 7, il contiendrait la boule ||x|| < r
par translation, donc l’espace entier par homothétie; alors E = E, serait de dimension
finie. Le theoreme de Baire interdit alors a 'espace E, réunion dénombrable des E,,
d’etre complet. Le résultat s’applique notamment au Hilbert £2, ce qui ne 'empeche
pas d’avoir une base hilbertiennbrable! Ne pas confondre base an sens algébrique
(tout vecteur est alors combinaison linéaire finie de vecteurs de la base) et base
hilbertienne (tout vecteur est alors limite de combinnisons linénires finies de vecteurs
de la base).

Corollaire 7.1: Soient X un espace métrique complet qui est réunion dénombrable
de fermés F,. Alors la réunion des interieurs des F, est un ouvert dense de X.

7.2 Fonctions continues et semi-continue sur les espace de Baire

Théoreme 7.5: Soit X un espace de Baire, et soit (f,) une famille de fonctions nu-
mériques semi-continues inferieurement dans X, telles qu’en tout point x € X, I'en-
veloppe supérieure sup f,(x) soit finie. Dans ces conditions, tout ensemble ouctert
non uide contient un sous- ensemble ourert non vide dans lequel la famille (f,) est
uniformément majorke.

On peut encore tnoncer le théortme en disant que I’ensemble des points au voisinage
desquels la famille (f,) est uniformément majorée est un ensemble oubert partout
dense.

Soit f = sup f, I'enveloppe supérieure de la famille (f,); la fonction f est semi-
continue inférieurement (IV, p - 30, th, 4) et finie en tout point de X.II suffit donc de
faire la démonstration lorsque la famille (f,) se réduit a une seule fonction f. Soit A,
I’ensemble des points x € X tels que f(x) < n; A, est fermé.
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Proposition 7.3: et I'hypothése entraine que X est réunion des A, , donc I'un . au
moins des A, a un point interieur, ce qui montre qu'il existe un ensemble ouvert
non vide dans lequel f est majoré (par un entier n ). Si on applique ce resultat a
un sous-espace ouvert non vide quelconque de X (sous-espace qui est un espace de
Baire d’apres la prop. 3 de IX, p. 54), on obtient le théoréme.

Les applications les plus fréquentes de ce théoréme se rapportent au cas ot les f,
sont continues dans X.

7.3 Théoréme de Banach-Steinhauss

Définition 7.3.1: Soiet X un espace topologique et A un sous-ensemble de X.On dit
que A est maige dans X s’il existe une suit (A,),so de sous-ensemble de X telle que

A = U504, et pour tout n > 0 ,on ait A=0.
Exemple 7.5: L'ensemble des rationnels Q est maiger dans RR.

Remarque 7.1: Soit X un espace de Baire, voir proposition espace de Baire (les pro-
priétés sont équivalentes) et théoreme espace de Baire.Alors on a:

1. X'n’est pas maiger dans X, si X # 0.
2. Si A est un sous-ensemble maiger dans X,alors X \ A est dense dans X.

Soient (E, |lll), (E IllI") des espace normés et A un sous-ensemble borné dans L (E; F),
alors pour tout x € E, le sous-ensemble f(x); f € A est borné dans F. En effet, soit
M > 0 tel que pour tout f € A,on ait ||f|| < M.Soit x € E, alors pour tout f € A, on a
N < lIfNlllxll < M]lx||. Donc I'ensemble f(x); f € A est borné dans F.

Théoréme 7.6 (Théoreme de Banach-Steinhauss ): Soient (E, [||[), (F, |||") des espace nor-
més et A un sous-ensemble L (E; F).Pour tout x € E,soit A, = f(x); f € A C F et soit
B = x € E; A,soitborndansF.Si B n’est pas maigre dans E,alors 'ensemble A est borné
dans L (E; F).Autrement dit, il exist une constant M > 0 tel que pour tout f € A,on
ait || f|| < M.En particulier, ona B = E.

Démonstration : Pour toutn > 1, posons; C, = {x € E;||f||' < n,pourtoutf € A} = {x €
E; Ax C Bi(0,n)}. Pour tout f € A,Cy,, = x € E;[|f|I' < n est fermé dans E.Comme on a
Cu Ngea Cyy, alors C, est fermé dans E. De plus, on a B = U,51C,,.Puisque B n’est pas
maiger dans E, il existe n > 1 tel que C, ait un intérieur non vide.Pour tout n > 1,
on a C, = nCy, et comme la multiplication par n, n # 0, est un homéomorphisme,
on en déduit que C; a un intérieur non vide. Donc il existe xy € Cyrtr > 0 tels que
B(xo,r) C Ci.Autrement dit, il existe r > 0 tel que, pour tout z € B(x, ) et pour tout
f € A, ondit ||f(z)|' < 1. Soient x € B(0,1) et f € A; comme xy F rx € B(x,,7) et

flx) = %(f(xo + rx) — f(xo — rx)), on obtient ||f]|" < % Donc, pour tout x € B(0,1) et

1 1
pour tout f € A,ona [|f||' < —. Cela montre que pour tout f € A, ona ||f||' < —. O
r r
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Corollaire 7.2: Soint (E, ||.]|) un espace de Banach, (F, ||.||') un espace normé et A un
sous-ensemble L (E; F). Les propriétés sont équivalentes.

(i) A est borné dans L (E; F).

(ii) Pour tout x € E, le sous-ensemble f(x); f € A est borné dans F.

Démonstration : Ceci résulte du théoreme précédent et du fait que si E est un espace
de Banach, alors E n’est pas maigre dans E car E est un espace de Baire. m|

Corollaire 7.3: Soint (E, ||.|[) un espace de Banach, (F ||.||') un espace normé et (f,).so
une suit non bornée dans £ (E; F). Alors 1'ensemle

D = {x € E; (fu)nson’est pas convergents dans F}

est dense dans E.

Démonstration : Soit B = {x € E; (fi)us0 soitborn dans F}. D’aprés le théoreme
précédent, I'ensemble B est maigre. Comme E est un espace de Baire, alors E \ B est
dense dans E. Oron a E \ B ¢ D, donc D est dense dans E. O

Corollaire 7.4: Soint (E, ||.||) un espace de Banach, (F, [|.||') un espace normé et (f,,),s0
une suit d’applications linéaires continues de E dans F. On suppose que pour tout
x € E, la suit (f,)u0 converg; notons f(x) sa limite. Alors la suit (f,),s0 est bornée, f
est linéaire et continue et on a 4||f|| < liminf, . |[f.ll-

Démonstration : Il est clair que f est linéaire. Pour tout x € E, la suit (f,).s0 est
convergente, donc bornée. Par le théoreme précédent, il existe une constante M > 0
tell que pour tout n € IN, on ait 4||f|| < M. Dong, pour tout x € E et toutn € N, on a
allfll” < Ml|x||. On passe a la limite, on trouve || f||" < M||x|. Donc f est continue. Pour
toutx € E,ona:

IF@I = Tim [If (I = liminf Lf, (ol
< timinf lfll = ] lim inf |,
Par conséquent, on a
allfll < lim inf |f, .
O
Proposition 7.4: Soint (E, ||.||) un espace de Banach, et (F,||.||") ,(G, ||.||I") deus espaces

normés. Soit B : E X F — G une application bilinéaire vérifant les conditions sui-
vantes :

1. Pour tout x € E, I'application linéaire y — B(x, y) est continue,

2. Pour tout y € F, I'application linéaire x — B(x, y) est continue.
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Alors B est continue.

Démonstration : bilinéaire B est continue s’il existe une constante M > 0 tell que
pour tout x € Bx = Bp/(0,1) et pour tout y € Br = Bp(0, 1), on ait ||B(x, y)|| < M. Pour
x € E,J'application y — B(x, y) est linéaire continue de F dans G, donc il existe une
constante M, > 0 tell que pour tout y € Bg, on ait ||B(x, y)|| < M,. Pour tout y € Bf,
I'application B, : x — B(x, y) est linéaire continue de E dans G.Soit A = B,; y € By,
alors A est une famille d’applications linéaires continues de E dans G telle que
pour tout x € E, il existe une constante M, > 0 tell que pour tout y € Br, on ait
1B, (Il = [I1B(x, y)ll < M. D’aprés le corollaire(1), la famille A est bornée. Autrement
dit, il existe une constante M > 0 tell que pour tout y € Bf, on ait ||B,|| < M. D’
ol pour tout x € Bg et pour tout y € By, on a [|B(x, y)l| = [IB,(x)|l < M. Donc B est
continue. O

Exercice

Exercice 7.1: Soient E un espace de Banach et T : E — {* un application linéaire.
Pour tout n > 0, soit f, : {* — K la form linéaire continue défine par f,(x) = x,,
pour tout x = (x,,),50 € €. Montrer que T est continue si et seulement si pour tout
n >0, f, oT est continue de E dans K.

Solution : Comme pour tout n > 0, f, est une form linéaire continue sur £=, il en
résulte que si T est continue, alors pour tout nn > 0, f, o T est continue.
Réciproquement, supposone que pour tout n > 0, f, o T est continue. Pour tout x € E,
ona| f,oT(x) |=| f,(T(x)) |=< [|IT(x)||c. Parle théoreme de Banach-Steinhauss,corollaire
1.1, il existe une constante M > 0 tell que pour tout n > 0 et pour tout x € E, on ait
| fu o T(x) |< Mllx||. D’ot1 pour tout x € E, on a [|T(x)||lc = sup | f» o T(x) |< M]x]|.

n=0
Donc T est continue.

Exercice 7.2: Soient E un espace de normé et D un sous-ensemble de E. On suppose
que pour tout f € E*, 1" ensemble f(D) est borné dans K. Montrer que D est borné
dans E.

Solution: Soit] : E — E™ = L(E*; K) 'application canonique. Pour tout x € E et tout
f € E,ona J(x)(f) = f(x). Par hypothese, pour tout f € E*, 'ensemble J(x)(f);x € D
est borné dans K. Alors on déduit, par le théoréme de Banach-Steinhauss, que J(D)
est borné dans E*, donc D est borné dans E car | est une application isométrique.

7.4 Espace vectoriels topologiques tonnelés

Les propriétés précédentes sont réalisées par une classe d” espace vectoriels topo-
logiques bien plus étendue que les espaces Baire, si I’on se restreint a ne considérer
que des espaces localement convexes.
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Définition 7.4.1: On dit qu'un espace vectoriel topologique E est tonnelé s’il est
séparé, localement convexe, et si tout tonneau, c’est -a-dire toute partie T, convexe,
équilibrée, fermée, absorbante, est un voisinage de O.

On sait qu’il existe un systéme fondamental voisinages de O convexes, équilibrés
et fermés, et que tout voisinage de O est absorbant; on suppose ici qu'une certaine
réciproque est vérifiée.

Théoreme 7.7: Tout espace vectoriel topologique localement convexe de Baire est
tonnelé.

Démonstration : Soit T un ensemble convexe équilibré fermé absorbant. La réunion
des nT,n € IN, est I'espace entier, puisque T est absorbant; les T étant fermés et E de
Baire, ]'un d’eux a un intérieur non vide, donc aussi T lui-méme par homothétie. Soit

donca € T; comme T est équilibré, a € T, et alors le théoreme de Banach-Steinhauss

dit que, T étant convexe, O € T. O

Remarque 7.2: 1. En général, un espace vectoriel normé non complet, qui n’est
pas de Baire; n’est pas non plus tonnelé.
Reprenons I'exemple donné a la remarque 2 qui suit le théoreme . L'espace E
indiqué n’est pas tonnelé.
En effet la boule unité B de C[0, 1], pour sa norme usuelle ||.||, est un tonneau
de E

2. Laréciproque n’est pas vraie, bien des espaces tonnelés ne sont pas de Baire;
c’est justement ce qui fait leur intérét, c’est une classe d’espace bien plus large
que celle des espaces de Baire, néanmois ils en ont certaines des propriétés
essentielles. Par exemple, méme un produit de deux espaces de Baire n’est
pas forcément de Baire; d’autre part, quotient d’'un espaces de Baire par un
sous-espace vectoriel fermé n’est pas nécessairement de Baire.

Théoréme 7.8: Un produit d” espaces vectoriels topologiques tonnelés est tonnelé;
le quotient d"un espace vectoriel topologique tonnelé par un sous-espace vectoriel
fermé est tonnelé.

Démonstration : Pour un produit fini, c’est évident. Soit T un tonneau E = E; X E; X
... X E,, E; tonnelés. On sait (premiére partie) qu'on peut remplacer la produit par
la somme directe E = E; ® E; & ... ® E,. Alors l'intersection T; de T avec chaque
sous-espace E; est un tonneau, donc un voisinage de O dans E;. Mais alors, T étant
convexe, il contient

I + I +. L

4

n n " on
qui est un voisinage de O dans pour la topologique produit de E, d’ou la résultat.
Supposons que E soit un produit quelconue : E = I1E;, E; tonnelés. Soit T un tonneau

i€l
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de E. Montrons qu’il existe un | fini C I tel que 'espace IT{O} X ITE; soit contenu
ie] i€]

dans T. Supposons en effet que ce soit inexact, et montrons que nous aboutissons
a une contradiction. Pour tout J, il devait exister un a; € E, de projection nulle sue
I1E;, et non siuté dans T. Pour tout K C I soit g I'opérateur de projection de E sur
ie]

ITE;. Il existe un K fini C | tel que mxa; ¢ mxT; sans quoi 4; serait adhérent a T (en
ieK

effet, tuot voisinages 9 de a; contient un produit IT 9; X IT E;, ot 9; est un voisinages

iekK ieCk
ma;; a fortiori 9 contient {miexaj} X I1 E;; si mga; € nixT, c’est qu'il existe b € T tel
ieCk
que Tk = Tiekb, alors 3 contient {m;exb} X I1 E; donc b, donc tout voisinages 9 de
ieCk

ay couperait T, donc dans T supposé fermé. Donc il existe un K €C |, et a;x dont
les seules coordonnées non nulles sont d’indice i € K, tel que a;rxT . Partons d'un
Jo arbitraire, prenons pour J; 'ensemble K, ainsi associé a ], pour ], 'ensemble Kj,
associéa [, ,etc...

Nous avons ainsi une suite infinie Jy, J1,...J,, ..., et des points 4y, ;, ,, tels que les
seules coordonnées non nulles de 4y, j, ,, sont d'indice i € [,.1\],, et que a;,;,., €
7., I. Quels que soient les scalaires cy,cy,...,c,, il existe un scalaire c,.; tel que
Coj,j, +C1ay,, +. ..+ a1y, ., Ne soit pas dans (n+1)m;,,, T (si en effet, pour tout ¢4, ce
point était dans (n + 1)m;,,, T, comme 7, T est convexe équilibré, le point différence
enter celui qui correspond a c,.1 et celui correspond a c,.1 + 2(n + 1) serait dans
2n+1)m;,,,T;orc’est2(n+1)ay, .., € 2(n+1)m;, ., T). On détermine ainse une suite de
nombres ¢y, ¢y, ..., Cy, . . . tels que, pour tout n,coay, j, +c1ay, 5, + . . . +cuay, j,,, Ne soit pas
dans (n + 1)mt;,,,T. La série Z>:0 Cny, ., €st sommable dans E, prace que chacune de

n

ses projections par 7; est sommable, n"ayant qu'un nombre fini de termes non nuls.
Soit S sa somme. Alors S ne puet pas étre absorbé par T. Si en effet nous effectuns la
projection 7., 1y, .S € (n+ 1)), , T, donc a fotiori S ¢ (n + 1)T, donc S ¢ (n + 1)AT,
pour A < (n + 1), donc S n’est pas absorbé par T. Or ceci contredit le fait que T,était
un tonneau, est absorbant. Nous avons donc bien obtenu une contradiction. Donc il
doit bien exister [ fini C I tel que 1"5 {O} x I"CI E; soit dans T. D’auter part, J étant fini,
1€ i€ Ii
T coupe q E x I"CI {O} suivant un voisinage de O, T}. Alors T, étant convexe,contient
1€ ie(;
%T] X I‘C[ E; que est un voisinage de O de E; donc E est bien tonnelé.
1€
Le cas ch]l quotien est trivial. Soient E tonnelé, F sous-espace vectoriel fermé de E; le
quotien E/F, muni de la topologie quotien, est séparé; soit 7 la projection canoniqe
de E sue E/F. Soit T un tonneau de E/F; ' T est trivialement un tonneau de E, donc
c’est un voisinage de O, donc T est bien un voisinage de O de E/F, et celui-ci est bien
tonnelé. O
Voici un auter exemple d’espaces tonnelés.
elle induit une semi-norme continue pour la topologie ¢;

Théoréme 7.9: Soient E un espase vectoriel,(E);c;, une famille de sous-espace vecto-
riel topologie localement convexe. Placons sur E la topologie ¢ limite inductive des
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topologies ¢; des E; . Alors ¢ est sur E la topologie d’ espace vectoriel localement
convexe la plus fini qui rend les injections canonique des E; , munis de ¢; dans E
, continues, ou encore qui induise sur chaque E; une topologie moins fine que ¢;.
Pour qu’une application linéaire de E dans un espace vectoriel topologie localement
convexe F, soit continue, il faut et il suffit que sa restriction a chaque E; , muni de ¢;,
soit continue. Si les E;, muni de ¢;, sont tonnelés, alors E muni de ¢, s’il est séparé,
est tonnelé.

Démonstration : Soit ¢’ une topologie d’espace localement convexe sur E.

D’aprés, pour que l'injection de E;, muni de ¢; dans E muni de ¢’, soit continue, il faut
et il suffit que, pour tout semi-norme continue 4’ pour ¢’, la semi-norme induit par g
sur E;soit continue pour ¢’; cela exprime exactement que chaque q est acceptée, donc
que ¢’ est moins fine que ¢, d’ou1 la premiére assertion. Elle est trivilement équivlente
a la deuxiéme. Elle signifie aussi que les semi-norme acceptées sont exactement les
semi-norme continues sur E pour ¢. Soit ensuit une application linéaire ude E dans
un espace vectoriel topologie localement convexe F. Pour qu’elle soit continue, il
faut et il suffit que, d’aprés pour tout semi-norme continue g o u soit continue sur
E c’est-a-dire acceptée;ceci veut dire g4 o u induit sur chaque E une semi-norme
continue pour ¢;; et cela équivaut a dire que induit sur chaque E une application
continue pour ¢;. Supposons enfin les E; tonnelés et E; séparé .Soit T un tonneau
de E. Puisque ¢ induit sur E une topologie moins fine que ¢;, TN E; = T; est a
fortiori fermé pour ¢;; et convexe équilibré. Donc T; est un voisinage de O pour ¢;
supposée tonnelé. T a une jauge p, définie a peu prés comme au théoréme : pour
tout x € E,p(x) est la borne inférieure des nombres réels K > 0 tel que x € KT. Du
fait que T est absorbant, on démontre, comme dans ce théoréme que p(x) < +oco0. Du
fait que T est convexe équilibré, on a p(x + v) < p(x) + p(y), et p(Ax) =| A | p(x) pour
A scalaire. La seule différence avec la jauge du théoréme cité est qu’elle n’a aucune
raison a priori d’étre continue et que T, étant fermé et non ouvert, est I'ensemble des
p(x) < letnon < 1. De toute facon, p est une semi-norme. Sur le sous-espace vectoriel
E; muni de la topologie ¢;, T découpe un ensembleT; qui est un voisinage de v; donc
p est continue sur E; pour la topologie ¢;; donc p est semi-norme acceptée, donc est
continue sur E pour la topologie limite inductive ¢. Donc I’ensemble T, semi-noule
de p, est un voisinage de O.

On foreme aisément, avec des limites inductives, des espaces qui ne sont pas de
Baire. En voici un qui jouera un role essentiel dans la théoréme de I'intégration. Soit
X un espace topologie localement compact. On appelle p(X) 'espace des fonctions
complexes continues sur X, nulles en dehors de compacts. Autrement dit, un élément
de u(X) est fonction complexe continue ¢ sur X, telle qu’il existe un compact K de X
pour lequel ¢ soit nulle sur CK. Pour un compact K de X, appelons ux(X) I'espace
des fonctions continues sur X, nulles dans CK. Par définition, p(X) est la réunion des
sous-espace tg(X). Mais les ux(X) ont une topologie naturelle, définie par la norme

91l = max | $(x) |

Pour cette topologie ux(X) est un BanachP. Placons alors sur p(X) la topologie limite
inductive des ux(X). Elle parait, au premier abordn peu uitisable et peu visible;
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encore une fois, elle joue un role essentiel dans l'intégration. La topologie 1(X) est
plus fine que topologie induite par 1’espace (C/,) des fonctions continues bornées; en

effet, la norme de ce dernier, ||¢]| = sup | ¢(x) | ., induit sur chaque px(X) sa norme
xeX
uselle, donc elle est acceptée. Comme ||¢|| = 0 implique ¢ = 0, u(X) est séparé, doncil

tonnelé. Notons, sans insister, que la topologie de px(X) est strictement plus fine que
topologie induite par(C/,). Or les ux(X) sont des Banach, donc des espaces de Baire,
donc tonnelés, donc la limite inductive des ux(X) est aussi tonnelée. Oren général
n’est de Baire. Supposons en effet qu'il existe sur X une suite de compacts K, telle
que tout compact soit contenue dans 'un des K, ;( par exemple un espace vectoriel
de dimension finie pour une norme quelconque), on peut prendre pour les K, les
boules de rayon n € IN. Alors u(X) est aussi la réunion des g, (X). Mais kg, (X) est
un sous-espace vectoriel fermé de u(X) (il est déja fermé dans u(X) pour la topologie
de la convergence simple C’, qui est beaucoup moins fine). Un sous-espace vectoriel
fermé distinct de 'espace entier n’a pas d’intérieur (sans quoi, par translation, il
serait un voisinage de O, et alors, étant absorbant et invariant par homothétie, serait
I'espace entier). Donc 1(X), réunion dénombrable de fermés sans intérieur, n’est pas
de Baire; mais il est tonnelé.

7.4.1 Donnons maintenant les principales propriétés des espace tonnelés.

Théoréme 7.10: Soient E et F deux espaces vectoriels topologique localement convexes,
E tonnelé. Soit (2 un ensemble d’applications linéaires continues de E dans F. Si, pour
tout x de E, Q(x) = {(ux); u € Q} est borné dans F, alors Q) est équicontinue.

Démonstration : Soit 3 un voisinage de O dans F, que nous pouvons supposer
convexe équilibré fermé.

L'ensemble T = {x € E; u(x) € 9 pour toute u € Q} est alors convexe équilibré fermé,
comme intersection d’ensembles convexes équilibrés fermés. Il est absorbant, prce
Q est bornée dans L; (E, F); soit en effet x € E; ()(x) est bornée dans F, donc il existe
A > 0tel que Q(x) C A9, donc x € AT. Donc ¢’est un tonneau, donc un voisinage de O
puisque E est tonnelé. Et alors cela si gnifie bien que € est équicontinue a I'origine,
donc partout. O

Corollaire 7.5: SiE et F sont localement convexes, E est tonnelé, alors dans .L (E, F), il
y a identité entre parties bornées pour une quelconque topologie L, (E, F) (o, famille
de parties bornées de F comprenant au moins toutes les parties réduites a un point),
et les parties équicontinues.

En effet, toute partie équicontinue est bornée pour toute les topologies L, (E, F), et
nous voyons maintenant que toute partie bornée pour £; (E, F) est équicontinue.

Corollaire 7.6: Si E est une espace vectoriel topologique tonnelé, il y a identité, dans
le dual E, entre partie *-faiblement bornées, bornées pourE; *-faiblement bornées, et
équicontinues.
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Corollaire 7.7: (Banach-Steinhauss)-Soiet E et F des espaces vectoriels topologiques
localement convexes, E est tonnelé, et u,n € IN, une suite d’applications linéaires
continues de E dans F, convergeant simplement vers une limite u. Alorsuest linéaire
continue, et les u, convergeant vers u uniformément sur tout compact de E. Si les e,
sont des éléments de E ayant une limite e pour # infini, les u,(e,) convergeant vers

u(e).

7.5 Espace de Montel

Définition 7.5.1: une espace vectoriel topologique E est dit de Montel sil est tonnelé,
et si toute partie bornée est relativement compacte.

Comme l'dhérence d’un partie bornée est encore bornée, il revient au méme de
dire que toute partie fermée est bornée compacte. Un espace vectoriel topologique
séparé de dimension fine est de Montel; une espace vectoriel normé de dimension
infine ne 1" est jamais, en vertu du théoreme de Riesz. Mais on verra qu’il existe des
espaces importants en analyse, de dimension infine, qui sont de Montel (donc non
normables).

Théoreme 7.11: Soit E une espace Montel. Alors il est réflexif, et son dual fort E” est
aussi Montel. Sur toute partie faiblement bornée de E , les topologiques initiale et
affaiblie coincident; sur toute partie *-faiblement bornée de E , les topologiques et *-
forte et *-faibl coincident. Toute suite de E , *-faiblement convergeante, est conver-
geante poure la topologiques initiale; toute suite de E’, *-faiblement convergeante,
est *- fortement convergeante.

Démonstration : E est évidement semi-réflexif; car toute partie faiblement fermée et
bornée, est relativement compacte puisque E de Montel; mais elle est fermée, donc
compacte, donc faiblement compacte, et on applique le critére de semi-réflexivité de
Macky. Mais E est tonnelé, donc il est réflexif. Alors E’ est aussi réflexif, donc lui
aussi tonnelé la topologique *-faibl de E’ est l'affaiblie de 1" *- forte. Il reste a voir
que tout *- fortement bornée de E’ est *- fortement relativement compacte. Mais, les
bornées de E étant relativement compacte, la topologique *-fort de E’ est aussi la

topologique (Eg de la convergence uniforme sur les parties compactes de E; mais
une partie *-fortement bornée de E’ est équicontinue, donc relativements compactes
dans E.. Donc E’ fort est bien de Montel.

Une partie faiblement bornée B de E , donc bornée par Banach-Macky, et contenue
dans un compacte K; la topologique de K est identique a toute topologique séparée
plus faible, donc a sa topologique affaiblie ; donc sur K comme sur B, les topologiques
initiale et affaiblie coincident. De méme, sur toute partie *-faiblement bornée de E’,
les topologiques *- forte et *-faibl coincident. Une suite faiblement convergeante de
E est faiblement bornée; donc elle est aussi convergeante; et de méme une suite
faiblement convergeante de E’ est *-fortement convergeante.
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Remarque 7.3: Du fait que les topologiques initiale et affaiblie d'un Montel E in-
duisent la méme topologique sur les parties bornées et aient les mémes suites conver-
geantes, il ne faudrait pas déduire qu’elles coincident.

Exemple 7.6: Soit C"[0, 1] 'espace vrctoriel des fonctions de slasse C", c’est-a-dire a
dérivées continus jusqu’a 'ordre m inclusivement. On puet le munir de la norme

D" = max | D'®(x) |,
pel0,1],p<m

ou D'® est la dérivée p — ime de O.

Exemple 7.7: Tout espace séparé de dimension finie est un espace de Montel. Un
espace normé qui est un espace de Montel localement compact, donc de dimension
finie.

Théoreme 7.12: Les espace C"[0, 1], C*[0, 1],6™(€2), 6(€2), D"(C2), D(€2) sont complets
et tonnelés. Les espace C™"[0, 1], 6(€2), D(Q2) sont des espaces de Montel.

Corollaire 7.8: Les espace C"[0, 1], 6(€2), D(€2) sont réflexifs, et leurs duals fort sont
des espaces de Montel.
Il suffit d’appliquer. Le dual de D’(€2) s’appelle espace des distributions sur Q

Exercice

Exercice 7.3: Montrer qu'un espace de Banach E dont le dual fort E’ est de type dé-
nombrable, et qui est semi-complet pour la topologique affaiblie o(E, E’), est réflexif.

Exercice 7.4: Montrer qu’il existe dans F des ensembles compacts pour o(F, G) et de
dimension infinie. Montrer qu’il existe aussi dans F des ensembles précompacts pour
o(F, G) et non relativement compactes.

Exercice 7.5: Soient E un espace localement convexe séparé, E’ son dual. Montrer
que les propsitions suivantes sont équivalentes :

i. E est tonnelé.
ii. toute partie faiblement bornée de E’ est équicontinue.

iii. toute partie faiblement bornée de E’ est relativement faiblement compacte, et
la topologie de E est 6(E, E’).

Exercice 7.6: Soient E un espace localement convexe séparé et quasi-copmle, E” son
dual.

Montrer que sur E’ la topologique de la convergence copmacte est la plus fine des
topologiques compactes.
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7.6 Théoréeme de Banach-Mackey

Définition 7.6.1: E est un espace a barreaux ¢, (quasibarrellés c)) si toute suite nulle
dans (E, o(E’, E)) (E, B(E’, E)) est E-équicontinu.
Notez est espace cy barillet est un espace ¢y quasibarrelled.

Lemme 7.1: Si (E,o(E’,E)) est un espace de Banach-Mackey, ot o(E’, E) désigne la
topologique de Mackey, et I'espace a quasibarrellés ¢, alors c’est un espace a ¢, barils.

Définition 7.6.2: étant donné une dual paire (X, Y, (, )), une topologique dual sur X
est une topologique localement convexe 7 tout pour que (X, 1)’ = Y). Ici (X, 7)désigne
le dual continu de et (X, 7)" = Y) signifie qu'il existe un isomorphisme linéaire

VY- (X1),y= (x- ().

Si une topologique localement convexe 7 sur X n’est pas une topologique dual, alors
W n’est pas surjectif ou est mal défini car la fonction linéaire x — (x, y) n’est pas
continu sur X pour certains y.

Exemple 7.8: ¢ Dans tout espace vectoriel topologique, les ensembles finis sont
bornés, en utilisant que I'origine a une base locale d’ensembles absorbants.

e L’ensemble des points d"une suite de Cauchy est bornée, I'ensemble des points
d’un filet de Cauchy n’a pas besoin d’ étre bornée.

e Chaque ensemble relativement compacte dans un espace vectoriel topolo-
gique est borné. Si l'espace est équipé de la topologique faibe, 'inverse est
également vrai.

Théoreme 7.13: Pour tout espace semi-normé séparé E :
Borné dans E — faible & Borné dans E.

Démonstration : Borné dans E = dans E-faible. L'inclusion E C E-faible cette pro-
priété. (Elle résulta plus directement de la majoration).

Borné dans E-faible = dans E. Soit U un borné dans E-faible.

Le cas ou E est normé. La topologique de E’ est alors définie par la norme duale :

| <€, e) |
lle'lle = sup ————
e€E e#0 ”ellE

Pour tout e € E, définissons une appliction linéaire T, de E’ dans R par
To(€') = (¢, e).

Comme {¢’, e) < |lle|lle|lelle, 'application T, est continue. D’autre part, comme U est
borné dans E-faible et comme {¢’, e) = |lel|e- faipie,r, ON @, pour tout ¢’ € E’,

sup | Te(e/) |: sup ”e”E—faible;e’ < 00.
ecU eeU
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L’espace E’ étant de Banach, le théoréme de Banach-Steinhauss montre que T, : e € U
est équicontinu et, plus précisément, qu’il existe c € IR tel que

sup | Te(e") I< cllle’llle-
ecl

Donc, U est borné dans E. O Le cas général. Revenons au cas ot E est semi-normé.
Soit ||.||, une de ses semi-normés et

E/IN={v:veE), o v={x€E:|x—v|g =0}
L’espace quotient de E par le noyau N de ||.||¢,,, est normé par
1Vl = V-

Soit A € (E/N)’. D’aprés la caractérisation du dual du théoreme, il existe c > 0 tel que
| {A,.) I< cll.llg/n- On définit une application p de E dans R par :
pour toute € E

(p,e) = (A, e).
Elle est linéaire car I'application e > e est linéaire d’aprés . De plus
| {p,e) 1= (A, ey I< cllelley = cllellen
donc p € E’. En outre,
Il e lle/n-faiier =1 (A, €) 1=1 {p, e} |= llelle- faibie;p-

Comme U est borné dans E-faible, il en résulte que

sup || € |e/N—faivie;r = sSup |lelle-faivle;p < 9.
ecU ecU

L’ensemble lj[ = {e : ¢ € U} est donc borné dans E/N — faible. Comme E/N est normé,

le cas d’un tel espace montre que U est borné dans E/N donc

sup |lellg;, = sup |l e|lg/n < oo.
ecl Eefj

Ceci est vrai pour toute semi-norme |||, de E, ce qui prouve que U est borné dans E.

Exemple 7.9: Soita = (a,),cy une suite donnée de nombres complexes. Si pour toute
suite b = (b,) dans ¢? la strie )., a,b, converge, alors a est aussi dans {2 Soit en effet
Sy la forme linéaire sur £? définie par

N
Sn(b) = Z a,b,.

n=0
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Par hypothese les Sy convergent simplement sur ¢>. D’apris le théoréme de Banach-
Steinhaus I existe M > 0 tel que ||Sy|| < M pour tout N (norme d’application linéaire).

Comme
N 1/2
ISl = (Z |an|2]
n=0

(calcul facile) on en déduit a € €2 en faisunt tendre N vers l'infini. Ne pas confondre
ce resultat avec le théoréme de Riesz, de Riesz, d’apres lequel toute forme linéaire
continue sur ¢? s’écrit b — Y a,b, avec (a,) € ¢> 1 Iri la contimuité de b — Y a,b,
n’était pas supposée a priori.

Corollaire 7.9: Soit E un espace de Banach et F un espace vectoriel normé. On sup-
pose que pour tout nT, est un opérateur linéaire de E dans F et que pour tout
x € ET,x — Tx. Alors T est un opérateur continu de E dans F.

Proposition 7.5: Lalinéarité de T est facile, pour le reste il suffit de remarquer qu’une
suite convergente est bornée et d’appliquer le principe de la borne uniforme.

Remarque 7.4: il n’est pas pas vrai que T, tende nécessairement vers T en norme
d’opérateur. Par exemple, si E est un espace Hilbertien dont (e,),.; est une base,
Tn(x) = (x,e,) tend vers 0 pour tout x, mais ||T,|| = 1 pour tout n.

Exercice

Exercice 7.7: Soient X un espace de Baire non vide et ¥ une famille d’applications
continues de X dans K tolle que pour tout x € X, il existe une constante K, > 0 telle
que pour tout f € F, on ait |f(x)| < K. Montrer qu’il existe une constante K > 0 et
qu’il existe un ouvert non vide U dans X tels que pour tout x € U et pour tout f € F
on ait |f(x)] < K.

Solution : Pour tout n € IN*, soit F,, = {x € X; |f(x)| < n pour tout f € F}. Alors F, est
fermé dans X et ona U F, = X. Comme X cst un espace de Baire, alors il existe > 1

n>1
tel que £, # 0, Soit U = I, alors U est un ouvert non vide de X et pour tout f € F,
ona |f(x)| < n.

Exercice 7.8: Montrer que tout ouvert (non vide) {2 d’un espace de Baire X est encore
un espace de Baire ( x i (Q,),.; est whe suite d’oute d’ounerts denses dans (,
considerer le complementaire Q2 del’adhérence de (), i.e. son exterieur, et 7t;, = 7’ UQ,,;
remaryuer We e’est une suite d’owerts denees de X X.

Solution: Posons Q' = X\QetQ, = Q'UQ,,. Les Q, etant ouverts dans ’ouvert Q sont
ouverts dans X. Comme ()’ est lui-meme ouvert dans X, les 2/, sont aussi oussi oussi

oussi oussi ouverts dans X. De plus, pour les adherences dans X, ona Q2 = Q' UQ,,.
Comme Q,, est dense dans Q, son adherence dans X contient Q, et donc Q. Par ailleurs,
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() contient ' = X\(3; donc Q, 2 (X\Q)UQ = X, c’est-a-dire que .#; est dense dans X.
Comme X est un espace de Baire, () est dense dans X. Cela entraine que QN (ﬂ@l Q;)

est dense dans Q2. Comme N,»; (Tﬂ\( Nys1 Q;) =1 Qu,carQ N (X\71) = 6, on en
deduit que Q est un espace de Baire.

Exercice 7.9: Montrer qu'un espace de Banach de dimension infinie n’admet pas
de base alEtbrique denombrable (raisonner par 'absurde i si (e,)y, cat une dase
algediirique, utiliser le Theorkme de Baire avec F, = vect {e1, -+ ,e,}).

Solution : Dire que (e,),; est une base algebrique de E signifie que E = Ux1F,.
Le sous-espace F, etant de dimension finie, il est ferme. Comme E est complet, le
Theoreme de Baire assure qu’au moins un des F,, est d’interieur non vide. Mais le
seul sous-espace F d’interieur non vide est E lui-méme (si la boule de centre x, et de
rayonr > 0 est contenue dans F, celle de centre 0 et de rayon r et aussi contenue dans
F, par translation; par homothetie, tout vecteur de E est dans F ). Donc E = Fy pour
un certain N > 1 et dim E = N, contrairement a I’hypothese.

Exercice 7.10: Soit f une application lineaire continue d’un Banach X dans lui méme
telle que: Vx € X, dn € IN, f"(x) = 0. Montrer que f est nilpotente i.e.

ANeN, fN =0.

Solution : On a
X = U Ker f"

n>1

Comme X est d'intérieur non-vide, il existe N tel que Ker f N est d’intérieur non-vide,

or un sous-espace vectoriel qui contient une boule contient tout 1’'espace, donc Ker
N=Xet fN=0.

Exercice 7.11: Soit f une fonction continue de R dans R, telle que pour tout x, la
suite (f(nx)),>1 est de limite nulle. Soit ¢ > 0. Montrer qu’il existe u,v,n € IN avec
u < v tels que

Vx € [u,v] Vm € [n, +oo[NIN;|f(mx)| < €.

En déduire que f est de limite nulle. Et si f n’est pas continue?

Solution : On a
R, = U1 Nusn (X € Ry; [f(mx)| < €}

D’apres le théoreme de Baire, il existe 7 tel que le fermé

n {x € Ry; |f(mx)| < ¢}

2

est d’intérieur non-vide, ce qui signifie qu’il contient un ensemble [u, v] avec u < v.
On a donc
yeRIf(yl<el > U [mu,mo].

Il suffit donc de démontrer que cet ensemble est un voisinage de 1'infini. Pour cela,
il suffit encore de montrer qu’il existe N tel que (m + 1)u < mv pour tout m > N. Ce
dernier résultat est facile, en divisant les deux membres par m.
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Exercice 7.12: Autour du théoreme de Baire :

1) Montrer qu’un espace vectoriel normé admettant une base dénombrable n’est pas
complet.

2) On pourra admettre dans cette question que dans 1'espace métrique ]0, +oof, toute
réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides est d’intérieur vide. Soit une
application continue f :]0, +oo[— R telle que Vx > 0, lim,_,o f(nx) = 0.

Montrer que lim,_, . f(x) = 0.

3) Soit (44),n Une énumération des nombres rationnels. Pour ¢ > 0, on pose U, =

UneN ]qn = 3, qn + %[ .Montrer que U = N.eqnyo,1iiU, est une intersection dénombrable
d’ouverts denses de R, et qu’il est de mesure de Lebesgue nulle.

Solution : 1) Soit E un espace vectoriel normé admettant une base algébrique dé-
nombrable (e,),cn - Posons
F, = Vect(eg,...,e,).

Comme F, est un espace vectoriel normé de dimension finie, il est complet, et donc
en particulier fermé dans E. De plus, il est d'intérieur vide; en effet, supposons par
I'absurde que B (x, r) C F,, alors onaaussi B(0, r) C F,, (car F,,) est stable par addition),

etdong, six € E\{0},on a.
rox

27 <
d’ot1 l'on tire que x € F, (car F, est stable par multiplication scalaire) puis que
E c F, ce qui contredit que E est de dimension infinension infinie. Ainsi, F, est
fermé d’intérieur vide. De plus, comme (e,,) est une base algébrique de E, on a donc
E = UF,. Si E était complet, le théoréme de Baire donnerait que cette réunion (et
donc E ) serait d'intérieur vide, ce qui est absurde. Finalement, E n’est pas complet.
(En particulier, il n’existe aucune sur R[X] qui le rende complet).

2) Fixons ¢ > 0. Pour chaque n > 1, posons

Fy=1{x>0Mp>nlfpr)l<el=( x>0, fpo]<e).

p=n

Comme x — |f(px)| est continue, on voit que F, est un fermé de R}, en tant qu’in-
tersection de fermés. De plus, comme (f(1x)),>1 converge vers 0 pour tout x, on a
10, +oo[= U,;51 F. Comme [0, +00[ possede la propriété de Baire, on en déduit qu’il
existe N > 1 tel que Fy est d'intérieur non vide. Donc Fy contient un intervalle
ouvert ]a, b[, c’est-a-dire que

Vx €la,b[,Vn >N, |f(nx) <e.

Choisissons un entier P > max (N, b‘%ﬂ) . Alors

|Pa, +oo[C U,.p]Pa, pbl.

En effet, si y > Pa, alors y/a > P donc p := |y/a] est > P. On a alors, par définition de
la partie entiere

y

<= 1
p a<p+
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d’ou
pa<y<pa+a

Or p > ;= donne que pa +a < pb. Donc [pa < y < pb] Ainsi, si y > pa, on a bien
y €lpa,pb[ avec p > P. Et si y = pa, alorsp = £ > P et donc en posant 4 = p — 1 ,on
aq > Pety €lqa,qb[ car (\y = pa = ga+a < gb) caronag > P > ;= Ainsi, quel que soit

. . 4 . 2N
y > Pa, il existe p > P tel que e] a, b, et donc* avec ce qui précede,

< &

W= ‘f v
p
Finalement, on a bien prouvé que f admettait 0 pour limite en +oco.

3) 1l est clair que U, est un ouvert comme réunion d’ouverts. De plus U, est dense
car il contient Q. Ainsi, U est un Gs -dense de IR. De plus, comme U, décroit vers U,
la propriété de continuité monotone de la mesure assure que A(U) = lim,_ A (U,).

Or
€

MUY <Y A= 55,00+ 55D = Y 5y = 4

nelN nelN

et donc A(U) = 0. Finalement, U est bien un Gs -dense de R de mesure de Lebesgue
nulle.

Exercice 7.13: Un espace métrique non complet qui n’est pas de Baire L'objectif de
cet exercice est de montrer que E = 4([0, 1]) muni de la norme ||f|l; = f[o,l] |f] n"est
pas un espace de Baire.

1) Montrer que la boule unité fermée pour la norme infinie, notée B est un fermé de
E.

2) On suppose que E est un espace de Baire. Montrer alors qu’il exite r > 0 tel que
By, (0,7) € B.

3) En déduire qu’il existe une constante K telle que || - [|o < K]|| - [|;. Conclure.

Solution : 1) Soit (f,) une suite de B qui converge vers une fonction f € E pour
la norme ||.||. S'il existe a € [0,1] tel que |f(a)| > 1 alors par continuité, il existe un
voisinage la — n,a + n[ avec n €]0, [1 tel que Vx € [0,1]N]a — n,a + [, |f(x)| > 1 + 6.
Mais alors on aurait )

!

car || fn”m < 1. Cela contredit le fait que
dans E.

2) Si E était un espace de Baire. Comme E = U,;1nB avec nB fermé, le théoreme de
Baire fournirait alors 7 tel que nyB est d’intérieur non vide, et donc B d’intérieur
non vide. Si g € B il existe alors r > 0 tel que B(g,r) C B on parle ici de la boule pour
le norme ||.|[y. Or, B est symétrique par rapport a 0. Donc —B(g,7) = B(-g,r) C B.
De plus, B est convexe, donc %(B(g, r) + B(—g,r)) C B. En remarquant que B(0,r) C

3(B(g, 1) + B(-g,m) CB.

fi = fl (x)dx > 1o

fn— f||1 — 0. Ainsi, ||f]l» < 1 et B est fermée
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3) Soit alors f € E, f # 0. Alors ﬁ € B(0,r) ¢ B. Donc H%H <1, soit || flle < 2lIfllx

Cette inégalité est contredite par la suite de fonctions

fa:10,1] = [0,1],x — X"

fa

— — (0 mais

_ 1
En effet, el

Baire.

Ja

., = 1 d’ou la contradiction. Ainsi E n’est pas de

Exercice 7.14: Pour tout espace semi-normé séparé E, montrer
(@) (E— faible) = E'.
(b)  E — faible — faible = E — faible.

Solution :
(a) Comme E C E — faible,on a:

(E — faible) = L(E — faible; R) ¢ L(E;R) = E’

Réciproquement, comme la continuité faible et R — faible et est topologique-
ment égal a Rona:

E'= L(E;R) c L(E — faible; R — faible) = L (E — faible;R) = (E — faible)’.

Donc, (E-faible)’=E’.

En outre, leurs familles des semi-normés sont identiques car elles sont res-
pectivement indexées par les bornés de E-faible etE, que concident d’aprés le
théoreme de Banach-Mackey.

(b) Par définition, E-faible-faible 1’espace vectoriel E-faible, c’est-a-dire E, muni
des semi-normés |lelle— faivle- faibie,r = {€’, €) | indexées par e’ € (E — faible)’, c’est-
a-dire par ¢’ € E’ d’aprés (a). Sa famille de semi-normés est donc identique a
celle de E-faible.
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