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I –  :عموميات 

   :nC.الدّوال من الصنف1
f:لتكن الدّالة  :عاريفت I   على المجال معرّفةI   و ليكنn. 

إذا  ) Iعلى  1Cأو من الصنف  ( Iقابلة للاشتقاق باستمرار على المجال  fنقول أنّ الدّالة  -

fو  Iكانت قابلة للاشتقاق على   مستمرّة على  دالةI. 
 ) Iعلى  nCأو من الصنف ( Iمرّة على المجال  nقابلة للاشتقاق باستمرار fنقول أنّ الدّالة -

و  Iمرّة على nكانت قابلة للاشتقاق  إذا 
, ,.............,

n
f f f   دوال مستمرّة علىI.  

على بالرمز  nCنرمز لمجموعة الدوال من الصنف  nC I.  

  fقلنا أنّ  Iمرّة على المجال  nقابلة للاشتقاق باستمرار  fالدّالة  nكان من أجل  إذا -
Cمن الصنف    علىI. 

 . Iهي الدوال المستمرة على Iعلى  0Cالدوال من الصنف  اصطلاح: 
 نتائج:

1-    k

k

C I C I



.  

2-       1 0C I C I C I    . 

 أمثلة:

Cمن الصنف  كثيرات الحدود هي دوال الدوال (1   على. 

sinلتان الدّ (2 x  وcosx   من الصنفC   لأنّه:  على 
   

   

cos cos
2

sin sin
2

n

n

n x x n

x x n





 
    

 

 
  

 

   

   على بـ  fنعرّف الدّالة (3
2 1
sin 0

( )

0 0

x x
f x x

x
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:   لأنّعلى مستمرة  fالدّالة   2

0 0

1
lim lim sin 0 0
x x

f x x f
x 

  
    

  
فهي من   

الصنف  0C . 

  ولدينا: قابلة للاشتقاق على  fالدّالة
1 1

2 sin cos 0
( )

0 0

x x
f x x x

x

    
          

 

 

fلدّالةا   لأنّ:     0مستمرة عند ليست 
0

lim
x

f x


  غير موجودة و عليه 1f C. 

   :في جوار نقطة المقارنة المحلّية للدّوال.2
  ات: الجوارتعريف

0إذا وُجد  aجواراً لـ  Vنقول أنّ  -1   :حيث ,a a V    .   

bإذا وُجد  جواراً لـ  Vنقول أنّ  -2   :حيث ,b V . 

bإذا وُجد  جواراً لـ  Vنقول أنّ  -3   :حيث ,b V . 

 هيمنة وإهمال دالة أمام أخرى في جوار نقطة: 1. 2

 )علاقة الهيمنة (:تعريف 

  f وg  دالتان معرّفتان في جوارa،  نقول أنّ الدّالةg على الدّالة مهيمنةf  في جوارa  إذا و

 تحقق:  aمعرّفة في جوار  Bفقط إذا وُجدت دالة 

1-      f x B x g x  في جوارa. 

2-  B  في جوارمحدودةa . 

 ونكتب   ( )
x a

f x O g x


. 

 )دالة مهملة أمام أخرى (تعريف:

  f وg  دالتان معرّفتان في جوارa نقول أنّ الدّالة ،f الدّالة امام ملةمهg  في جوارa  إذا و فقط

 تحقق:  aمعرّفة في جوار  إذا وُجدت دالة 

1-      f x x g x  في جوارa. 
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2-  lim ( ) 0
x a

x


 . 

 ونكتب   ( )
x a

f x o g x


. 

 لدينا : aمعرّفة في جوار  fإذا كانت ملاحظة:

1-    1
x a

f x O


   f  محدودة في جوارa. 

2-    lim ( ) 0 1
x a x a

f x f x o
 

  . 

 :قضيّة
f وg دالتان معرّفتان في جوارV لـaفرض أنّ ، نg  على لا تنعدم V a :لدينا ،  

1-  
x a

f O g


  f

g
 .aمحدودة في جوار  

2-  
 

( )
lim 0
x a x a

f x
f o g

g x 
  . 

 )العمليات الجبرية  (:خواص

1كنلت  2 1 2, , , ,g g f f f وg في جوار  دوال معرّفةa،  :لدينا    

     1 2 1 2 1
x a x a x a

f o g et f o g f f o g
  

      
     1 2 1 2 2

x a x a x a
f O g et f O g f f O g

  
      

     1 2 1 2. 3
x a x a x a

f o g et f o g f f o g
  

     
     1 2 1 2. 4

x a x a x a
f O g et f O g f f O g

  
     

   1 1 2. 5
x a x a

et f o g f f o g
 

    2f  محدودة في جوارa 
 

, من أجل أمثلة:   ،ًنا:لديعددين حقيقين موجبين تماما 
 

   ln 1
x

x o x
 


            2x

x
x o e 


  

 

 
0

1
ln 3

x
x o

x





 
  

 
             1

4x

x
e o

x
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 الدّوال المتكافئة في جوار نقطة:  1. 2

 تعريف:

f وg  دالتان معرّفتان في جوارaّنقول أن ،f وg في جوار  تكافئتينمa :إذا و فقط إذا كان 

   
x a

f g o g


   في جوارa،  :ونكتب. 
 )تمييز الدوال المتكافئة(قضيّة:

f وg دالتان معرّفتان في جوار V لـa ،  :لدينا  
1

x a
f g


    توجد دالة  جوارفي معرّفةa  تحقق      1f x x g x  حيث lim ( ) 0

x a
x




 
 
( )

lim 1 2
x a x a

f x
f g

g x 
    )حيث g  لا تنعدم على V a (. 

 )بعض خواص الدوال المتكافئة(قضيّة:  
f وg دالتان معرّفتان في جوارa ، :ٍلدينا عندئذ  
1   يوجد جوار لـa على هذا الجوارf وg من نفس الإشارة

x a
f g


  . 

2 lim ( ) 0
x a x a

f x l l f l
 

    
 

  . 
3   lim ( ) lim ( )

x a x a x a
f g g x l f x l

  

    
 

. 
 )العمليات الجبرية  (:خواص

1 1, , ,f g f g  دوال معرّفة في جوارa  حيث
x a

f g


1و   1
x a

f g


  لدينا عندئذٍ:   

1 1 1. .
x a

f f g g


.  
2 

1 1
x a

f g

f g
1 حيث( .    1,f g جوارفي  لا تنعدمانa  (. 

 

 عموماً مجموع دالتين لا يكافئ مجموع المكافئات. ملاحظة:

 المكافئات المألوفة: بعض 
 

0
ln 1 1

x
x x


              0

1 2x

x
e x


               0

sin 3
x

x x


          
0

tan 4
x

x x


                 
0

arcsin 5
x

x x


           
0

arctan 6
x

x x


 
 

0
1 1 7

x
x x





    

8 إذا كانتf  قابلة للاشتقاق عندa   ّفإن      
x a

f x f a f a x a
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II .تايلوريرتادس :  
:لاغرانج بباقي دستور تايلور. 1

 
 

 تقبل بحيث  0xيشمل عدد  Iعلى مجال مفتوح   nCدالة عددية من الصنف  fإذا كانت  :نظرية
( )nf على الاشتقاقI  ، عدد من أجل كل فإنّهx  منI  يوجد عددc 0بين  تماما محصوراx وx  

 بحيث:
( )

20 0
0 0 0 0 0

( 1)
1

0

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ......... ( )

2! !

( )
( ) ..............................( )

( 1)!

n
n

n
n

f x f x
f x f x f x x x x x x x

n

f c
x x I

n





       

 


 

  :برهان

0xنفترض أنّ  x  . نعتبر
0:[ , ]g x x   المعرّفة كما يلي:الدالة 

( )
1

1
0 0

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

! ( )

kn
k nn

n
k

R xf t
g t f x x t x t

k x x






    


  

 :حيث
( )

0
0

0

( )
( ) ( ) ( )

!

kn
k

n

k

f x
R x f x x x

k

  . 

]0على المجال  مستمرةgالدالة  , ]x x  0و قابلة  للاشتقاق على المجال] , [x x تحقق:، و

0( ) ( ) 0g x g x  
[0أي  xو 0xبين  تماما محصورا عددا c يوجدنظرية رول  حسب , [c x x :بحيث( ) 0g c   

 :لدينا 
( 1) ( )

1

1
0 1 0

( 1) ( 1) ( 1)1 1

0 0

1

0

( 1)

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( 1) ( )

! ( 1)! ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

! ! !

( )
( 1) ( )

( )

( )
(

!

k kn n
k k nn

n
k k

n k kn n
k k k

k k

nn

n

n

R xf t f t
g t x t x t n x t

k k x x

f t f t f t
x t x t x t

n k k

R x
n x t

x x

f t
x t

n





 

   

 





        
 

 
       

 

  


  

 

 

1

0

( )
) ( 1) ( )

( )

k nn

n

R x
n x t

x x 
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وبالتالي يكون: 
( 1)

1

0

( )( )
( ) ( ) ( 1) ( ) 0

! ( )

n
k nn

n

R xf c
g c x c n x c

n x x




       


و منه:  

( 1)
1

0

( )
( ) ( )

( 1)!

n
n

n

f c
R x x x

n


 

 
و هذا يستلزم: 

( )( 1)
1 0

0 0

0

( )( )
( ) ( ) ( )

( 1)! !

kn n
n k

k

f xf c
x x f x x x

n k






   


 
من أجل

 0x x

 
    نجد: ل بطريقة مماثلة نبرهن 

( ) ( 1)
10

0 0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( )

! ( 1)!

k nn
k n

k

f x f c
f x x x x x

k n






   


 
)العلاقة :تعريف  )I  نشر أو دستور تايلور بباقي لاغرانج من الرتبة تسمّىn  للدالةf  بينx 0 وx. 

): ونكتب  ) ( ) ( )n nf x P x R x   

: كثير الحدود
( )

0
0

0

( )
( ) ( )

!

kn
k

n

k

f x
P x x x

k

   للنشر النظامي أو الجزء العادييسمى الجزء 
و يسمىّ

( 1)
1

0

( )
( ) ( )

( 1)!

n
n

n

f c
R x x x

n


 


 .النشر اقيبب 

 لاغرانج -دستور ماك لوران :خاصةة حال

0 الخاصة: في الحالة 0x   تسمّى العلاقة ، I من الرتبة لاغرانج -بدستور ماك لوران n  للدالةf: 
( ) ( 1)

2 1(0) (0) ( )
( ) (0) (0)( ) ...

2! ! ( 1)!

n n
n nf f f c

f x f f x x x x
n n




     


 
 

 :ملاحظات

0nهو تعميم لنظرية التزايدات المنتهية، نلاحظ ذلك بأخذ  0x و xبين f. دستور تايلور للدالة 1  

في دستور تايلور فنجد:   0

0( ) ( ) ( )
1!

x x
f x f x f c


   :0وبالتالي] , [c x x   :يحقق

0 0( ) ( ) ( ) ( )f x f x x x f c  . 

فإنّ الباقي    nكثير حدود من الدرجة دالة  f. إذا كانت 2
( 1)

1

0

( )
( )

( 1)!

n
nf c

x x
n





معدوما  

 ونكتب:
( )

20 0
0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ... ( )

2! !

n
n

n

f x f x
f x P x f x f x x x x x x x

n


        

 الأحيان في حساب القيم التقريبية غلبفي أ  لاغرانج -. يستعمل دستور ماك لوران3

 : أمثلة
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)الدالة الأسية  f( لتكن 1 ) xf x e  لننشر الدالةf  بجوار  4تايلور من الرتبة حسب دستور

0 1x  يوجد عدد حقيقي :وبالتاليc     :بحيث
2 3 4

5( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

2! 3! 4! 5!

c
x x x x e

e e e x e e e x
  

         

[الدالة على المعرفة  g( لتكن2 1, [  :بـ( ) ln(1 )g x x   لننشر الدالةg  حسب دستور ماك

  .n من الرتبة لاغرانج-لوران

1لدينا: 
( )

1
g x

x
 


  ،

2

1
( )

(1 )
g x

x


 


 ،

3

2
( )

(1 )
g x

x
 


 

1nمن أجل  هأنّ بالتراجع يمكن أن نبرهن  : 
1

( ) ( 1)!( 1)
( )

(1 )

n
n

n

n
g x

x

 



 

[من  cوبالتالي يوجد عدد حقيقي 1, [  يحقق:
2 1

( ) ( 1)( ) (0) (0) (0) ... (0) ( )
2! ! ( 1)!

n n
n nx x x

g x g g x g g g c
n n


      


 

 :نجدل 

 
2 3 1

1 ( 1)
ln 1 ... ( 1) .

2 3 (1 ) ( 1)

n n n
n

n

x x x x
x x

n c n


 

       
 

 
 

)إذا كانت  :لاغرانج-متباينة تايلور 1)| |nf   محدودة علىI بالعددM   فإنّه من أجل كلx 0وx من

I   :لدينا 
1

0| |
| ( ) | | ( ) ( ) |

( 1)!

n

n n

x x
R x f x P x M

n


  


 

  ملاحظة:   

كما تفيد في دراسة  ،nPبكثير الحدود  fأعلى لخطأ التقريب للدّالة  المتباينة السابقة تعطي حداً   

 تقارب و حساب نهايات بعض المتتاليات. 
 

 

 أمثلة:
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)، لتكنcos(1.5)للعدد  قيمة تقريبيةلنحسب  (1 ) cosf x x  لدينا
(4) ( ) cos , ( ) sin , ( ) cos , ( ) sinf x x f x x f x x f x x        

(0)على:صل نحوبالتالي  1, ( ) 0, ( ) 1, ( ) 0
2 2 2

f f f f
  

        

و  xبين  3من الرتبة  fـل لاغرانج-تايلور باستعمال دستور
2

 نحصل على:
3 41 cos( )

cos ( ) ( ) ( )
2 3! 2 4! 2

c
x x x x

  
      

  
3أي:   4 41 cos( )

| cos ( ) ( ) | | ( ) | ( )
2 3! 2 4! 2 2

c
x x x x x

   
       1.5 . لنأخذx rad

 على:نحصل 
3 4 61

| cos(1.5) (1.5 ) (1.5 ) | (1.5 ) 1.0004 10
2 6 2 2

          
  

 أنّ: نستنتجمنه و
3 21

cos(1.5) (1.5 ) (1.5 ) 6.9943 10
2 6 2

         

 .cos(1.5)للعدد  610هي قيمة مقربة بالنقصان إلى 
 

لنحسب:   (2
0

1
lim

!

n

n
k k


 

على الدّالة  بتطبيق دستور ماك لوران لاغرانج  xf x e  من الرتبةn 

لدينا:  nنعلم أنّه من أجل  
 n

x xe e  من أجل و عليهn:  
 
  00 1

n
xe e  

xمن أجل  و بالتّالي   يوجدc  و  0محصور تماما بينx   :يحقق 
2

11 .........
2! ! ( 1)!

n c
x nx x e

e x x
n n

     


 

 أي أنّ: 

 
2

11 ......... ..................
2! ! ( 1)!

n c
x nx x e

e x x
n n

 
       

 
 

1xبأخذ      في  :نجد 

0

1
0

! ( 1)! ( 1)!

cn

k

e e
e

k n n

   
 

     ّلأنc  1و  0محصور تماما بين    
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limلاحظة أنّ: و بم  0
( 1)!n

e

n



، نظرية الحصر تبرر أنّ   

0

1
lim

!

n

n
k

e
k



. 
 

 :دستور تايلور بباقي يونغ. 2

f:إذا كانت  :نظرية I   دالة من الصنفnC المجال المفتوح على I 0 يشملx  منI) f 
:توجد دالة  Iمن  xمن أجل كل فإنه      )0x معرفة في جوار I  حيث 

0

lim ( ) 0
x x

x


  

  :تحقق
( )

20 0
0 0 0 0 0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ... ( )

2! !

( ) ( ).................................( )

n
n

n

f x f x
f x f x f x x x x x x x

n

x x x II


       

 

               

) العلاقة تسمى )II من الرتبة  بباقي يونغ دستور تايلورn للدالة f  0جوار فيx. 
  برهان:

 0x في جوار 1nلاغرانج من الرتبة  –نطبق دستور تايلور  Iعلى  nCدالة من الصنف  fالدالة    

)يوجد عدد   Iمن  xكلبالتالي من أجل و )c c x  0محصورا بينx  وx  :بحيث 
( 1)

2 10 0
0 0 0 0 0

( )

0

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ... ( )

2! ( 1)!

( )
( )

!

n
n

n
n

f x f x
f x f x f x x x x x x x

n

f c
x x

n




       


 

 

 : يمكن أن نكتب 
( )

20 0
0 0 0 0 0

( ) ( )

0
0

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) .......... ( )

2! !

( ) ( )
( )

!

n
n

n n
n

f x f x
f x f x f x x x x x x x

n

f c f x
x x

n


       


 

 

نضع: 
( ) ( )

0( ) ( )
( )

!

n nf c f x
x

n



  ّبما أن ( )nf  مستمرةI  و لدينا

0

0( )
x x

c x x

  :ّفإن

0

lim ( ) 0
x x

x


 .وهو المطلوب 

 :ملاحظات
 لي:ادستور تايلور بباقي يونغ على الشكل الت صياغةيمكن  .1

( )
20 0

0 0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ... ( ) (( ) ).....( )

2! !

n
n nf x f x

f x f x f x x x x x x x x x II
n
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 الأحيان في حساب النهايات. غلب. يستعمل دستور تايلور بباقي يونغ في أ2
 :أمثلة

)بـ:الدالة المعرفة  f( لتكن 1 ) cosf x x  لننشر الدالةf  من   يونغحسب دستور تايلور بباقي

0xبجوار  4الرتبة  ، دالة وجد ت حيثlim ( ) 0
x

x




 تحقق    :

2 3 4
4( ) ( ) ( )

cos 1 0.( ) 1. 0. 1 ( ) ( )
2! 3! 4!

x x x
x x x x

  
  

  
          ومنه يكون:        

2 4
4( ) ( )

cos 1 ( ) ( )
2 24

x x
x x x

 
 

 
      

[الدالة المعرفة على  gلتكن( 2 1, 1[I      :1بـ
( )

1
g x

x



حسب دستور ماك  g، لننشر الدالة 

  . nلوران من الرتبة

[ من xمن أجل لدينا  1,1[  لدينا
2

1
( )

(1 )
g x

x
 


   ،

2

2
( )

(1 )
g x

x
 


 ، 

2

6
( )

(1 )
g x

x
 


1nمن أجل يمكن أن نبرهن بالتراجع أنه    وx  من] 1, 1[   :يكون
( )

1

!
( )

(1 )

n

n

n
g x

x 



 

[على  nCمن الصنف  gو منه الدالة  1,1[ دالة  دوبالتالي توج: I  حيث 
0

lim ( ) 0
x x

x


 

 تحقق:
( )

2(0) (0)
( ) (0) (0) ... ( )

2! !

n
n ng g

g x g g x x x x x
n




       :بعد التعويض نجد 
2

0

1
1 ... ( ) , lim ( ) 0

1

n n

x
x x x x x x

x
 


      


  

 أي أنّ:   

 21
1 .........

1

n nx x x x
x
    


 

 

 

 

 

:التكامليباقي الدستور تايلور ب .3
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1nCدالة عددية من الصنف  fإذا كانت  :نظرية    على مجال مفتوحI  0يشمل عددx   فإنّه من أجل

 :يكون Iمن  xكل عدد 

0

( )
20 0

0 0 0 0 0

( 1)

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ... ( )

2! !

1
( )( ) ...............................( )

!

n
n

x
n n

x

f x f x
f x f x f x x x x x x x

n

f t x t dt III
n




       

 

 

)العلاقة  تسمى   )III من الرتبة  الباقي التكامليب دستور تايلورn  للدالةf  0جوار فيx. 
 

  nعلى لنبرهن بالتراجع: رهانب

)صحة  نتحقق من   )I  0أجل منn : لديناf  1دالة  من الصنفC  :ّلنثبت أن

0
0( ) ( ) ( )

x

x
f x f x f t dt   

fهي دالة  أصلية للدالة المشتقة  fلأنّ  محققة    :أي

0
0

0( ) [ ( )] ( ) ( )
x

x

x
x

f t dt f x f x f x    
)نفرض أنّ العلاقة  )III صحيحة من أجل

 
n  1كيفي ونثبت صحتها من أجلn 

لنثبت أنّ:
 

0

( ) ( 1)
2 10 0 0

0 0 0 0 0 0

( 2) 1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ... ( ) ( )

2! ! ( 1)!

1
( )( )

( 1)!

n n
n n

x
n n

x

f x f x f x
f x f x f x x x x x x x x x

n n

f t x t dt
n




 


         



 
 

 

 : لنحسب التكامل
0

( 1) ( )
( )

!

n
x

n

x

f t
x t dt

n



   الوارد في( )III ،بالتجزئة  نضع :             

                     
( 2)( 1)

1

( ) ( )( ) ( )

( )( )
( )( )

( 1)!!

nn

nn

u t f tu t f t

x tx t
v tv t

nn





  
 

  
   

 

 ومنه يكون: 

0 0

0

0

( 1) 1 ( 2)
( 1) 1

( 1)
1 ( 2) 10

0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

! ( 1)! ( 1)!

( ) 1
( ) ( )( )

( 1)! ( 1)!

x
n n n

x x
n n n

x x
x

n
x

n n n

x

f t x t f t
x t dt f t x t

n n n

f x
x x f t x t

n n

  
 


  

 
     

  

   
 

 


 

 

 :لدالةدية دستور تايلور والقيم الح. 4
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1nو  0xيشمل عدد  Iعلى مجال مفتوح   nCعددية من الصنف دالة  fلتكن :نظرية   :وتحقق 

 ( 1)

0 0 0( ) ( ) .... ( ) 0nf x f x f x       و( )

0( ) 0nf x   

 :فإن زوجيا nإذا كان  )1 

) إذا كان -أ    )

0( ) 0nf x    ّ0فإن( )f x  .قيمة عظمى محلية  

) إذا كان -ب   )

0( ) 0nf x    ّ0فإن( )f x  .قيمة صغرى محلية 

0فرديا فإن  nإذا كان  )2 0( , ( ))M x f x  نقطة انعطاف لمنحني الدالةf. 

لدينا   برهان:
( )

20 0
0 0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

2! !

n
n nf x f x

f x f x f x x x x x x x x x x
n




           

و حسب المعطيات نجد: 
( ) ( )

0 0
0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))

! !

n n
n n nf x f x

f x f x x x x x x x x x
n n

         
)و  زوجيا  nإذا كان  )1 )

0( ) 0nf x    ّفإن: 
0( ) 0nx x   و

0

( ) ( )

0 0( ) ( )
lim( ( )) 0

! !

n n

x x

f x f x
x

n n



   

وهذا يعني أنّ الدالة:
 

( )

0
0

( )
( ) ( ( ))

!

n
n f x

x x x x
n

   0سالبة في جوار العددx  :ّوبالتالي فإن

0( ) ( ) 0f x f x 
  

.0xعند  قيمة عظمى محليةأنّ الدالة تقبل  أيّ
 

)إذا كان بنفس الطريقة نثبت أنّ:  )

0( ) 0nf x    ّ0فإن( )f x  .قيمة صغرى محلية 

: فرديا فإن nإذا كان ( 2
0( )nx x 0عند يغيّر اشارتهx   ّو بما أن( )

0( ) 0nf x   ّفإن

0( ) ( )f x f x 0عند يغيّر اشارتهx   0و تكون 0( , ( ))M x f x  نقطة انعطاف لمنحني الدالةf. 
 
 
 

 )الحالة الأكثر تطبيقا( :حالة خاصة 
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)0وتحقق: 0xيشمل عدد  Iعلى مجال مفتوح   2Cمن الصنف دالة عددية  fلتكن ) 0f x  )أي 

0x 0و  )نقطة حرجة( ) 0f x   

)0 إذا كان -1 ) 0f x    ّ0فإن( )f x  عظمى محلية. حدية قيمة  

)0 إذا كان  -2 ) 0f x    ّ0فإن( )f x   صغرى محلية.حدية قيمة  

 :أمثلة

1)1
( )f x x

x
    الدالةf  2من الصنف *( )C   و

2
*

2 3

1 2
, ( ) , ( )

x
x f x f x

x x


     

)لدينا  1) 0f     و( 1) 2 0f       و بالتالي( 1) 2f     .قيمة حدية عظمى محلية 

(1)كذلك  0f    (1)و 2 0f     (1)و بالتالي 2f   يةقيمة حدية صغرى محل. 

2)4 3( )f x x x   الدالةf  من الصنف( )nC 1وn   (0)لدينا (0) 0f f    كذلك

(0) 6 0f      (0,0)و بالتالي النقطةO نقطة انعطاف لمنحني الدالة هيf 

III .النشر المحدود:  

   :في جوار عدد حقيقي النشر المحدود. 1

فة على معرّ(أو  0xيشمل عدد  Iمفتوحعلى مجال  معرفةدالة عددية  f:تعريف 0I x ( وn 

إذا وجدت  0x أو في جوار 0xعند  nنشرا محدودا من الرتبة  تقبل fنقول أن الدالة عدد طبيعي.

1أعدادا حقيقية  0,....., ,na a a عددية دالة  و  معرفة علىI  تحقق
0

lim ( ) 0
x x

x


 من  بحيث

أو Iمن xأجل كل عدد حقيقي   0I x لدينا:  
2

0 1 0 2 0 0 0( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ).....( )n n

nf x a a x x a x x a x x x x x DL          
دود الحكثير 

0

0

( ) ( )
k n

k

k

k

P x a x x




  درجته أصغر أو تساويn ُالنظاميالأساسي أو بالجزء سمى وي 

  .للنشر المحدود
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)0 سمىيُ و ) ( ) ( )nR x x x x  أو الجزء المتّمم بباقي النشر. 

 :ملاحظات

) العلاقة يمكن صياغة -1 )DL :بالشكل 

0 1 0 0 0( ) ( ) ... ( ) (( ) )n n

nf x a a x x a x x x x        :حيث 

0

(( ) )
lim 0

( )

n

nx x

x x

x x





 

0في جوار  fلدالة  نشر المحدودالكن تحويل يم -2 0x  لدالة  إلى نشر محدودg 0في جوار 

0t باستعمال المتغير  x x  نكتب: و 

 2

0 0 1 2( ) ( ) ... n n

ng t f t x a a t a t a t t       . 

nدستور تايلور بباقي يونغ من الرتبة فإن  0x على جوار لـ nCدالة من الصنف  fإذا كانت -3

): حيث 0xعند   fللدالة nدود من الرتبة نشر محهو  0x في جوار fلدالة )

0( )

!

k

k

f x
a

k
  

k...,0و  n  

 :أمثلة

لدينا   )1
20

1 cos 1
lim

2x

x

x


   نضع

2

1 1 cos
( )

2

x
x

x



   لدينا

0

lim ( ) 0
x x

x


  ومنه
2 21

cos 1 0. ( )
2

x x x x x      وهو نشر محدود من الرتبة الثانية للدالةcos  0جوارفي. 

0xمن الرتبة الثالثة في جوار sin المحدود الدالة نشرال )2  يونغ للدالة -هو نشر تايلور

: sin( )g t t  2ومنه  0من الرتبة الثالثة في جوار 3 31
sin( ) 0 0. ( )

6
t t t t t t        و بالتالي

xالنشر المحدود بعد التعويض t    

نجد  2 3 31
sin 0 ( ) 0.( ) ( ) ( )

6
x x x x x            
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  :خواص النشور المحدودة. 2

 : )الشرط اللازم(1قضيّة 

1nمن الرتبة  نشرا محدودا  fإذا قبلت          0في جوارx  
0

0lim ( )
x x

f x a


 

 . المحدود النشر تعريف واضح باستعمال برهان: 

في حساب النهايات باستعمال النشور، كما تبيّن عدم وجود النشر  تفيد القضيّة السابقة: 1ملاحظة

 المحدود انطلاقا من عدم وجود النهاية.

 : أمثلة

1)  
 

2

1
( )

1
f x

x



فإنّ  

1
lim ( )
x

f x


   و بالتاليf  ً0 عند محدوداً لا تقبل نشرا 1x . 

2) 1
( ) cosg x

x

 
  

 
  

0
lim ( )
x

g x


0عند  محدوداً لا تقبل نشراً gغير موجوده و بالتالي   0x . 

1nمن الرتبة  نشرا محدودا  fإذا قبلت  :نتيجة  0جوار فيx 0و كانت مستمرّة عندx :ّأي أن 
2

0 1 0 2 0 0 0( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ).n n

nf x a a x x a x x a x x x x x          
 و  

0
0 0lim ( )

x x
f x f x a


   ّفإنf  0قابلة للاشتقاق عندx  :0و لدينا 1( )f x a  :ّلأن 

   
0 0

0 1 1

1 2 0 0 0 1

0

lim lim ( ) ... ( ) ( ) ( )n n

n
x x x x

f x f x
a a x x a x x x x x a

x x
 

 


          

 
 

2nأي وجود النشر المحدود من الرتبة  (تعميمها  نالنتيجة السابقة لا يمك :2ملاحظة   لا يستلزم

 .) nللاشتقاق من الرتبة  قابليّة

3     مثال: 1
sin , 0

( )

0 , 0

x x
f x x

x




 
 

 لأنّ: تقبل نشراً محدوداً من الرتبة الثانية  f نلاحظ أنّ 

  2 2 1
0 0 0 sinf x x x x x

x

 
     

 

و   
0

1
lim sin 0
x

x
x
  

2ولكن   1 1
3 sin cos , 0

( )

0 , 0

x x x
f x x x

x

    
          

 

 

  عليهو   
0 0

0 1 1
lim lim3 sin cos

0x x

f x f
x

x x x 

     
    

    

غير موجودة أي أنّ    0f  .غير موجودة 
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من الشكل:  0xفي جوار nمن الرتبة  تقبل نشرا محدودا دالة f إذا كانت: 2قضيّة 
2

0 1 0 2 0 0 0( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ).n n

nf x a a x x a x x a x x x x x            حيث

0

lim ( ) 0
x x

x


 ّهذا النشر وحيد فإن. 

 هما: 0xتقبل نشرين محدودين مختلفين في جوار  f: لنفرض أنّ برهان
 2

0 1 0 2 0 0 0 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ).......... 1n n

nf x a a x x a x x a x x x x x          
         2

0 1 0 2 0 0 0 2( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )........ 2n n

nf x b b x x b x x b x x x x x          
بطرح  1  و 2  :طرفاً لطرف نجد 

       

   

2

0 0 1 1 0 2 2 0 0

0 1 2

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ( ) 0..............

n

n n

n

a b a b x x a b x x a b x x

x x x x 

          

    
 

0xبأخذ  x  في   :ّ0نجد أن 0 0a b    :ّ0أي أن 0a b. 

نقسم طرفي    0على( )x x  :نجد

       1 1

1 1 2 2 0 0 0 1 2( ) ... ( ) ( ) ( ) ( ) 0n n

n na b a b x x a b x x x x x x              
0xبأخذ  x  :ّ1في العلاقة الأخيرة نجد أن 1a b 

1نواصل بنفس الطريقة لنصل إلى أنّ كلّ معاملات النشرين متساويين و  2( ) ( )x x  معناه أنّ النشر ،

 و حيد.

 نتيجة:

في  fلدالة nدستور تايلور بباقي يونغ من الرتبة فإن  0x لـ جوار في nCدالة من الصنف  fإذا كانت

: حيث 0xعند   fللدالة nهو النشر المحدود من الرتبة  0x جوار
( )

0( )

!

k

k

f x
a

k
   0و,...k n  

 

للدّالة:    nلنعيّن النشر المحدود في جوار الصفر من الرتبة مثال:  ( ) 1f x x


   

nfفي جوار الصفر الدّالة       C   من أجلn  :و لدينا 

 
1

( ) 1f x x





    ،  
2

( ) 1 1f x x


 


     ،   
3

( ) 1 2 1f x x


  


     .....، 
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n  :بالتراجع يمكن إثبات أنّه من أجل         ( ) 1 2 ....... 1 1
nn

f x n x


   


      

n :و عليه من أجل       (0) 1 2 ....... 1
n

f n         بالتعويض في دستور تايلور يونغ ،

 :  النشر المطلوب نجد
  2( 1) ( 1) ( 1)

( ) 1 1 ( )
2! !

n nn
f x x x x x o x

n

     


   
        

 

 من  تقبل نشرا محدودا  fفإنّ  0xفي جوار nمن الرتبة  تقبل نشرا محدودا دالة fإذا كانت: 3قضيّة

p من أجل( p الرتبة n (  0في جوارx.  

 :أنّ أي 0xفي جوار nلنفرض أنّ تقبل نشراً محدوداً من الرتبة برهان: 
2

0 1 0 2 0 0 0( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ).n n

nf x a a x x a x x a x x x x x           مع
0

lim ( ) 0
x x

x


  

pمن أجل   n  :لدينا 

 

2

0 1 0 2 0 0

0 1 0 0

( ) ( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( ) ( ) .

p

p

p n p

p

f x a a x x a x x a x x

x x a x x x x x



       

     
 

بوضع 
1 0 0( ) ( ) ... ( ) ( )n p

ph x a x x x x x

      :نجد 
2

0 1 0 2 0 0 0( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ).p p

pf x a a x x a x x a x x x x h x           
مع 

0

lim ( ) 0
x x

h x


  المطلوب.وهو 
 

  لدينا: الصفر في جوار nمن الرتبة  محدوداً تقبل نشراً دالة fإذا كانت: 4قضيّة

  كثير حدود زوجي.  fلنشر فإن الجزء النظامي دالة زوجية  fإذا كانت -1

  كثير حدود فردي.  fلنشر فإن الجزء النظامي دالة فردية  fإذا كانت -2

 : و ليكن nمن الرتبة في جوار الصفر  محدوداً دالة زوجيّة تقبل نشراً fلنفرض أن : برهان
2

0 1 2( ) ... ( ).n n

nf x a a x a x a x x x      
)   xزوجيّة فإنّه من أجل fو بمأنّ ) ( )f x f x    
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2أي أنّ:  3 2 3

0 1 2 3 0 1 2 3...... ........a a x a x a x a a x a x a x         

و بالتالي: 
1 1a a   ،

3 3a a  ،.......،
2 1 2 1k ka a   

و عليه: 
1 3 5 2 1...... 0ka a a a      .أي أنّ الجزء النظامي للنشر هو كثير حدود زوجي 

  فردية.دالة  fنبرهن حالة وبطريقة مماثلة

   :في جوار النشر المحدود. 3

[ من الشكل Iفة على مجال دالة عددية معرّ fلتكن :تعريف , [a   أو] , [a وn  عدد

إذا قبلت   ) ر في جوا( أو في جوار nنشرا محدودا من الرتبة  تقبل fأن الدالة لطبيعي. نقو

1الدالة: 
:g t f

t

 
 
 

1حيث:   
t

x
  نشرا محدودا من الرتبةn 0في جوار.  

)المعرفة بـ:  fلنشر الدالة :مثال )
1

x
f x

x



ننشر الدالة:  من الرتبة الثالثة في جوار 

1
:g t f

t

 
 
 

 :أي 
1

1 1 1 1
( ) .

1 1 1
1

tg t f
tt t t

t t

 
        

  .0في جوار nمن الرتبة  

2لدينا 3 31 1
( ) 1 ( )

1
f g t t t t t t

t t


 
       

 
 

هو: fللدالة في جوار الثالثةالمحدود من الرتبة ومنه النشر 
2 3 3

1 1 1 ( )
( ) 1

h x
f x

x x x x
      

1حيث 
lim ( ) lim 0

x x
h x

x


 

 
  

 
. 

 

 

 
   
 النشور المحدودة للدوال المألوفة في جوار الصفر: .4



 بكار منصراعداد الأستاذ:                                               دساتير تايلور والنشور المحدودة :الفصل الثاني

19 
 

0xلاحظنا سابقا أنّه لنشر دالة في جوار     في جوار النشرهذا بتغيير متغيّر مناسب يمكن ارجاع 

لذلك أصبح من الضروري معرفة نشور بعض الدوال المألوفة في جوار الصفر، من وحدانيّة  الصفر،

       يونغ  يمكن استنتاج الدساتير التالية:    -نالنشور المحدودة و دستور ما ك لورا
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n
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3
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2! !

1
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1

( 1)
arctan ( )

3 2 1

ln(1 ) 1 ( )
2 3

n n

n n

n
n n

n
n n

x o x

n
x x x x o x

n

x x x o x
x

x
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n
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  :ةر المحدودوالنشالعمليات على  .5

 f وg من الرتبة محدوداً ن كل منهما تقبل نشراًدالتان عدديتاn  0في جوار عددx: 

   2

0 1 0 2 0 0 1 0 1 0( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ( )n n n

nf x a a x x a x x a x x x x P x x x             
   2

0 1 0 2 0 0 2 0 2 0( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ( )n n n

ng x b b x x b x x b x x x x Q x x x             

 

 

 المجموع و الجداء: .1. 5 
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  الدالةf g   ) حيث  2,   ( ًمن الرتبة  محدوداً تقبل نشراn  0في جوار العددx  من

 :الشكل   0( ) ( ) ( ) ( )nf g x P x Q x x x        
 

  الدالةf g نشرا محدودا من الرتبة  تقبلn  0في جوار العددx  من الشكل

   0( ) ( ) ( )nf g x K x x x    

)حيث )K x  دود من الدرجة الحكثيرn  الناتج من الجداء( ) ( )P x Q x  محتفظين فقط بالحدود التي

 .nدرجتها أصغر أو يساوي

 :أمثلة

xxلكل من الدالتين  ناالمحدود ناالنشر 1) e وxx e  هما 0في جوار الرابعة  من الرتبة : 

 
2 3 4

4

11
2! 3! 4!

x x x x
e x x       و 

2 3 4
4

21
2! 3! 4!

x x x x
e x x       

shxلكل من الدالتين  ينالمحدود ينالنشرو عليه   x وchx x   0في جوارمن الرتبة الرابعة 

 :هما

 
3

41
sh ( )

2 3!

x x x
x e e x x     

 
2 4

41
h ( ) 1

2 2! 4!

x x x x
c x e e x      

لدينا  2) 
2

2

1cos 1
2

x
x x      و   

2
2

21 1
2 8

x x
x x      النشر المحدود  و بالتالي

 للدالة cos 1x x x   هو 0في جوارمن الرتبة الثانية: 

       
2 2 2

2 2 2

1 2

5
cos . 1 1 1 1

2 2 8 2 8

x x x x x
x x x x x

  
            

  
 

 . حاصل القسمة: 2. 5

إذا كان 
0

lim ( ) 0
x x

g x


 :ّفإن 

fالدالة

g
)0من الشكل  0xفي جوار العدد  nتقبل نشرا محدودا من الرتبة   ) ( ) ( )nf

x K x x x
g
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)هو حيث )K x  الحدودحسب القوى المتزايدة لكثير الاقليدية حاصل القسمة ( )P x على كثير الحدود

( )Q x . 
 

 :مثال

cosxلكل من الدالتين  ينالمحدود ينالنشرنعلم أنّ   x وsinx x هما0في جوار  ةثالثمن الرتبة ال : 

 
2

3

1cos 1
2

x
x x    و 

3
3

2sin
6

x
x x x     من الرتبة للحصول على النشر المحدود

tanxللدالة 0في جوارالثالثة   x  نقسم
3

( )
6

x
P x x   على

2

( ) 1
2

x
Q x    نجدل :

 
3

3sin
tan

cos 3

x x
x x x

x
   . 

 التركيب: .3. 5

 f   من الرتبةدالة عددية  تقبل نشرا محدوداn  0في جوار عددx  :من الشكل

 1 0( ) ( ) ( )nf x P x x x     حيث( )P x ساوي ت درجته أصغر أو  كثير الحدودn  

 من الشكل: 1xفي جوار nمن الرتبةتقبل نشرا محدودا  دالة عددية gو

 2 1( ) ( ) ( )ng x Q x x x    حيث( )Q x درجته أصغر أو يساوي   كثير الحدودn 

gالدالة  عندئذ f  من الرتبةتقبل نشرا محدوداn  0في جوار العددx :من الشكل 

 0( )( ) ( ) ( )ng f x K x x x   

)حيث  )K x  دود من الدرجة الحكثيرn الناتج من التركيب   Q P x   محتفظين فقط بالحدود التي

 .nدرجتها أصغر أو يساوي

إذا كان  :حالة خاصة 2

0 1 2 1 1( ) ... ( ) ( )n n n

nf x a a x a x a x x x P x x         حيث

0
0

lim ( ) 0
x

f x a


   

و  2

0 1 2 2( ) ... n n

ng x b b x b x b x x       عندئذ 

 2

0 1 2( )( ) ( ) ( ( )) ... ( ( ))n n

ng f x b b P x b P x b P x x      
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 :مثال

للدالة 0في جوارلنعين  النشر المحدود  من الرتبة الثالثة     sin ln 1x x   

) نضع ) ln( 1)f x x   و( ) sing t t  لدينا
0 0

lim ( ) lim(ln( 1)) 0
x x

f x x
 

   :ومنه 
3

3( ) sin ( )
6

t
g t t t t     و

2 3
3ln(1 ) ( )

2 3

x x
x x o x     :وبالتالي  

 
3

2 3 2 3
3

2 3
3 3

2
3 3

1
( ( )) sin ln(1 ) ( )

2 3 2 2 3

1
( )

2 3 2

1
( )

2 6

x x x x
g f x x x x x

x x
x x x

x
x x x

 
         

 

    

   

 

. مكاملة النشور المحدودة:4. 5
  

 جوارفي  nنشرا محدودا من الرتبة تقبل  f لتكنقضيّة: 
0x:  

 2

0 1 0 2 0 0 0( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n n

nf x a a x x a x x a x x x x x          
جوار  في fدالة أصليّة لـ Fو لتكن 

0x ٍعندئذ ،F  1تقبل نشراً محدوداً من الرتبة من الرتبةn   في

جوار
0x   :يُكتب على الشّكل 
 2 3 1 11 2

0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )
2 3 1

n nna a a
F x F x a x x x x x x x x x x x

n
            


 

حيث  
0

lim ( ) 0
x x

x


. 

على المجال   fنشر  طرفي بمكاملةبرهان:  0 ,x x نحصل على 

 
0 0 0 0 0 0

2

0 1 0 2 0 0 0( ) ( ) ( ) ...... ( ) ( )

x x x x x x

n n

n

x x x x x x

f t dt a dt a t x dt a t x dt a t x dt t x t dt               

أي أنّ:   

 
0

2 3 11 2
0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

2 3 1

x

n nn

x

a a a
F x F x a x x x x x x x x t x t dt

n
           

  

لإتمام البرهان يكفي إثبات أنّ:       
0

1

0 0( )

x
nn

x

t x t dt x x


     

           
0 0

0 0 0

1

0
0 0 0, ,

( )
( ) ( ) ( )

1

x x x n
n nn

x x x x x x

x x x

x x
t x t dt t x t dt Sup x t x dt Sup x

n
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و بمانّ :        
   0

0

0 0

1

0

, ,

1

0

( )

1lim lim 0
( ) 1

n

x x x x x x

nx x x x

x x
Sup x Sup x

n

x x n

 



 

 



  
 

 ينتج المطلوب.  
 

لننشر الدّالة  مثال: arctan x في جوار الصفر من الرتبة الخامسة. 

  لدينا: 
 

2 3 4 41 1
1 ( )

1 1
X X X X o X

X X
      

   

2      و منه:   4 4

2

1
1 ( )

1
x x o x

x
   

       

    و بالتالي:     
3 5 3 5

5 5arctan arctan 0 ( ) ( )
3 5 3 5

x x x x
x x o x x o x         

 :اشتقاق النشور المحدودة .5. 5

1nC من الصنف دالة f تإذا كانقضيّة:  

 ( 1)n  0في جوارx  فإنّ الدالةf   تقبل نشرا محدودا

.fلنشر نحصل على جزئه العادي باشتقاق الجزء العادي 0x في جوار nمن الرتبة 
   

fيكفي تطبيق خاصيّة المكاملة على  برهان:   . 
 

نعلم أنّ: : مثال 2 1 11
1 .............

1

n nx x x x
x

      
 

الدالة
 

1

1
x

x  1من الصنفnC  على المجال ] , 1[    باستعمال الاشتقاق نجد النشر المحدود

للدالة 0في جوار nمن الرتبة 
2

1

(1 )
x

x
كما يلي:  

 
 2

1
1 2 ............... ( 1)

1

n nx n x x
x

     


 

   6. تطبيقات النشور المحدودة :

  :تعيين الدالة المكافئة .1 .6

 أصغر عدد بحيث p و ليكن 0xفي جوار nمن الرتبة  تقبل نشرا محدودا دالة fإذا كانت: قضية

0pa   : 1أي

0 1 0 0 0( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )p p n n

p p nf x a x x a x x a x x x x x

          :ّفإن

0
0( ) ( ) p

p
x x

f x a x x


  
مكافئة للجزء الرئيسي fو نقول أنّ الدالة

0( ) p

pa x x  0في نشرها المحدود في جوارx. 
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22لنبحث عن دالة مكافئة للدالة  مثال: 1 4 1 6xx e x x     0في جوار  
في جوار الصفر  لدينا

   

     

 

12 3 1
2 3 2 22

3
2 32 3 3

2 3

3 3

2 1 4 1 6 2 1 ( ) 1 4 1 6
1! 2! 3!

1 1 1
2 2 ( ) 1 4 4 4 ( )

3 2 8 16

1
1 6 ( )

2

11
( )

3

x x x x
e x x o x x x

x
x x o x x x x o x

x o x

x o x

 
             

 

 
          

 

 
   
 

  

 

  عليه: و
2 3

0

11
2 1 4 1 6

3

x

x
e x x x


     

لإزالة حالات عدم التعيين في حساب  من الطرق الفعّالة المحدودة النشور :حساب النهايات.2. 6

   :هأن ةلاحظبمالنهايات 

2إذا كان 

0 1 0 2 0 0 0( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n n

nf x a a x x a x x a x x x x           فإن 

0
0lim ( )

x x
f x a


 

2   لنحسب  مثال: 2

0 2

3 sin
lim

1
ln(1 ) tan sin

2

x

x x

x x x


  

   

   لدينا درجة تسمح برفع حالة عدم التعيين،لننشر كلاً من البسط و المقام من 

    
22 2 2 4 43 sin 3 3x x x x x x x    

 

   

 

 

2 3 4
2 4

2
3 3

4 3

2 3 4 3 2 4
4

4 4

1
ln(1 ) tan sin

2 2 3 4

1

3 2 3!

2 3 4 3 2 6

5

12

x x x
x x x x x

x x
x x x x

x x x x x x
x x x

x x

       

   
        
   

        

  

 

 لدينا:  0و بالتالي في جوار 
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4 42 2

2 4 4

3 3 13 sin

1 5 5
ln(1 ) tan sin 1

2 12 12

x xx x

x x x x x

 
 

      

 

عليه:      و   

 

2 2

0 02

3 13 sin 36
lim lim

1 5 5
ln(1 ) tan sin 1

2 12

x x

x x

x x x
 


  

    

 

 وضعية منحنى بالنسبة للمماس:. 3. 6

f:إذا كانت   I  0 دالة تقبل نشرا محدودا عندx I  :من الشكل

0 1 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k

kf x a a x x a x x x x x       
2kحيث:   0 أصغر عدد بحيثka  فإنّ معادلة المماس لمنحنىf  0عندx  هي: 

0 1 0( )y a a x x   
)، ندرس اشارة الفرق0xوضعية المنحنى بالنسبة للمماس في جوار  و لتحديد )f x y

 
 

0
0( ) ( )k

k
x x

f x y a x x


 0 إشارةيكفي دراسة  أي( )k

ka x x

 
حيث : f: لندرس وضعية منحنى الدالةمثال

2

2( )
x

f x e


 0بالنسبة للمماس عند 1x . 

لدينا 
3

31 1 ( 1)
( ) ( 1)

3

x x
f x x

e e e

 
    

 
نستنتج أنّ معادلة المماس

 0 1x  

x:هي
y

e
 

 
أنّ:  وبما

0

3( 1)
( )

3x x

x
f x y

e


  1 انعطاففإنّ: المنحنى يقبل نقطة

(1, )M
e 

 تعيين المستقيمات المقاربة المائلة:.4. 6

)إذا كانت الدالة  )f x
x

x
( من الشكل: أو )عند  دالة تقبل نشرا محدودا عند 

1 1
0

( ) 1
( )k

xk k

aaf x
a

x x x x
   

 
2kحيث:   0 أصغر عدد بحيثka  ّ0:فإن 1lim[ ( ) ( )] 0

x
f x a x a


  

 
المستقيم  أي أنّ

0 : الذي معادلته 1y a x a  هو مقارب مائل لمنحنىf عند  عند( أو ووضعية )

)الفرق بإشارة حنى بالنسبة للمقارب المائل  تُعرفالمن )f x y

 
أي حسب اشارة: 

1

k

k

a

x 
. 

 

3المعرّفة بـ: fلنعيّن المقارب المائل لمنحنى الدالة مثال: 2 3( ) 1f x x x   عند. 



 بكار منصراعداد الأستاذ:                                               دساتير تايلور والنشور المحدودة :الفصل الثاني

26 
 

1
3 2 3

3
3

3 3

3 3 3 3

( ) 1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 ( ) 1

3 3 3

f x x x

x x x x x x

x x x x x x

   
       

 

   
          

   

 

 

 وعليه
2 3

1 1 1
lim ( ) lim 0

3 3x x
f x x

x x 

      
          
       

المستقيم  ومنه

1الذي معادلته 

3
y x  هو مقارب مائل لمنحنىf عند .  

 : وبما أنّ
2

1 1
( )

3 3x
f x x

x

 
  
  

 .المنحنى فوق مقاربه المائل فإنّ:

 

 

 

 


