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 انيكعلم ميكالمندرجِة ضِمن نجاز هذه الدّروس إ و الله عَزَّ و جَل على إتمامبادئ ذي بدء، أشكر 
الي بالتّ ، و ةرّ من ميكانيك الأوساط المستمِ بالضّبط من الميكانيك و  فرعا   يعتبرالذي  هذا العلم الموائع.

في كل   وائعمع المنتعامل من الأهميّة بما كان حيث  العلم راسة هذاإنّ دِ  أهم فروع الفيزياء.هو يعد من 
لذي نريده او كجريان الماء عبر الأنابيب ليصل إلى المكان  مثل   في حياتنا اليومية كاستنشاق الهواءوقت 

 و كحركة السّفن التي تجري في البحار و كتحليق الطاّئرات ... إلخ.

توافق محتواها ي و التي ميكانيك الموائعمدخل إلى يمكن اعتبارها كفي هذه المطبوعة الدّروس المقّدمة إنّ 
فيزياء  صيزياء تخصّ فلطلبة السّنة ثانية ماستر بدرجة أولى و هي موجّهة  المدرّسة في الجامعاتمع البرامج 

لبة بقية لط أيضا و كذلك هي مفيدة الوادي-بجامعة الشّهيد حمهّ لخضر اشعاع و طاقة تطبيقية
   .الفرعهذا  فيها سدرَّ ي  التي  التخصّصات

من  الفصل الأول مدخل لبقية الفصوليعتبر إلى خمسة فصول أساسية. حيث  الدّروسقسّمت هذه 
لثاني فيهتمّ ا ائع. أمّا الفصلو كذلك الخصائص و المقادير التي تميّز المخلل ذكر بعض التعاريف و  

راسة الد   من خلل وكر بعض التعاريف الخاصّة بحركة الموائع للموائع من خلل ذِ  بالدّراسة السّينماتيكية
 بقية في و كذلك من خلل التطرّق لمعادلة انحفاظ الكتلة التي سيعتمد عليها اتالتحليلية لبعض الجريان
، هاالث تّم التطرق إلى نظرية انحفاظ كمّية الحركة و معادلات الحركة المستمدّة منالفصول. في الفصل الثّ 

مثل معادلة أولر و معادلة نافيير و ستوكس. أنواع و مميّزات الجريانات و خصائصها تّم التطرّق له في 
اب برنولي المعمّمة فيشمل أيضا طرق حس الفصل الراّبع. أمّا الفصل الخامس، بالإضافة إلى معادلة

 فواقد الشّحنة الخطيّة منها و الثاّنوية.

أن نها أتوى من شالمحرح ب باستلم أي إضافات أو أي ملحظات حول فإنّني أحترم و أ  و أخيرا ، 
 .هذه المطبوعة تحسينتساهم في 

 اللبي عبد القادر

مـــــــــــة  المــــقـــــــــد 
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ِ

 تعريفِالمائع.1.1ِِِ

نها الانتقال ة و التي يمكا و الحرّ غيرة جدّ ية الصّ المائع هو عبارة عن مجموعة كبيرة من الجسيمات المادّ 
كما   ريان.ه و يمكنه الجي مستمر قابل للتشوّ ذن هو عبارة عن وسط مادّ إحول بعضها البعض. المائع 

ا لا تتغير موائع غير قابلة للنضغاط أي أن كثافتهوائل هي لى سوائل و غازات، فالسّ إتنقسم أنّ الموائع 
ير الضغط ا الغازات فهي موائع قابلة للنضغاط أي أن كثافتها تتغير بتغق عليها أمّ غط المطبّ بتغير الضّ 

 ق عليها.المطبّ 

 

ِوِالمقاديرِالأساسيةِالمتعلقةِبهاِخصائصِالموائع.2.1ِِِ

  :تعرف الكتلة الحجمية الكتلة الحجميةρ  للمائع على أنها كتلة المائع في وحدة الحجم و يعبّر 
 .𝑘𝑔/𝑚3عنها بـ 

  الكثافة: تعرف كثافة المائع𝑑  ّسبة بين الكتلة الحجمية للسائل و الكتلة الحجمية على أنها الن
جمية سبة بين الكتلة الحجمية للغاز و الكتلة الحللسوائل، و على أنها النّ  سبةبالنّ  و هذاللماء 
، 𝑎𝑡𝑚 1ي ي يساو غط الجوّ )الضّ  روط المثاليةالشّ  عندو ذلك  ،سبة للغازاتبالنّ و هذا للهواء 

مع  (.°𝐶 0سبة للهواء تساوي ، درجة الحرارة بالنّ °𝐶 3.98سبة للماء تساوي درجة الحرارة بالنّ 
 بدون وحدة(.أي بعدي )الكثافة هي مقدار لا العلم أنّ 

  ّغط: و يعبّر الض( عنه بالباسكال 𝑃𝑎.) 
  ّرعة: و يعبّر الس( عنها بـ 𝑚/𝑠.) 
  ّسارع: و يعبّر الت( عنه بـ 𝑚/𝑠2.) 

م اتتِ تذكيرِوِتِ ِ–الفصلِالأو لِ  
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  ّالمائع للجريان،  معيار يوصف به قابليةمقدار فيزيائي و ا زوجة على أنهّ زوجة: يمكن تعريف اللّ الل
قابلية المائع  زوجة زادتما قلّت اللّ ك و الجريان. و كلّ و مقدار مقاومته لضغط يجبره على التحرّ 

ا وجة على أنهّ ز ما زادت لزوج المائع  قلّت قابليته للجريان. كما يمكن وصف اللّ للجريان، و كلّ 
ريكية حزوجة التّ معامل اللّ زوجة و هما هناك معاملين للّ  احتكاك داخلي بين جسيمات المائع.

 فقرة الموالية.ق لهذا في الفصيل أكثر سنتطرّ و للتّ  زوجة الحركيةيناميكية( و معامل اللّ الدّ أو )

 

ِقانونِنيوتنِ-يناميكيةِوِالحركيةِزوجةِالدِ اللِ معام ليِ.3.1ِِِ

 سطح كل صفيحة هوو ليكن مساحة ، 𝑧بينهما  البعد كبيرتين كفايةنعتبر صفيحتين متوازيتين أفقيتين  
𝑆.فيحة العلوية بشكل نقوم بتحريك الص ، كما نعتبر أن الفراغ المحصور بين الصفيحتين يشغله مائع لزج

في  كما هو موضح  فيحة السفلية ثابتةالصّ  نبقيبينما  𝑈بحيث تكتسب سرعة ثابتة   𝐹ة أفقي بقوّ 
و هي   𝑉𝑚𝑎𝑥إن جسيمات المائع الملتصقة بالصفيحة المتحركة ستكتسب إذن السرعة  .(1.1الشكل )

معدومة  ىابتة ستبقفيحة الثّ ، أما جسيمات المائع الملتصقة بالصّ 𝑈فيحة السرعة المساوية لسرعة الصّ 
𝑉السرعة  = فإنّ المنحني  𝑈صغير كفاية و كذلك السرعة  فيحتينبين الصّ  𝑧إذا اعتبرنا أن البعد  .0

خط  زج بين الصفيحتين كما هو موضح في الشكل يكون على شكلرعات للمائع اللّ الممثل لتوزيع الس  
  مستقيم.

 

 

 

 

 .رعات لمائع لزج موجود بين صفيحتين( توزيع السّ 1.1شكل )

 

𝑉 + 𝑑𝑉 
𝑉 𝑧0 𝑧0 + 𝑑𝑧 

𝑉 = 𝑈 = 𝑉𝑚𝑎𝑥 
𝐹 

 الصّفيحة المتحركة
𝑧 

𝑉 =  تةالثاب الصّفيحة 0

𝑑𝑉الميل = 

𝑑𝑧
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𝑑𝑉رعة ج السّ تكون متناسبة طرديا مع تدرّ  𝐹ة حسب نيوتن القوّ 

𝑑𝑧
 حيث يمكن كتابة: 

𝐹 = 𝜇 𝑆 
𝑑𝑉

𝑑𝑧
 

ة ـــــوليدات الدّ ـــــــــة الوحــــــــ عنه في ملو يعبّر  ة الديناميكيةـــــزوجل معامل اللّ يمثّ  𝜇ب ـــــــل التناســــــحيث معام
 .𝑘𝑔 𝑚−1 𝑠−1 ــبـ

𝐹المقدار إنّ 

𝑆
  ، و منه:𝜏يدعى إجهاد القص و يرمز له بـ  

𝜏 = 𝜇  
𝑑𝑉

𝑑𝑧
 

إنّ الموائع التي تخضع لهذا القانون تسمى بالموائع النيوتونية، هذه الموائع يكون معامل لزوجتها مستقل 
سمّى . أمّا الموائع الأخرى فت... إلخ و الماء الغازاتمنها على سبيل المثال نذكر  ،رعةج السّ عن تدرّ 

 .... إلخ و على سبيل المثال نذكر منها حبر الكتابة، الدّم بالموائع الغير النيوتونية

و  𝜇 ناميكية يزوجة الدّ ق بمعامل اللّ هو يتعلّ  زوجة الحركية ومعامل اللّ يدعى  للّزوجةخر وجد معامل آي
 تي:العلقة التي تربطهما هي كالآ

𝜇 = 𝜌 𝜈 

 حيث:

 𝜌  ّل تمث( الكتلة الحجمية للمائع𝑘𝑔/𝑚3.) 

𝜈 ـولية بـفي ملة الوحدات الدّ  زوجة الحركية و يعبّر عنهعامل اللّ ل مثّ يم 𝑚2/𝑠. 

 

:إذا كان  ملاحظة𝜇 =  ك(.فإنّ المائع مثالي أو في حالة سكون )غير متحرّ  0
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ِجهاداتالإ.4.1ِِِ

أو  𝑁/𝑚2هي اد ـــــــالإجهدة المساحة، وحدة قياس ــــرة على وحــــــــة المؤثوّ ــــه القاد على أنّ ـــجهي عرّف الإ
 .𝑃𝑎الباسكال 

كون ذو نة و يطح في نقطة معيّ ر على السّ الذي يؤثّ الإجهاد ه ( يعرف على أنّ  �⃗�)الإجهاد إنّ شعاع 
 مقدار كمّي معيّن حيث:

�⃗� = 𝑙𝑖𝑚
𝑑𝑆→0

𝑑𝐹 

𝑑𝑆
 

ل ودية تمثّ حداهما عمإبتين جهاد سوف يتحلّل الى مركّ طح فإنّ الإة مائل على السّ ذا كان شعاع القوّ إ
 .𝜏ل إجهاد القص تمثّ  ( و الأخرى مماسية𝑝العمودي )تسمّى الضّغط الإجهاد 

ِمثال:

 نفرض أنّ عبارة توزيع السرعة لجريان مستوٍ لمائع لزج تعطى كالآتي:
𝑉(𝑧) = 3 𝑧3 + 2 𝑧2 

𝜇 إذا كان معامل اللزوجة الديناميكية للمائع هو = 0.035 𝑁 𝑠 𝑚−2 أحسب عندئذ قيمة إجهاد ،
 من الجدار. 30𝑐𝑚 القص على بعد

 الحل:

 لدينا:

𝜏 = 𝜇  
𝑑𝑉

𝑑𝑧
= 𝜇(9𝑧2 + 4𝑧) 

 هي: من الجدار 30𝑐𝑚 قيمة إجهاد القص على بعدو منه فإنّ 

𝜏
𝑧=0.3𝑚

= 0.035[9(0.3)2 + 4(0.3)] 

𝜏      إذن:
𝑧=0.3𝑚

= 7.035 ∙ 10−2𝑁 𝑚−2 
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ِالحجمِِوِقوىطحِالسِ قوىِ.5.1ِِِ

 .الحجم ىو قو السّطح رة على جسيمات المائع إلى قسمين و هما قوى المؤثّ  تنقسم القوى الخارجية
 تنسور الإجهادات. مفهوم إلى لا  أوّ يجب أن نتطرّق  ذلكف نعر  لكن قبل أن 

 تنسورِالإجهادات: .أ
لذلك بادئ ذي بدء  . �⃗� ذو ناظم اتّجاهه كيفي ق على سطحالمطبّ   �⃗�إيجاد عبارة الإجهاد  أوّلا هنانريد 

= �⃗�اظم على هذا السطح هو و ليكن شعاع الوحدة النّ  𝑥نعتبر سطح عمودي على المحور  𝑒 𝑥   كما
 (.2.1هو موضح في الشكل )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 كل الآتي:حيث يمكن تفكيكه على الشّ  �⃗� 𝑥طح هو إنّ الإجهاد المطبق على هذا السّ 

�⃗� 𝑥 = 𝜎𝑥𝑥  𝑒 𝑥 + 𝜎𝑦𝑥 𝑒 𝑦 + 𝜎𝑧𝑥  𝑒 𝑧 

ناتجة  هي مركبة عمودية 𝜎𝑥𝑥بينما  زوجةناتجتان عن اللّ  مركبتان مماسيتان هما 𝜎𝑧𝑥و  𝜎𝑦𝑥نلحظ أنّ 
 .غطالضّ  عن

 نجد: 𝑧  ثم على المحور  𝑦طح عمودي على المحور ابقة و باعتبار أنّ السّ ريقة السّ بنفس الطّ 

𝜎𝑦𝑥 

𝑧 

𝑥 

𝑦 

𝜎𝑥𝑥  

𝜎𝑧𝑥  
�⃗�  

�⃗� 𝑥 

(2.1شكل )  
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�⃗� 𝑦 = 𝜎𝑥𝑦 𝑒 𝑥 + 𝜎𝑦𝑦 𝑒 𝑦 + 𝜎𝑧𝑦 𝑒 𝑧 
�⃗� 𝑧 = 𝜎𝑥𝑧 𝑒 𝑥 + 𝜎𝑦𝑧 𝑒 𝑦 + 𝜎𝑧𝑧 𝑒 𝑧 

في المعلم الكارتيزي  طحعاع الناظم على هذا السّ يمكن تفكيك عبارة الشّ  نعتبر الآن سطح اتّجاهه كيفي،
 كل:على الشّ 

�⃗� = 𝑛𝑥 𝑒 𝑥 + 𝑛𝑦 𝑒 𝑦 + 𝑛𝑧 𝑒 𝑧 
 :طح كالآتيق على هذا السّ في هذه الحالة يمكن كتابة عبارة الإجهاد المطبّ 

�⃗� = 𝑛𝑥 �⃗� 𝑥 + 𝑛𝑦 �⃗� 𝑦 + 𝑛𝑧 �⃗� 𝑧 
 نجد: �⃗� 𝑧 و �⃗� 𝑥، �⃗� 𝑦بتعويض عبارات 

�⃗� = 𝑛𝑥 (𝜎𝑥𝑥 𝑒 𝑥 + 𝜎𝑦𝑥 𝑒 𝑦 + 𝜎𝑧𝑥 𝑒 𝑧) + 𝑛𝑦 (𝜎𝑥𝑦 𝑒 𝑥 + 𝜎𝑦𝑦 𝑒 𝑦 + 𝜎𝑧𝑦 𝑒 𝑧)

+ 𝑛𝑧 (𝜎𝑥𝑧 𝑒 𝑥 + 𝜎𝑦𝑧 𝑒 𝑦 + 𝜎𝑧𝑧 𝑒 𝑧) 
 أي أنّ:

 
�⃗� = (𝑛𝑥 𝜎𝑥𝑥 + 𝑛𝑦 𝜎𝑥𝑦 + 𝑛𝑧 𝜎𝑥𝑧) 𝑒 𝑥 + (𝑛𝑥 𝜎𝑦𝑥 + 𝑛𝑦 𝜎𝑦𝑦 + 𝑛𝑧 𝜎𝑦𝑧)𝑒 𝑦

+ (𝑛𝑥 𝜎𝑧𝑥 + 𝑛𝑦 𝜎𝑧𝑦 + 𝑛𝑧 𝜎𝑧𝑧)𝑒 𝑧 
 و منه يكون:

�⃗� = [

𝜎𝑥𝑥 𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥𝑧
𝜎𝑦𝑥 𝜎𝑦𝑦 𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑥 𝜎𝑧𝑦 𝜎𝑧𝑧

] [

𝑛𝑥
𝑛𝑦
𝑛𝑧
] 

 إذن يمكن أن نكتب:
�⃗� = �̿� ∙ �⃗�  

 :)ترميز أينشتاين( يسمّى تنسور الإجهادات، أو بشكل آخر يمكن أن نكتب �̿�حيث 
𝑇𝑖 = 𝜎𝑖𝑗 ∙ 𝑛𝑗 

 ل الإجهادات الوحدوية.تمثّ  𝜎𝑖𝑗حيث 
 
ِملاحظة:

 كالآتي:    �⃗�ي الإجهاد الكلّ عبارة كذلك يمكن تفكيك  
�⃗� = −𝑝 ∙ �⃗� + 𝜏  

 :حيث
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 𝜏  إجهاد القص( وجةز اللّ المماسي الناتج عن  تمثل الإجهاد(. 
(−𝑝 ∙ �⃗� )  ّغط(.يمثل الإجهاد العمودي )الض 

ذه الحالة فإنهّ في ه ،الي لا و جود لإجهاد القصبالتّ  ،إذا كان المائع مثالي أو في حالة سكون ،و منه
 كالآتي:    �⃗�ي تكون عبارة الإجهاد الكلّ 

�⃗� = −𝑝 ∙ �⃗�  
 

  :قوىِالس طح .ب

السّطح  في هذه الحالة قوى السّطح ليست فقط عمودية علىفنعتبر مائع حقيقي )لزج( في حالة حركة، 
قوّة ، 𝑑𝑆من سطح  𝑀زوجة )الاحتكاكات(. ففي نقطة بل توجد إجهادات مماسية ناشئة عن اللّ 

 :طح يعبّر عنها كالآتيالسّ 

𝑑𝐹 = �⃗�  𝑑𝑆 
 أو نكتب .(3.1ح في الشكل )كما هو موضّ     �⃗� اظمق على السّطح ذو النّ ل الإجهاد المطبّ يمثّ   �⃗� حيث

  :بشكل آخر )ترميز أينشتاين(
𝑑𝐹𝑖 = 𝑇𝑖  𝑑𝑆 

 تكون عبارة اليبالتّ و ، 𝜎𝑖𝑗 الإجهادات الوحدوية بدلالة 𝑇𝑖 عن الإجهاد نعبّر  أن يمكنرأينا سابقا كما 
 :كالآتي  طحقوى السّ 

𝑑𝐹𝑖 = 𝜎𝑖𝑗 ∙ 𝑛𝑗  𝑑𝑆 
ِ

ه في إنّ ف ،و بالتالي لا و جود لإجهاد القص إذا كان المائع مثالي أو في حالة سكون حالاتِخاصة:
 :كالآتيمباشرة   طح تكتب قوى السّ  هذه الحالة

𝑑𝐹 = −𝑝 �⃗�  𝑑𝑆 
 المعطاة. قطةالستاتيكي و الذي هو مستقل عن الاتّجاه في النّ اكن أو غط السّ يمثل الضّ  𝑝حيث 

 
 



 

 
-11- 
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  قوىِالحجم: .ج
المائع تأثيرات  ق على جسيمات( تطبّ إلخ ثقالية، كهربائية، مغناطيسية ...واء  كانت سَ إنّ حقول القوّة )

كل الشّ  لىعون ـــــو التي تك مـــــوى الحجـــــى بقام الجسيمات و تسمّ ـــــــة مع أحجــــــعن بعد تكون متناسب
𝜌 𝐹  𝑑𝓋 م ـــــر الحجــــبالنسبة لعنص𝑑𝓋. ــــــــة الأرضيـــــــل الجاذبيـــــــــة وجود حقـــــــففي حال( ة𝑔 فقط )  يكون
𝐹 = 𝑔   قوى الحجم تكتب على الشّكل  فإنّ و بالتالي𝜌 𝑔  𝑑𝓋  ( 4.1كما هو موضح في الشكل.) 

 

 

 

 

ِ

 

ِ.ِِِالعبارةِالأساسيةِللموائعِالس اكنة6.1

د المائع الموجو  ، إنّ مجموع قوى الحجم المطبّقة على𝓋 حجمه في حالة سكون نعتبر جزء معيّن من مائع
∭كل هي من الشّ  𝓋الحجم  داخل 𝜌 𝑔  𝑑𝓋

𝓋
المحيط  𝑆و مجموع قوى السّطح المطبّقة على السّطح  

∬هي من الشكل  𝓋بالحجم  −𝑝 �⃗�  𝑑𝑆
𝑆

اظم على السّطح و هو هو شعاع الوحدة النّ   �⃗�حيث  
في  لا وجود لإجهاد القص( )4.1كل )ح في الشّ كما هو موضّ   ه خارج هذا السّطح المغلقشعاع موجّ 
 .هذه الحالة(

 

 

 

𝑔  

𝑑𝓋 

𝑑𝐹 = 𝜌 𝑔  𝑑𝓋 

(14.شكل ) (13.شكل )   

𝑀 
�⃗�  

�⃗�  

𝑑𝑆 

𝑑𝓋 

𝓋 

𝑑S 

�⃗�  

𝑆 

(14.شكل )  
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وم معديكون  (قوى الحجم و السّطحتمثّل هي التي و ) 𝓋قة على الحجم ي للقوى المطبّ إنّ المجموع الكلّ 
 و ذلك راجع لأن المائع في حالة سكون و منه:

∭𝜌 𝑔  𝑑𝓋

𝓋

+∬ −𝑝 �⃗�  𝑑𝑆
𝑆

= 0⃗  

 و باستعمال نظرية أوستروغرادسكي نجد:

∭𝜌 𝑔  𝑑𝓋

𝓋

+∭ −𝑔𝑟𝑎𝑑 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗𝑝 𝑑𝓋
𝓋

= 0⃗  

 منه: و

∭(𝜌 𝑔 − 𝑔𝑟𝑎𝑑 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗𝑝 ) 𝑑𝓋

 𝓋

= 0⃗  

 و هذا يعني أنّ:

𝜌 𝑔 − 𝑔𝑟𝑎𝑑 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗𝑝 = 0⃗  
 أي أنّ:

𝑔𝑟𝑎𝑑 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗𝑝 = 𝜌 𝑔  
 أو نكتب بشكل آخر:

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑝

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑝

𝜕𝑧
�⃗� = −𝜌 𝑔 �⃗�  

 بالمطابقة بين طرفي المعادلة نجد: 
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{
  
 

  
 
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0 ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (1) 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 0 ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (2)

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= −𝜌 𝑔 ∙∙∙∙∙∙∙ (3)

 

 𝑝غط أن الضّ كذلك ( نستنتج  2المعادلة )، و من 𝑥مستقل عن  𝑝غط ( نستنتج أن الضّ 1من المعادلة )
𝑝 أي أنّ  𝑧 لا يتعلّق إلا بـ 𝑝 غطالضّ و منه فإن . 𝑦مستقل عن  = 𝑝(𝑧). ( نجد3و حسب المعادلة ) 

 :إذن
𝑑𝑝

𝑑𝑧
= −𝜌 𝑔 

 اكنة على شكلها التفاضلي.و هي تمثل العبارة الأساسية للموائع السّ  

 

 (:ِحالةِالموائعِالغيرِقابلةِللانضغاط1)تطبيقِ

𝑝 أي أن 𝑧 لا يتعلّق إلا بـ 𝑝 غطالضّ اكنة ه في حالة الموائع السّ كما رأينا سابقا أنّ  = 𝑝(𝑧) و منه ،
 يكون: 

𝑑𝑝 =
𝑑𝑝

𝑑𝑧
𝑑𝑧 

 أي أنّ:

𝑝 = ∫
𝑑𝑝

𝑑𝑧
𝑑𝑧 + 𝑐𝑠𝑡𝑒 

 :(فاضليعلى شكلها التّ )اكنة العبارة الأساسية للموائع السّ يكون حسب  و منه

𝑝 = ∫−𝜌 𝑔 𝑑𝑧 + 𝑐𝑠𝑡𝑒 

  :دنج للنضغاط تكون الكتلة الحجمية ثابتة و منه ةغير قابلالائع المو في حالة ه نا نعلم أنّ كما أنّ 
𝑝 = −𝜌 𝑔 𝑧 + 𝑐𝑠𝑡𝑒 
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 أي أنّ:
𝑝 + 𝜌 𝑔 𝑧 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 

 

 قابلةِللانضغاطالموائعِال(:ِحالة2ِ)ِتطبيق

ق مباشرة بالضغط و تتعل ثابتة و للمائع غير للنضغاط تكون الكتلة الحجمية ةقابلالائع المو في حالة 
 ففي حالة غاز مثالي تكون معادلة الحالة من الشكل:  .𝑧هذا الأخير يتعلّق بالارتفاع 

𝑝 𝓋 = 𝑛 𝑅 𝑇 

 تمثل درجة الحرارة المطلقة للغاز. 𝑇 يمثل عدد المولات في الغاز و 𝑛 المثالية، يمثل ثابت الغازات 𝑅حيث 

𝑛 :و لدينا =
𝑚

𝑀
=

𝜌 𝓋  

𝑀
  

 ل الكتلة الحجمية.تمثّ  𝜌 ل الكتلة المولية وتمثّ  𝑀 ،الكتلةل تمثّ  𝑚 حيث

 و منه تكون عبارة الكتلة الحجمية للغاز المثالي كالآتي:

𝜌 = 𝑝
𝑀

𝑅 𝑇
 

 :( نجدعلى شكلها التفاضلي)الأساسية للموائع الساكنة بالتعويض في العبارة 
𝑑𝑝

𝑑𝑧
= −(𝑝

𝑀

𝑅 𝑇
) 𝑔 

 أي أنّ:
𝑑𝑝

𝑝
= −

𝑀 𝑔

𝑅 𝑇
 𝑑𝑧 

 و باعتبار أنّ درجة الحرارة ثابتة يكون :

ln 𝑝 = −
𝑀 𝑔

𝑅 𝑇
𝑧 + 𝑐𝑠𝑡𝑒 
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 كالآتي:  𝑧بدلالة الارتفاع  للغاز المثالي غطالضّ تكون عبارة إذن 

𝑝 = 𝑝0 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑀 𝑔

𝑅 𝑇
𝑧) 

𝑧يمثل الضغط عند الارتفاع  𝑝0 حيث = 0. 
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راسة م بدحليلي لجملة في حالة حركة. و فيما يلي سنهتالموائع يهتم بالوصف التّ  ماتيكسينإنّ علم 
 بات هذه الحركة.بمسب   عتبارالاحركة الموائع و ذلك بدون الأخذ بعين 

 

 .ِِِوصفِحركةِالموائع1.2

 لاغرانج و طريقة أولر. ةهنا إلى طريقسنتطرّق 

ِطريقةِلاغرانج: .أ

كانت  يث إذاع حركة جسيم المائع بشكل فردي، بحتتبّ ائع على طريقة لاغرانج في دراسة حركة المترتكز 
𝑡المائع عند اللحظة جسيم من إحداثيات  = ,𝑎)هي  0 𝑏, 𝑐) فإنهّ عند أيّ لحظة زمنية 𝑡   ستكون

,𝑥)الجسيم  احداثيات هذإ 𝑦, 𝑧)  ِـلـ عا  تاب (𝑎, 𝑏, 𝑐) و للزّمن 𝑡.  ّات الأربعة و تسمّى هذه المتغير
(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑡)  ّانيك الوصف المستعمل في ميكذلك مع العلم أنّ وصف لاغرانج هو  ات لاغرانج.بمتغير

 ية.قطة المادّ النّ 

ِأولر:ِطريقةِ .ب

كمن في دراسة بحدّ ذاته بل تئع على دراسة حركة الماترتكز خلفا لطريقة لاغرانج فإنّ طريقة أولر لا 
لى سبيل ع الفراغ المشغول بالمائع المتحرك، حيث أنّ هذه الطريقة هي الأنسب في دراسة حركة الموائع.

,𝑥)نقطة ما في الفراغ لها إحداثيات نختار المثال  𝑦, 𝑧)  ات التي تحد  للمقادير المميّزة التغيرّ و ندرس
أو بالانتقال من نقطة في الفراغ إلى أخرى. إنّ هذه المتغيرات  𝑡 مع مرور الزمنعند هذه النقطة للمائع 
,𝑥)الأربعة  𝑦, 𝑧, 𝑡) مع العلم أنّ وصف أولر هو الوصف المستعمل لكل الحقول . ات أولربمتغيرّ  مّىتس

 في الفيزياء.

 

سينماتيكِالموائعِ–ِالفصلِالث اني  
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,𝑎) جريان معرّف بدلالة متغيرات لاغرانجفرض أنه يوجد ن مثال: 𝑏, 𝑐, 𝑡)  :كما يلي 

(∗) {

𝑥 = 𝑎 +
1

2
𝛼 𝑡2 + 𝛽 𝑎 𝑡

𝑦 = 𝑏 + 𝛽 𝑡2 + 3 𝛾 𝑡    
𝑧 = 𝑐 + 𝑏 𝛾 𝑡                 

  

 ات أولر.لهذا الجريان بدلالة متغيرّ  𝑤و  𝑢 ،𝑣 رعةبات السّ مرك   دفي هذه الحالة أوج

 

ِالحل:

 :(∗)من ملة المعادلات لدينا 

(∗∗)

{
 
 

 
 𝑢 =

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝛼 𝑡 + 𝛽 𝑎

𝑣 =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2𝛽 𝑡 + 3 𝛾    

𝑤 =
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑏 𝛾                 

 

 :(∗)و كذلك لدينا من ملة المعادلات 

{
 
 

 
 
𝑎 =

𝑥 −
1
2
𝛼 𝑡2

1 + 𝛽 𝑡
               

𝑏 = 𝑦 − 𝛽 𝑡2 − 3 𝛾 𝑡    
𝑐 = 𝑧 − 𝑏 𝛾 𝑡                 

 

 :نجد (∗∗)ملة المعادلات في  𝑐و  𝑎 ،𝑏و منه بتعويض عبارات  

{
 
 

 
 
𝑢 = 𝛼 𝑡 + 𝛽(

𝑥 −
1
2
𝛼 𝑡2

1 + 𝛽 𝑡
)               

𝑣 = 2𝛽 𝑡 + 3 𝛾                                    

𝑤 = 𝛾 (𝑦 − 𝛽 𝑡2 − 3 𝛾 𝑡)                 

 

,𝑥)الأربعة  بدلالة متغيرات أولر مركبات السرعةو هي تمثل  𝑦, 𝑧, 𝑡). 
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 .ِِِخطوطِوِأنابيبِالتيار2.2

 خطِالتيار:ِ .أ

اطه رعة عند كل نقطة من نقبحيث يكون شعاع السّ  كفي المائع المتحرّ  (𝐶) خط التيار هو كل منحنٍ 
 مماسي لهذا المنحني.

نقاط خط نقطة من  ين عند كلمتوازي 𝑑𝑙 و عنصر الانتقال   �⃗�رعة السّ عريف يكون شعاع من خلل التّ 
 ، أي أنّ:(1.2كما هو موضح في الشكل )  التيار

                     𝑑𝑙  ˄ �⃗� = 0⃗   
 و منه يكون:

                       |
𝑖 𝑗 �⃗� 

𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧
𝑢 𝑣 𝑤

| = 0⃗    

 إذن:

(𝑤 𝑑𝑦 − 𝑣 𝑑𝑧)𝑖 − (𝑤 𝑑𝑥 − 𝑢 𝑑𝑧)𝑗 + (𝑣 𝑑𝑥 − 𝑢 𝑑𝑦)�⃗� = 0⃗  

 بالمطابقة بين طرفي المعادلة نجد:

{
𝑤 𝑑𝑦 = 𝑣 𝑑𝑧
𝑤 𝑑𝑥 = 𝑢 𝑑𝑧
𝑣 𝑑𝑥 = 𝑢 𝑑𝑦

 

 و نكتب بشكل آخر:

{
 
 

 
 
𝑑𝑦

𝑣
=
𝑑𝑧

𝑤
𝑑𝑥

𝑢
=
𝑑𝑧

𝑤
𝑑𝑥

𝑢
=
𝑑𝑦

𝑣

 

 أي أنّ:

(𝐶) 

𝑀 

�⃗� (𝑀, 𝑡1) 

 𝑡1   خط تيار عند اللحظة (2.1شكل )  

𝑑𝑙  
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𝑑𝑥

𝑢
=
𝑑𝑦

𝑣
=
𝑑𝑧

𝑤
 

خطوط  بيه هنا إلى أنّ كما يجدر التن  فاضلية التي تعرف بها خطوط التيار.ل المعادلات التّ هذه الأخيرة تمثّ 
 .𝑡2 حظةة مختلفة عن خطوط التيار عند اللّ تكون في الحالة العامّ  𝑡1حظة التيار عند اللّ 

 

 أنبوبِالتيار:ِ .ب

في المائع المتحرك و رسم  (𝐶)أنبوب التيار يعرف على أنه السطح الذي ينشأ بأخذ منحني مغلق 
 .(2.2ح في الشكل )كما هو موضّ   المنحني المغلقة بجميع نقاط هذا خطوط التيار المارّ 

 

 

 

 

 خطوطِالتيارِوِالمسارات:ِ .ج

يجب التنبيه هنا إلى أنّ خطوط التيار تختلف عن المسارات، حيث أنهّ لتشكيل خط تيار عند لحظة 
ل من خلل كّ بينما المسار يتش منيةالزّ  حظةاللّ نعتبر جسيمات مائع مختلفة عند نفس نة زمنية معيّ 

خلل  حيث تعرف المسارات من وضعيات متتالية لنفس جسيم المائع عند لحظات زمنية مختلفة.
 الآتية:المعادلات التفاضلية 

𝑑𝑥

𝑢
=
𝑑𝑦

𝑣
=
𝑑𝑧

𝑤
= 𝑑𝑡 

 ائم تكون خطوط التيار و المسارات متطابقة.مع العلم أنه من أجل الجريان الدّ   

 

�⃗�  

(𝐶) 

 𝑡1أنبوب تيار عند اللحظة  (2.2شكل )
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ِمثال:

 ات أولر كما يلي:ه يوجد جريان لمائع تعطى عبارة حقل سرعته بدلالة متغيرّ نفرض أنّ 

{

𝑢 =
1

2
𝑥 𝑦2    

𝑣 = −
1

2
𝑥2 𝑦

𝑤 = 0           

   

 المطلوب تحديد خطوط التيار لهذا الجريان.

 

ِالحل:

𝑤 إنّ هذا الجريان مستوٍ لأنّ  =  هي:، المعادلة التفاضلية لخطوط التيار في هذه الحالة 0
𝑑𝑥

𝑢
=
𝑑𝑦

𝑣
 

𝑑𝑥       نجد: 𝑣 و 𝑢 بتعويض عبارتي

(
1

2
𝑥 𝑦2 )

=
𝑑𝑦

(−
1

2
𝑥2 𝑦)

 

 

𝑥 𝑑𝑥            و منه:  + 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

𝑥2      : بالمكاملة نجد

2
+
𝑦2

2
= 𝑐𝑠𝑡𝑒 

 .𝑂 مركزها 𝑥𝑂𝑦و منه فإنّ شكل خطوط التيار لهذا الجريان هي عبارة عن دوائر في المستوي 
 

 قاتالتدفِ .3.2ِِِ

 ق الكتلي.ق الحجمي و التدفّ التدفّ  ،قاتالتدفّ نقصد هنا ب
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 قِالحجمي:ِالتدفِ  .أ

ن مل حجم المائع الذي يعبر سطح ما موجّه خلل وحدة الزّ ، و هو يمثّ 𝑞𝑣مز ق الحجمي بالرّ يرمز للتدفّ 
,�⃗� (𝑥. فإذا اعتبرنا جريان لمائع ما سرعته(𝑚3/𝑠)وحدته  𝑦, 𝑧, 𝑡)   ّالذي  للمائع الحجميق فإنّ التدف
 هو: 𝑆 طحيعبر السّ 

𝑞𝑣 =
𝑑𝓋(𝑡)

𝑑𝑡
=∬ �⃗� (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑆 

𝑆

 

 

 قِالكتلي:ِالتدفِ  .ب

ن مبر سطح ما موجّه خلل وحدة الزّ تي تعالمائع ال كتلة، و هو يمثل  𝑞𝑚مز بالرّ  ق الكتلييرمز للتدفّ 
,�⃗� (𝑥. فإذا اعتبرنا جريان لمائع ما سرعته(𝑘𝑔/𝑠)وحدته  𝑦, 𝑧, 𝑡)  للمائع الذي  كتليفإنّ التدفق ال
  هو: 𝑆 طحيعبر السّ 

𝑞𝑚 =
𝑑𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
=∬ 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∙ �⃗� (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑆 

𝑆

 

 

ِي.ِِِالاشتقاقِالكلِ 4.2

,𝐴(𝑥مية ة سلّ نعتبر دالّ  𝑦, 𝑧, 𝑡)  ّداثياتها  قطة التي إحل مقدار فيزيائي يميّز المائع عند النّ و التي تمث
(𝑥, 𝑦, 𝑧) و عند اللحظة 𝑡 ،:إذن 

𝑑𝐴 =
𝜕𝐴

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝐴

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝐴

𝜕𝑧
𝑑𝑧 +

𝜕𝐴

𝜕𝑡
𝑑𝑡 

 و منه:
𝑑𝐴

𝑑𝑡
=
𝜕𝐴

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝐴

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+
𝜕𝐴

𝜕𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑡
+
𝜕𝐴

𝜕𝑡
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𝑑𝑥 حيث:

𝑑𝑡
= 𝑢  ،𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑣  و 𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑤  

 و منه يكون:
𝑑𝐴

𝑑𝑡
=
𝜕𝐴

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐴

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝐴

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝐴

𝜕𝑧
 

 يمكن أن نكتب:أيضا 
𝑑𝐴

𝑑𝑡
=
𝜕𝐴

𝜕𝑡
+ �⃗� ∙ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝐴 

 حيث:
𝑑𝐴

𝑑𝑡
 .𝐴 ية للدالةة الكلّ ل المشتقّ تمثّ   
𝜕𝐴

𝜕𝑡
 ، هذا الحد هو ناتج عن عدم استقرار الجريان.𝐴 للدالة يةالمحل  ة ل المشتقّ تمثّ   

�⃗� ∙ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝐴   للدالة مليةالحِ تمثل المشتقة 𝐴 انتظام الجريان.، هذا الحد هو ناتج عن عدم 

,𝐴(𝑥و في حالة إذا كان  𝑦, 𝑧, 𝑡)  ّرعة للجريان أييمثل حقل الس �⃗� (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) :يكون عندئذ 

𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
=
𝜕�⃗� 

𝜕𝑡
+ �⃗� ∙ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   �⃗�  

 يمكن كتابتها أيضا على الشكل: الأخيرة هذه العلقة

𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
=
𝜕�⃗� 

𝜕𝑡
+ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (

𝑉2

2
) + 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗� ˄ �⃗�  

ِمثال:

 يتميّز بحقل السرعة الآتي:نعتبر جريان دائم 

{
𝑢 = 𝑘 𝑥
𝑣 = 𝑘 𝑦

 

 تسارع جسيمات المائع. إيجاد عبارةثابت. المطلوب  𝑘حيث 
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ِالحل:

 ية لدينا:ة الكلّ من عبارة المشتقّ 

{
 
 

 
 𝑎𝑥 =

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝑎𝑦 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦

 

 و منه:

{
𝑎𝑥 = (𝑘 𝑥) (𝑘) + (𝑘 𝑦)(0)

𝑎𝑦 = (𝑘 𝑥) (0) + (𝑘 𝑦)(𝑘)
 

 أي أنّ:

{
𝑎𝑥 = 𝑘

2 ∙ 𝑥

𝑎𝑦 = 𝑘
2 ∙ 𝑦

 

 إذن عبارة تسارع جسيمات المائع هي:

𝑎 = 𝑘2 ∙ 𝑥  𝑖 + 𝑘2 ∙ 𝑦  𝑗  

 أي:
𝑎 = 𝑘2(𝑥  𝑖 + 𝑦  𝑗 ) 

 و يمكن أن نكتب كذلك:

𝑎 = 𝑘2 ∙ 𝑟  
 

ِ.ِِِمعادلةِانحفاظِالكتلةِ)معادلةِالاستمرارية(5.2

اظم على شعاع الوحدة النّ   �⃗�و ليكن  .𝑆و محدود بسطح مغلق في الفضاء حجم ثابت  𝓋ليكن 
 (.3.2كما هو موضح في الشكل )  𝓋ه نحو خارج الحجم طح و هو موجّ السّ 
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ية التي يحتويها لة الكلّ في الكت يكون التغيّر  إنّ المائع يدخل إلى هذا الحجم و يخرج منه في كل لحظة بحيث
طح  السّ بريدخل و يخرج ع الذي للمائع مساويا و معاكسا للتدفق الكتليمن للزّ سبة بالنّ  هذا الحجم

𝑆 ،:ّأي أن 

𝜕𝑚

𝜕𝑡
= −∬ 𝜌 ∙ 𝑉 ∙  �⃗�  𝑑𝑆 

𝑆

 

𝑚 :حيث =∭ 𝜌 𝑑𝓋
𝓋

 

 و منه يكون:

𝜕

𝜕𝑡
∭ 𝜌 𝑑𝓋

𝓋

= −∬ 𝜌 ∙ 𝑉 ∙  �⃗�  𝑑𝑆 
𝑆

 

 في حالتنا هذه يمكن أن نكتب كذلك:

∭
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 𝑑𝓋

𝓋

+∬ 𝜌 ∙ 𝑉 ∙  �⃗�  𝑑𝑆 
𝑆

= 0 

 معادلة انحفاظ الكتلة في شكلها التكاملي.و هي تمثل 

 و باستعمال نظرية أوستروغرادسكي يكون:أ

∭
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 𝑑𝓋

𝓋

+∭ 𝑑𝑖𝑣(𝜌�⃗� )
𝓋

𝑑𝓋 = 0 

 (3.2شكل )
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 أي أنّ:

∭ [
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣(𝜌�⃗� )]

𝓋

𝑑𝓋 = 0 

 و منه نجد:
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣(𝜌�⃗� ) = 0 

ا كان ة، حسب هذه المعادلة، إذو كحالة خاصّ  ي.و هي تمثل معادلة انحفاظ الكتلة في شكلها المحل  
𝜌��المائع في حالة جريان دائم أي 

𝜕𝑡
= 𝑑𝑖𝑣(𝜌�⃗� ) يكون   0 = 0. 

 

 :على الشكل كذلك  معادلة انحفاظ الكتلة و يمكن أن نكتب
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝜌 𝑑𝑖𝑣(�⃗� ) + �⃗�  𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜌 = 0  …..(1) 

 و من جهة أخرى لدينا:
𝑑𝜌

𝑑𝑡
=

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ �⃗�  𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜌  …...(2) 

 ( طرفا لطرف نجد:2( و )1المعادلتين )بجمع 
𝑑𝜌

𝑑𝑡
+ 𝜌 𝑑𝑖𝑣(�⃗� ) = 0 

 ة، حسب هذه المعادلة، إذا كان الجريان غير قابل للنضغاط يكون:و  كحالة خاصّ 

𝑑𝑖𝑣(�⃗� ) = 0 

 أي:
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0   

ِ
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ِمثال:

 جريان دائم تعطى عبارة توزيع سرعته كالآتي: نفرض أنهّ يوجد

{
𝑢 = 3𝑥 𝑦2 + 2𝑥 + 𝑦2

𝑣 = 𝑥2 − 2𝑦 − 𝑦3        
 

 هل هذا الجريان غير قابل للنضغاط؟

ِالحل:

 :𝑑𝑖𝑣(�⃗� )للإجابة عن ذلك نحسب 

 لدينا:

𝑑𝑖𝑣(�⃗� ) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
 

 و منه:

𝑑𝑖𝑣(�⃗� ) = (3𝑦2 + 2) + (−2 − 3𝑦2) 
 إذن:

𝑑𝑖𝑣(�⃗� ) = 0 

 و منه نستنتج أنّ هذا الجريان غير قابل للنضغاط.

 

ِللجرياناتِالغيرِدورانية سينماتيكية.ِِِدراسة6.2ِ

 مة:ِمقدِ  .أ

و بشكل عام فإنّ  وفي شكله. اههتجّ اات في و ضعيته و في خلل حركته، جسيم المائع يخضع لتغيرّ 
 (.4.2)ح في الشكل ه كما هو موضّ مركبة من انسحاب و دوران و تشوّ  حركة جسيم المائع
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 نقول عن الجريان أنهّ غير دوراني. وران مثل  و منه في حالة غياب الدّ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الجريانِالكموني:ِ .ب

,𝛷(𝑥ز بوجود دالة سلمية إنّ الجريان الذي يتميّ  𝑦, 𝑧)  ّق:رعة يحقّ حيث يكون شعاع الس 

�⃗� = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝛷(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

,𝛷(𝑥يسمى جريان كموني، و الدالة السلمية  𝑦, 𝑧)  ّرعات.ى كمون السّ تسم 

 :إنّ الجريان الكموني هو جريان غير دوراني، بالفعل لدينا 

�⃗� = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝛷(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝛷

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝛷

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝛷

𝜕𝑧
�⃗�   

 : إذن

 انسحاب

 تشوّه

 دوران

(24.شكل )  
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𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗� =
|

|

𝑖 𝑗 �⃗� 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝜕𝛷

𝜕𝑥

𝜕𝛷

𝜕𝑦

𝜕𝛷

𝜕𝑧

|

|
 

 أي أنّ:

𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗� = [
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝛷

𝜕𝑧
) −

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝛷

𝜕𝑦
)] 𝑖 − [

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝛷

𝜕𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝛷

𝜕𝑧
)] 𝑗 + [

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝛷

𝜕𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝛷

𝜕𝑦
)] �⃗�   

 و منه نجد أنّ:

𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗� = 0⃗  

 و عليه فإن الجريان غير دوراني.

 :إنّ معادلة سطوح تساوي الكمون تكتب على الشكل 

𝛷(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑐𝑠𝑡𝑒 
  يكون: (5.2كما هو موضح في الشكل )  على سطح تساوي كمون  𝑑𝑙 إذن خلل انتقال عنصري

𝑑𝛷 = 0 

 

 

 

 

 

 

 

𝑑𝑙  

𝛷
1
 

𝛷
2
 

 (5.2شكل )
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 و منه:

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝛷 ∙ 𝑑𝑙 = 0 

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗  أي أنّ: ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝛷   عنصريالنتقال الاهو عمودي على 𝑑𝑙   ّرعةشعاع السّ الي فإنّ و بالت �⃗�   هو عمودي
( تكون رعةخطوط التيار )التي هي مماسية لشعاع السّ . و منه نستنتج أنّ  𝑑𝑙 عنصريالنتقال الاعلى 

 تساوي الكمون. عمودية على سطوح

 في حالة الجريان الكموني الدائم و الغير قابل للنضغاط يكون  𝑑𝑖𝑣 �⃗� = = �⃗� و 0 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝛷 

 ومنه نجد:

𝑑𝑖𝑣 (𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝛷) = 0 

 :قيحق   ائم و الغير قابل للنضغاطالجريان الكموني الدّ  أي أنّ 

∆𝛷 = 0 

𝛷∆  ر لابلس:ل مؤثّ يمثّ  ∆حيث  =
𝜕2𝛷

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝛷

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝛷

𝜕𝑧2
 

 

 :ِدراسةِتحليليةِللجرياناتِالمستويةِالغيرِدورانية .ج

أسطوانة عمودية  نهاية تعترضهنعتبر جريان مستوٍ غير قابل للإنضغاط و دائم سرعته منتظمة عند اللّ 
 (.6.2)ح في الشكل رعة كما هو موضّ على إتّجاه السّ 
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  ،رعة في كل نقاط الجريان يكون موازٍ للمستوي جه السّ متّ بسبب التناظر𝑥𝑂𝑦  ّأي أن : 𝑤 = 0.  
��أي أنّ:  𝑥𝑂𝑦 كذلك الجريان يتم  بشكل متماثل في كل مستوٍ موازٍ للمستوي

𝜕𝑧
= بما أنّ  . و0

كل معادلة الاستمرارية لهذا الجريان يمكن كتابتها على الش الجريان دائم و غير قابل للنضغاط إذن
 الآتي:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 

  و يرمز لها بالرّمز  التيار سلّمية جديدة تسمّى دالة نعر ف دالةمن جهة أخر𝛹(𝑥, 𝑦)إنّ هذه ، 
,𝛹(𝑥 الدالة السلّمية  𝑦)تحقق: 

{
 
 

 
 𝑢 =

𝜕𝛹

𝜕𝑦

𝑣 = −
𝜕𝛹

𝜕𝑥

 

(6.2شكل )  
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,𝛹(𝑥عرفة دالة التيار بم 𝑦) ص كذلك من خصائ  رعة في كل نقطة من الجريان.استنتاج حقل السّ  كنيم
 على خط التيار يكون:   𝑑𝑙خلل انتقال عنصري ابتة على نفس خط التيار، بالفعل ا ثدالة التيار أنهّ 

𝑑𝛹 = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝛹 ∙ 𝑑𝑙  

 أي أنّ:

𝑑𝛹 =
𝜕𝛹

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝛹

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

 و منه:

𝑑𝛹 = −𝑣 𝑑𝑥 + 𝑢 𝑑𝑦 ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (1)  

  و من جهة أخرى كما رأينا سابقا فإنّ المعادلة التفاضلية لخط التيار تكتب على الشكل:
𝑑𝑥

𝑢
=
𝑑𝑦

𝑣
 

 أي أنّ:
𝑣 𝑑𝑥 = 𝑢 𝑑𝑦 

  ( نجد: 1عويض في المعادلة )و بالتّ 
𝑑𝛹 = 0 

 أي أنّ:

𝛹 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 
 الة تيار ثابتةخط تيار د خط التيار و كذلك أنهّ لكل   و منه نستنتج أنّ دالة التيار ثابتة على نفس

 .تمي زه

   ق إنّ دالة التيار تحق∆𝛹 =  ، بالفعل لدينا:0

𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗  �⃗� = 0⃗  

 :إذنالجريان غير دوراني،  و ذلك لأنّ 
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|

𝑖 𝑗 �⃗� 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑢 𝑣 𝑤

| = 0⃗  

𝑤حيث  = �� و 0

𝜕𝑧
=  :يكون، و منه كما رأينا ذلك سابقا   0

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 

 نجد: 𝑣و  𝑢و بتعويض عبارتي 

𝜕

𝜕𝑥
(−

𝜕𝛹

𝜕𝑥
) =

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝛹

𝜕𝑦
) 

 أي أنّ:

𝜕2𝛹

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝛹

𝜕𝑦2
= 0 

 و منه:

∆𝛹 = 0 
   لأنّ: و ذلك ريمان-قان شروط كوشيإنّ دالتي التيار و الكمون يحق 

{
 
 

 
 𝑢 =

𝜕𝛷

𝜕𝑥
=
𝜕𝛹

𝜕𝑦

𝑣 =
𝜕𝛷

𝜕𝑦
= −

𝜕𝛹

𝜕𝑥

 

 :حيث 𝐹(𝑧)  الدالةّ بالمركّ  ة الكمونو عليه ت عرف دالّ 
𝐹(𝑧) = 𝛷(𝑥, 𝑦) + 𝑖 ∙ 𝛹(𝑥, 𝑦)  

𝑧 :مع العلم أنّ  = 𝑥 + 𝑖 𝑦  و في الاحداثيات الكارتيزية 𝑧 = 𝑟 𝑒𝑖𝜃  .في الاحداثيات القطبية 

 .𝐹(𝑧) ة واحدة هيتي التيار و الكمون في دالّ ب هو مع دالّ إنّ من أهميّة استعمال دالة الكمون المركّ 
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ِ)بالوعة(جريان من منبع أو نحو بئر ِمثال:

 ب الآتي:نعتبر جريان يتميّز بالكمون المركّ 
𝐹(𝑧) = 𝐴(ln 𝑟 + 𝑖 𝜃) 

𝑧حيث:  = 𝑟 𝑒𝑖𝜃و ، 𝐴 .ثابت 

 أوجد دالتي الكمون و التيار لهذا الجريان. -1
 .لهذا الجريان ل خطوط التيار و خطوط تساوي الكمونماذا تمثّ  -2
 رعة لهذا الجريان.بات السّ أوجد مركّ  -3

 الحل:

 لهذا الجريان: 𝛹و التيار  𝛷إيجاد دالتي الكمون  -1

 لدينا من المعطيات:
𝐹(𝑧) = 𝐴 ln 𝑟 + 𝑖 𝐴 𝜃 

 ب لدينا:و من جهة أخرى حسب تعريف دالة الكمون المركّ 
𝐹(𝑧) = 𝛷 + 𝑖 ∙ 𝛹 

 : تمثل دالة التيار، بالمطابقة إذن نجد 𝛹 ل دالة الكمون المركب وتمثّ  𝛷حيث 
𝛷 = 𝐴 ln 𝑟 
𝛹 = 𝐴 𝜃 

 التيار و خطوط تساوي الكمون لهذا الجريان:خطوط  -2

 ق العلقة:كما رأينا سابقا، إنّ خطوط التيار تحقّ 
𝛹 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 

 نجد: 𝛹و بتعويض عبارة دالة التيار 
𝐴 𝜃 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 
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 : فإنّ  𝑟و منه مهما كانت قيمة 
𝜃 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 

 ل مستقيمات قطرية.الي فإنّ خطوط التيار لهذا الجريان تمثّ و بالتّ 

 ق العلقة:و من جهة أخرى كما رأينا سابقا، إنّ خطوط تساوي الكمون تحقّ 
𝛷 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 

 نجد: 𝛷و بتعويض عبارة دالة الكمون 
𝐴 ln 𝑟 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 

 : فإنّ  𝜃و منه مهما كانت قيمة 
𝑟 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 

 .𝑟و نصف قطرها  𝑂دوائر مركزها ل لهذا الجريان تمثّ  تساوي الكمونو بالتالي فإنّ خطوط 

 رعة لهذا الجريان:بات السّ مركّ  -3

 رعة لهذا الجريان نستعمل العلقة:مركبات السّ لإيجاد 

�⃗� = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝛷  
 و باستعمال الاحداثيات القطبية يكون:

�⃗� =
𝜕𝛷

𝜕𝑟
�⃗⃗� 𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝛷

𝜕𝜃
�⃗⃗� 𝜃 

 نجد: 𝛷و بتعويض عبارة دالة الكمون 

�⃗� =
𝜕

𝜕𝑟
(𝐴 ln 𝑟)�⃗⃗� 𝑟 +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝐴 ln 𝑟)�⃗⃗� 𝜃 

 ومنه نجد:

�⃗� =
𝐴

𝑟
�⃗⃗� 𝑟 
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 إذن يمكننا تمييز حالتين:

  إذا كان𝐴 > اه، في هذه الحالة يكون مصدر الجريان هو لهما نفس الاتجّ  �⃗⃗� 𝑟 و  �⃗�أي أنّ  :0
 منبع.

  إذا كان𝐴 < اه، في هذه الحالة يكون مصدر الجريان الاتجّ  متعاكسين في �⃗⃗� 𝑟 و  �⃗�أي أنّ  :0
 .بئرهو 

 (.7.2ص ذلك في الشكل )لخ  و ن  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حالةِبئر

𝑦 

𝑥 

𝜃 

�⃗�  

�⃗�  
�⃗⃗� 𝑟  

(7.2شكل )  
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ِمةمقدِ .1.3ِِِ

على  لإيجاد المقادير المميّزة للمائع في كل نقطة وفي كل لحظة يعتمد إنّ المعادلات التي يجب تشكيلها
 عدد المجاهيل، بحيث أنّ كل مسألة في ميكانيك الموائع الحقيقية تحوي ستّة مجاهيل و هي:

   السرعة�⃗�    بثلثة مرك(بات و هي 𝑢، 𝑣 و 𝑤) 
  الكتلة الحجميةρ 
  ّغط الض𝑝 
  درجة الحرارة𝑇 

 يجب تشكيل ستّة معادلات و هي: الستّة المقاديرإذن لإيجاد هذه 

  انيفي الفصل الثّ معادلة انحفاظ الكتلة أو معادلة الاستمرارية كما رأيناها. 
  ّة.ميية الحركة و هي معادلة شعاعية مكافئة إلى ثل  معادلات سلّ معادلة انحفاظ كم 
  ّاقة.معادلة انحفاظ الط 
  ّكل  معادلة مميّزة للمائع من الش𝑓(𝑝, 𝜌, 𝑇) = 0. 

𝜌 أي أنّ  و منه إذا اعتبرنا أنّ المائع درجة حرارته ثابتة و أنّ الجريان غير قابل للنضغاط = 𝑐𝑠𝑡𝑒في ، 

و  𝑢، 𝑣 ، 𝑤  لباتها الثّ رعة بمركّ السّ  على التّوالي هذه الحالة يكون عدد المجاهيل أربعة فقط و هم
ة انحفاظ  معادلة الاستمرارية و معادل في هذه الحالة هيو المعادلات التي يستوجب تشكيلها . 𝑝 غطالضّ 
صل. مية، و هذا ما سنراه في هذا الفية الحركة و هي معادلة شعاعية مكافئة إلى ثل  معادلات سلّ كمّ 

ى التي قو ال من أجل حساب مثل  تطبيقها انحفاظ كمّية الحركة و نظرية  إلىأولا   قطرّ و قبل ذلك سنت
 . ك على السّطح الملمس لهالمتحرّ ر بها المائع يؤثّ 

الموائعِديناميكِ–ِالفصلِالث الث  
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ِكم يةِالحركةانحفاظِِنظريةِ.2.3ِِ

)يحوي مجموعة معيّنة من جسيمات من المائع  𝓋من أجل الموائع، و في حالة إذا اعتبرنا حجم مادّي  
ي في كمّية غيّر الكلّ مقدار التتنص على أنّ ع خلل حركته فإنّ نظرية انحفاظ كمّية الحركة تبَ ي  المائع( 
من يساوي مجموع القوى الخارجية )قوى الحجم و قوى السطح( سبة للزّ بالنّ ي الحجم المادّ هذا حركة 
 : الآتي نكتبيمكن أن في هذه الحالة و  يالمادّ  رة على هذا الحجمالمؤثّ 

∭
𝑑(𝜌 �⃗� )

𝑑𝑡
𝑑𝓋

𝓋

=∑𝐹 𝑒𝑥𝑡 

 يمثّل كمّية الحركة في وحدة حجم المائع. ( 𝜌 �⃗�)حيث المقدار 

 

بحيث المائع  𝑆و محدود بسطح مغلق ثابت من الفضاء  𝓋حجم دائما من أجل الموائع، نعتبر الآن   
اظم شعاع الوحدة النّ   �⃗�. و ليكن )نظام مفتوح( يدخل إلى هذا الحجم و يخرج منه في كل لحظة

 (.1.3كل )ح في الشّ كما هو موضّ   𝓋ه نحو خارج الحجم موجّ شعاع طح و هو على السّ 
  

 

 

 

 

، و يخرج منه في كل لحظة  𝑆طح سّ الدود بالمح 𝓋 المراقبة المائع يدخل إلى حجمظام مفتوح أي النّ  بما أنّ 
  :الآتيك  هذه الحالةفي معادلة انحفاظ كمّية الحركة يمكن كتابة إذن 

∭
𝜕(𝜌 �⃗� )

𝜕𝑡
𝑑𝓋

𝓋

+∬ 𝜌 �⃗� (�⃗�  �⃗� )𝑑𝑆
𝑆

=∑𝐹 𝑒𝑥𝑡 

𝑑𝓋 

𝓋 

𝑑S 

�⃗�  

𝑆 

(3.1شكل )  
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∬ ، و الكمّية ثّل كمّية الحركة في وحدة حجم المائعتم ( 𝜌 �⃗�)الكمّية حيث  𝜌 �⃗� (�⃗�  �⃗� )𝑑𝑆
𝑆

تمثّل  
 .𝑆طح المغلق ق كمّية الحركة عبر السّ تدفّ 

( 𝜌 �⃗⃗�)��يكون في حالة الجريان الدائم 

𝜕𝑡
=  لآتي:كل االحركة على الشّ كمّية معادلة انحفاظ  و منه تصبح  0

∬ 𝜌 �⃗� (�⃗�  �⃗� )𝑑𝑆
𝑆

=∑𝐹 𝑒𝑥𝑡 

ع الموجود داخل رة على المائائم يكون مجموع القوى الخارجية المؤثّ الجريان الدّ ه في حالة الي فإنّ بالتّ و 
 .ولرو هو ما يسمّى أيضا بنظرية أ طحهذا السّ  كامل  الحركة عبر ةق كمّيتدفّ لمساويا   𝑆 المغلق طحالسّ 

 

ة في عدّة مسائل نذكر من بينها حساب القوى المطبّقالحركة كمّية انحفاظ  نظرية  استعمال يمكنإذن 
تدريجي فاج  أو الّ مفاجئة في المقطع كالاتّساع المالمناطق التي يحد  فيها تغييرات على جدار الأنبوب في 

وية و المنحنية و  فائح المستحساب القوى المطبّقة على الصّ  و كذلك دريجي،أو التّ  ضييق المفاج و التّ 
 في غييراتتد  فيها ــــــــق التي يحـــــــــالمناط وب فيـــــــــجدار الأنب ة علىـــــــــاب القوى المطبّقــــــــــكذلك حس
  .إلخالاتّجاه ... 

 

ِمثال:

 و ليكن  ،𝑆2 مساحة مقطعهصبح تثمّ يتقارب تدريجيا إلى أن  𝑆1مساحة مقطعه أنبوب  نعتبر

𝑞𝑚  ّبداخلهالذي  للمائع الكتليق التدف ،𝑝1  ّو غط عند مدخل الجزء المتقاربالض 𝑝2  ّغط الض
 قوىنعتبر الجريان دائم  كما نهمل  .(2.3كل )ح في الشّ كما هو موضّ   الجزء المتقارب عند مخرج
 من جدار الجزء المتقارب علىمن طرف المائع  المطبّقة  𝐹 الدّفع نريد إيجاد عبارة قوّة .الحجم
  .الأنبوب
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اقبة المشك ل لأنبوب سبة لحجم المر بالنّ  نظرية انحفاظ كمّية الحركة بتطبيق، إذن بما أنّ الجريان دائم
 لدينا:يكون )الخطوط المتقطعّة(  كلالتيّار الموضح في الشّ 

∬ 𝜌 �⃗� (�⃗�  �⃗� )𝑑𝑆
𝑆

=∑𝐹 𝑒𝑥𝑡 

 :نجده منو 

∬ 𝜌 �⃗� 1(�⃗� 1 �⃗� 1)𝑑𝑆𝑆1
+∬ 𝜌 �⃗� 2(�⃗� 2 �⃗� 2)𝑑𝑆𝑆2

+∬ 𝜌 �⃗� 𝐿(�⃗� 𝐿 �⃗� 𝐿)𝑑𝑆𝑆𝐿
= �⃗� + �⃗�   

 طح الجانبي لأنبوب التيار.تمثل مساحة السّ  𝑆𝐿و  تمثل قوى الحجم  �⃗�طح، تمثل قوى السّ   �⃗� حيث:

 يكون:  و منه

−𝑞𝑚�⃗� 1 + 𝑞𝑚�⃗� 2 + 0⃗ = �⃗� + �⃗�  
 حيث:

�⃗� 1   ّلحجم المراقبةللجزء المتقارب أي  ل سرعة دخول المائعتمث. 

�⃗� 2   ّحجم المراقبةالجزء المتقارب أي من من  المائع خروجل سرعة تمث. 

 بالإسقاط نجد:مهملة، إذن  الحجمقوى  بما أنّ 

𝑥 

𝑆1 

𝑆2 𝑝1 

𝑝2 

𝑦 

(3.2شكل )  

𝐹 𝑥  

𝐹 𝑦 

𝑉1 𝑉2 

𝑆𝐿 
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{
−𝑞𝑚𝑉1 + 𝑞𝑚𝑉2 = 𝑝1 𝑆1 − 𝑝2 𝑆2 − 𝐹𝑥
                    0    =  −𝐹𝑦                       

 

 الجزء المتقارب المطبّقة من طرف المائع على جدار   𝐹 الدّفع ةقوّ بات تمثل مرك   𝐹𝑦 و 𝐹𝑥حيث 
 .ى المائعالأنبوب عل من الجزء المتقارب جدار قة من طرفالمطبّ ة ل القوّ تمثّ   𝐹−إذن  من الأنبوب

𝑝1 𝑆1  ّطحقة على السّ غط المطبّ ل قوّة الضّ تمث 𝑆1  و  𝑝2 𝑆2  ّقة على غط المطبّ ل قوّة الضّ تمث
 :يكون و منه. 𝑆2 طحالسّ 

𝐹 : {
𝐹𝑥 = 𝑝1 𝑆1 − 𝑝2 𝑆2 − 𝑞𝑚(𝑉1 − 𝑉2)
𝐹𝑦 = 0                                                   

 

ِوِبرنوليِأولرِمعادلتييةِالحركةِإلىِمنِنظريةِانحفاظكِمِ .3.3ِِِ

 أولر:ِمعادلة .أ

و  𝑆محدود بسطح مغلق )يحوي مجموعة معيّنة من جسيمات المائع( من المائع  𝓋حجم مادّي  نعتبر
ه نحو خارج الحجم موجّ شعاع طح و هو اظم على السّ شعاع الوحدة النّ   �⃗�و ليكن  .يتبع خلل حركته

𝓋   ّ(.3.3كل )ح في الشّ كما هو موض  

 

 

 

كل من الشّ هي من المائع  𝓋 المادّي الحجم المطبّقة على الخارجية إنّ مجموع قوى الحجم
∭ 𝜌 𝐹  𝑑𝓋

𝓋
= 𝐹بحيث إذا اعتبرنا حالة وجود حقل الجاذبية الأرضية فقط يكون   𝑔 = −𝑔 𝑒 𝑧 .

هي من  𝓋 المادّي المحيط بالحجم 𝑆مجموع قوى السّطح المطبّقة على السّطح  من جهة أخرى، إنّ  و
∬الشكل  �⃗�  𝑑𝑆

𝑆
و لكن بما أنّ المائع مثالي   �⃗�اظم طح ذو النّ ق على السّ يمثل الاجهاد المطبّ   �⃗�حيث  

 كلطح في هذه الحالة تكون على الشّ إذن لا وجود لإجهاد القص و بالتّالي فإنّ قوى السّ 

∬ −𝑝 �⃗�  𝑑𝑆
𝑆

.  

𝓋 

𝑆 

(3.3) شكل  

𝑒 𝑧 

𝑒 𝑥 
𝑒 𝑦 

𝑑𝑆 �⃗�  
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 ية الحركة لدينا:إذن حسب نظرية انحفاظ كمّ 

∭
𝑑(𝜌 �⃗� )

𝑑𝑡
𝑑𝓋

𝓋

=∭ 𝜌 𝐹  𝑑𝓋
𝓋

+∬ −𝑝 �⃗�  𝑑𝑆
𝑆

 

 : نجد العلقة الآتيةو من أجل جريان غير قابل للنضغاط 

∭ 𝜌
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
𝑑𝓋

𝓋

=∭ 𝜌 𝐹  𝑑𝓋
𝓋

+∬ −𝑝 �⃗�  𝑑𝑆
𝑆

 

 و باستعمال نظرية أوستروغرادسكي نجد:

∭ 𝜌
𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑡
𝑑𝓋

𝓋
=∭ 𝜌 𝐹  𝑑𝓋

𝓋
−∭ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑝 𝑑𝓋

𝓋
  

 أي أنّ:

∭ 𝜌
𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑡
𝑑𝓋

𝓋
=∭ (𝜌 𝐹 − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑝) 𝑑𝓋

𝓋
  

𝓋يا يكون )و منه محل   → 0:) 

𝜌
𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑡
= 𝜌 𝐹 − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑝  

ثل   و هي معادلة شعاعية مكافئة إلى ق من أجل الموائع المثاليةطبّ و هي تمثل معادلة أولر التي ت  
 .ميةمعادلات سلّ 

 :برنوليمعادلةِِ .ب

.  أجل الموائع المثالية ق منطبّ إلى معادلة أولر التي ت  لنا سابقا توصّ  ،ية الحركةمن نظرية انحفاظ كمّ انطلقا 
= 𝐹اعتبارنا لوجود حقل الجاذبية الأرضية فقط )و في حالة  نّ معادلة أولركما أ 𝑔  تكتب على )
 :كل الآتيالشّ 

𝜌
𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑡
= 𝜌 𝑔 − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑝  

 لدينا: انيالفصل الثّ في كما رأينا و  
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𝑑�⃗⃗� 

𝑑𝑡
=

𝜕�⃗⃗� 

𝜕𝑡
+ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (

𝑉2

2
) + 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗� ˄ �⃗�   

 :لديناكذلك و  

𝜌 𝑔 = −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (𝜌𝑔𝑧)  

 بالتعويض في معادلة أولر نجد:

𝜌 [
𝜕�⃗⃗� 

𝜕𝑡
+ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (

𝑉2

2
) + 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗� ˄ �⃗� ] = −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (𝜌𝑔𝑧) − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑝  

  باعتبار أنّ الجريان دائم يكون:

𝜕�⃗� 

𝜕𝑡
= 0 

 و منه نجد:

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (𝑝 + 𝜌𝑔𝑧 +
1

2
𝜌𝑉2) = 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗� ˄ �⃗�   …….(∗) 

 الحالتين الآتيتين:نعتبر يمكن أن  (∗)المعادلة  مناني الطرف الثّ نلحظ أنهّ لحذف عبارة الدوران في 

   في عنصر الانتقال  (∗)ميا طرفي المعادلة لّ في حالة ضربنا س𝑑𝑙   أي بين  (∗)المعادلة و نكامل
الانتقال نصر رعة موازٍ لعالي يكون حقل السّ ، و بالتّ خط التيارنفس على طول  تقعان نقطتين
𝑑𝑙   أنّ الحد أي(𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗� ˄ �⃗� )𝑑𝑙    ية تكون الكمّ  ، و منهيكون معدوما(𝑝 + 𝜌𝑔𝑧 +

1

2
𝜌𝑉2) 

 :رنوليى بنظرية بالواقعة على نفس خط التيار و هذا ما يسمّ ثابتة في كل نقاط المائع 

𝑝 + 𝜌𝑔𝑧 +
1

2
𝜌𝑉2 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 

  لدينا كما رأينا سابقا، في حالة الجريان الغير دوراني  كذلك𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗� = ، في هذه الحالة و 0
𝑝)ية الكمّ  كونت (∗) حسب المعادلة + 𝜌𝑔𝑧 +

1

2
𝜌𝑉2)  ثابتة في كل نقاط المائع و ذلك

ون ، أي أنهّ في هذا النوع من الجريان تكطبعا في حالة الجريان الدائم و غير قابل للنضغاط
يمكن  الواقعة على نفس خط التيار بلالمائع نظرية برنولي ليست صالحة فقط من أجل نقاط 

 تطبيقها من أجل ميع نقاط المائع.
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 الفرضيات الآتية:يجب أن تتوفر  معادلة برنوليذكير أنهّ لتطبيق مع التّ 

 .الجريان الدائم 
 .الجريان الغير قابل للنضغاط 
 .المائع المثالي أي غير اللّزج 
 .قوى الحجم ناتجة عن حقل الجاذبية فقط 

𝑝 يةالكمّ إنّ  + 𝜌𝑔𝑧 +
1

2
𝜌𝑉2  غط الكلّي الضّ أو   عنها بالباسكال(عبرَّ )م   الشّحنة تسمّى𝑝𝑡  الذي 

غط و الضّ  𝜌𝑔𝑧 قاليغط الثّ ، الضّ 𝑝 الستاتيكيأو اكن غط السّ ن من ثل  ضغوط و هي الضّ يتكوّ 
1 يناميكيالدّ 

2
𝜌𝑉2. 

 

  ِاقويِلمعادلةِبرنولي:فسيرِالطِ الت 

ر في إطار االميكانيكية على طول خط التيّ  اقةترجم مبدأ انحفاظ الطّ معادلة برنولي ت   بشكل عام، إنّ 
ل فإنّ كل حد سيصبح يمثّ  𝓋كل حد من معادلة برنولي في الحجم   فلو ضربنا مثل   جريان المائع المثالي.
 بعد للطاقة،  أي:

𝑝𝓋 +𝑚𝑔𝑧 +
1

2
𝑚𝑉2 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 

 حيث:

 𝑝𝓋   ّط.غاشئة عن قوى الضّ ل أيضا الطاقة الكامنة النّ هي تمثّ  غط ول عمل قوى الضّ تمث 
 𝑚𝑔𝑧   ّقالة.اتجة عن قوى الثّ اقة الكامنة النّ ل الطّ تمث 
 1

2
𝑚𝑉2   ّاقة الحركية.ل الطّ تمث 
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و التي بدورها تبقى محفوظة على طول خط  𝐸𝑚ية اقة الميكانيكية الكلّ ل الطّ يمثّ  و مجموع هذه الحدود
لمائع خلل اقة ناتج عن لزوجة االمائع المثالي، و بمعنى آخر أنهّ لا يوجد ضياع في الطّ التيار من أجل 

 الجريان.

 صيغة توريشلي:ِتطبيقِ

ان يحوي مائع مثالي غير قابل للنضغاط، يتمّ تفريغه من الأسفل عبر فتحة مساحة مقطعها نعتبر خزّ 
𝑆   ّنريد إيجاد العلقة بين سرعة (4.3) في الشكلان كما هو موضح صغير جدا إذا ما قورن بأبعاد الخز .
 .فريغعن فتحة التّ  فريغ أي سرعة المائع عند الفتحة و ارتفاع مستوى المائعالتّ 

  

 

 

 

 

 

 ح في الشكلالواقعتان على نفس خط التيار كما هو موضّ  𝐵و  𝐴قطتين بتطبيق معادلة برنولي بين النّ 
 ( نجد: 2.3)

𝑝𝐴 + 𝜌 𝑔 𝑧𝐴 +
1

2
𝜌 𝑉𝐴

2 = 𝑝𝐵 + 𝜌 𝑔 𝑧𝐵 +
1

2
𝜌 𝑉𝐵

2  

 حيث لدينا:

𝑉𝐴 ≈  أبعاد الخزان كبيرة جدا مقارنة بفتحة التفريغ.و ذلك راجع لأنّ   0

𝑝𝐴غط الجوي )و يساوي الضّ  𝐵قطة غط في النّ يساوي الضّ  𝐴قطة غط في النّ الضّ  = 𝑝𝐵 = 𝑝𝑎𝑡𝑚). 

𝐴 
𝑧𝐴 

𝑧 

 خط تيار

𝐵 𝑧𝐵 

ℎ 

(34.شكل )  
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ℎهو  التفريغ فتحةعن  ارتفاع مستوى المائع = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵. 

 و منه نجد:
1

2
𝜌 𝑉𝐵

2 = 𝜌 𝑔 ℎ   

 أي أنّ:

𝑉𝐵 = √2 𝑔 ℎ    

 ل صيغة توريشلي.و هي تمثّ 

 

ِمعادلةِنافييرِوِستوكسمنِنظريةِانحفاظكِم يةِالحركةِإلىِ.4.3ِِِ

و  𝑆محدود بسطح مغلق )يحوي مجموعة معيّنة من جسيمات المائع( من المائع  𝓋حجم مادّي  نعتبر
ه نحو خارج الحجم موجّ شعاع طح و هو اظم على السّ شعاع الوحدة النّ   �⃗�و ليكن  .يتبع خلل حركته

𝓋   ّ(.3.3ح في الشكل )كما هو موض  

كل من المائع هي من الشّ  𝓋إنّ مجموع قوى الحجم الخارجية المطبّقة على الحجم المادّي 
∭ 𝜌 𝐹  𝑑𝓋

𝓋
= 𝐹بحيث إذا اعتبرنا حالة وجود حقل الجاذبية الأرضية فقط يكون   𝑔 = −𝑔 𝑒 𝑧. 

لسّطح مجموع قوى السّطح المطبّقة على ا يكون ةزجفي حالة الموائع الحقيقية أي اللّ  من جهة أخرى،  و
𝑆  المحيط بالحجم𝓋  ّكل هي من الش∬ �⃗�  𝑑𝑆

𝑆
ظم اطح ذو النّ ق على السّ ل الاجهاد المطبّ يمثّ    �⃗�حيث  

�⃗� . 

 ية الحركة لدينا:إذن حسب نظرية انحفاظ كمّ 

∭
𝑑(𝜌 �⃗� )

𝑑𝑡
𝑑𝓋

𝓋

=∭ 𝜌 𝐹  𝑑𝓋
𝓋

+∬ �⃗�  𝑑𝑆
𝑆

 

 : نجد العلقة الآتيةو من أجل جريان غير قابل للنضغاط 
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∭ 𝜌
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
𝑑𝓋

𝓋

=∭ 𝜌 𝐹  𝑑𝓋
𝓋

+∬ �⃗�  𝑑𝑆
𝑆

 

 بشكل آخر )ترميز أينشتاين(:كذلك يمكن أن نكتب هذه المعادلة 

∭ 𝜌
𝑑𝑉𝑖
𝑑𝑡
𝑑𝓋

𝓋

=∭ 𝜌 𝐹𝑖  𝑑𝓋
𝓋

+∬ 𝑇𝑖  𝑑𝑆
𝑆

 

𝑇𝑖كما رأينا سابقا لدينا  = 𝜎𝑖𝑗 ∙ 𝑛𝑗  حيث𝜎𝑖𝑗 الوحدوية، و منه يكون: تمثل الإجهادات 

∭ 𝜌
𝑑𝑉𝑖
𝑑𝑡
𝑑𝓋

𝓋

=∭ 𝜌 𝐹𝑖  𝑑𝓋
𝓋

+∬ 𝜎𝑖𝑗 ∙ 𝑛𝑗  𝑑𝑆
𝑆

 

 و باستعمال نظرية أوستروغرادسكي نجد:

∭ 𝜌
𝑑𝑉𝑖
𝑑𝑡

𝑑𝓋
𝓋

=∭ 𝜌 𝐹𝑖  𝑑𝓋
𝓋

+∭ 𝑑𝑖𝑣(𝜎𝑖𝑗) 𝑑𝓋
𝓋

 

𝓋و منه محليا يكون ) → 0:) 

𝜌
𝑑𝑉𝑖
𝑑𝑡

= 𝜌 𝐹𝑖 + 𝑑𝑖𝑣(𝜎𝑖𝑗) 

 :كل التاليعلى الشّ كذلك يمكن أن نكتب هذه المعادلة 

𝜌
𝑑𝑉𝑖
𝑑𝑡

= 𝜌 𝐹𝑖 +
𝜕𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑗

 

 في حالة الموائع النيوتونية لدينا:

𝜎𝑖𝑗 = −𝑝 𝛿𝑖𝑗 −
2

3
𝜇 𝑑𝑖𝑣 �⃗� ∙ 𝛿𝑖𝑗 + 𝜇 (

𝜕𝑉𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑉𝑗
𝜕𝑥𝑖

) 

 :حيث

 𝑝  ّاكنغط السّ يمثل الض. 

𝛿𝑖𝑗 :يمثل رمز كرونيكر 𝛿𝑖𝑗 = 𝑖 إذا كان 1 = 𝑗و ، 𝛿𝑖𝑗 = 𝑖 إذا كان 0 ≠ 𝑗. 
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𝜇  ّيناميكية.زوجة الدّ تمثل معامل الل 

 :نجدحريك معادلة التّ  في 𝜎𝑖𝑗و منه بتعويض عبارة 

𝜌
𝑑𝑉𝑖
𝑑𝑡

= 𝜌 𝐹𝑖 −
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
−
2

3
𝜇
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(𝑑𝑖𝑣 �⃗� ) + 𝜇 (

𝜕2𝑉𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑗

+
𝜕2𝑉𝑗
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

) 

 مع العلم أنهّ في حالة الجريان الغير قابل للنضغاط و حسب معادلة الاستمرارية لدينا:

𝑑𝑖𝑣 �⃗� =
𝜕𝑉𝑘
𝜕𝑥𝑘

= 0 

 و منه نجد:

𝜌
𝑑𝑉𝑖
𝑑𝑡

= 𝜌 𝐹𝑖 −
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜇 (

𝜕2𝑉𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑗

) 

 نكتب بشكل آخر:أو 

𝜌
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
= 𝜌 𝐹 − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑝 + 𝜇 ∆�⃗�  

و التي  يةمو هي معادلة شعاعية مكافئة إلى ثل  معادلات سلّ  و هي تمثل معادلة نافيير و ستوكس
 .تطبّق من أجل الموائع الحقيقية
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ِتجربةِرينولدز.1.4ِِِ

تحليليا، نميّز  . و لحل هذه المعادلةإنّ دراسة جريان المائع الحقيقي تعود إلى حل معادلة نافيير و ستوكس
ان، قام للكشف عن أنظمة الجري قائقي و الجريان المضطرب.نوعين من أنظمة الجريان و هما الجريان الرّ 

نة لوّ ة سائلة م  لوّن ناتج من مادّ بواسطة خط رفيع م  و ذلك خطوط التيار  تظهررينولدز بتحقيق تجربة 
 .(1.4)ح في الشكل داخل أنبوب زجاجي أفقي كما هو موضّ 

 

 

 

 

 

 

من خلل هذه التجربة استطاع رينولدز بتحديد العامل الذي يسمح بتحديد نظام الجريان رقائقي أم 
سبة بين قوى العطالة ل النّ هو يمثّ  و 𝑅𝑒مضطرب و هو رقم لا بعدي يسمّى رقم رينولدز و يرمز له بـ 

 : عبارته تعطى كالآتي زوجة وو قوى اللّ 

𝑅𝑒 =
𝜌 𝑉 𝐷

𝜇
 

قائقيِوِالجريانِالرِ ِ–ِالفصلِالر ابع
 الجريانِالمضطرب

 سائل ملوّن

ائلق السّ صنبور لتعديل تدفّ   

(4.1شكل )  
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 أو:

𝑅𝑒 =
𝑉 𝐷

𝜈
 

 حيث:

𝜌  ّل الكتلة الحجمية للمائع.تمث 

 𝑉  ّطة.رعة المتوسّ ل السّ تمث 

𝐷  ّل قطر الأنبوب.يمث 

𝜇  ّيناميكية.زوجة الدّ ل معامل اللّ يمث 

𝜈  ّزوجة الحركية.ل معامل اللّ يمث 

  فمن أجل جريان للمائع داخل الأنبوب سرعته𝑉1  ّقيق ن يبقى ر صغيرة كفاية، الخط الرفيع الملو
هذا الجريان يسمّى جريان . (2.4)ح في الشكل كما هو موضّ   الأنبوب موازٍ لمحورمنتظم و 

𝑅𝑒رقائقي أو صفائحي و يتميّز بـ  ≤ ة  يزوجة لها أهمّ . في هذا الجريان قوى اللّ تقريبا 2000
 كبرى مقارنة بقوى العطالة.

 

 

 

   و من أجل جريان للمائع داخل الأنبوب سرعته𝑉2  أكبر بقليل من 𝑉1 ن يضطرب الملوّ ، الخط
 اتقريب . هذا الجريان يسمّى جريان مضطرب و نجده(3.4)ح في الشكل و يهتز كما هو موضّ 

2000في المجال  < 𝑅𝑒 ≤  ية مقارنة بقوىزوجة لها أهمّ . في هذا الجريان أيضا قوى اللّ 105
 العطالة.

 𝑉1 سرعة الجريان

(4.2شكل )  
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  و من أجل جريان للمائع داخل الأنبوب سرعته𝑉3  أكبر من 𝑉2 الملون يتشتت و ينقسم ، الخط
. هذا الجريان يسمّى أيضا جريان (4.4)إلى عدد كبير من الجزيئات كما هو موضح في الشكل 

𝑅𝑒من أجل تقريبا مضطرب و نجده  > قوى الاضطراب ينشأ عندما تكون هذا  إنّ . 105
 مقارنة بقوى العطالة. مهملةزوجة اللّ 

 

 

 

 

قائقي عن الجريان المضطرب بعدّة ميزات و من بينها أنّ خطوط التيار بصفة عامة يتميّز الجريان الرّ 
ث تكون ما لا نجده في الجريان المضطرب حي قائقي و هذاتكون متوازية و منتظمة بالنسبة للجريان الرّ 
 . (6.4)و  (5.4)ح في الشكلين كما هو موضّ   خطوط التيار غير منتظمة أو لا وجود لها

 

 

 

 

 

 𝑉3 سرعة الجريان

 𝑉2 سرعة الجريان

(4.3شكل )  

(4.4شكل )  

 : الجريان المضطرب(6.4شكل ) : الجريان الرقّائقي(5.4شكل )
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 قائقيالجريانِالرِ .2.4ِِ

ِ:أحاديِالات جاهقائقيِالجريانِالرِ  .أ

ستوكس و  انطلقا من معادلة نافيير وائم لمائع لزج غير قابل للنضغاط. إذن رقائقي و دنعتبر جريان 
= 𝐹وجود حقل الجاذبية الأرضية )لرنا ااعتبفي حالة  𝑔  لدينا:( يكون 

𝜌
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
= 𝜌 𝑔 − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑝 + 𝜇 ∆�⃗�  

 أو نكتب بشكل آخر:

𝜌 [
𝜕�⃗� 

𝜕𝑡
+ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (

𝑉2

2
) + 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗� ˄ �⃗� ] = 𝜌 𝑔 − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑝 + 𝜇 ∆�⃗�  

 

 �⃗⃗���بما أن الجريان دائم فإنّ المشتقة 

𝜕𝑡
يكون في هذه المعادلة    𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗� ˄ �⃗�. كذلك الجداء تكون معدومة 

اذبية لة لخط التيار. و من جهة أخرى، تسارع الجقاط المشكّ إذا تمّ اعتبار المعادلة على مجموعة النّ  معدوما  
 معادلة نافيير و ستوكس في هذه الحالة تصبح على الشكل:الأرضية هو مشتق من كمون. و منه فإنّ 

 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (
1

2
𝜌𝑉2) = −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (𝜌 𝑔 𝑧) − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑝 + 𝜇 ∆�⃗�  

 أي أنّ:

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑝 + 𝜌 𝑔 𝑧 +
1

2
𝜌𝑉2) = 𝜇 ∆�⃗�  

 كما رأينا سابقا لدينا:

𝑝𝑡 = 𝑝 + 𝜌 𝑔 𝑧 +
1

2
𝜌𝑉2 

 ثل الضغط الكلي أو الشحنة.يم  𝑝𝑡 حيث
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 و منه يكون:

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑝𝑡 = 𝜇 ∆�⃗�   
على محاور  ة، إذن بإسقاط العلقة الأخير 𝑥لمحور موازٍ ل باعتبار أنّ الجريان رقائقي و أحادي الاتّجاه و

 المعلم الكارتيزي نجد:

{
  
 

  
 
𝜕𝑝𝑡
𝜕𝑥

= 𝜇 ∆𝑢 ∙∙∙∙∙∙∙∙ (1)

𝜕𝑝𝑡
𝜕𝑦

= 0 ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (2)

𝜕𝑝𝑡
𝜕𝑧

= 0 ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (3)

 

𝑝𝑡��(: 2لدينا من العلقة )

𝜕𝑦
=  .𝑦 ق بـلا يتعلّ  𝑝𝑡 يغط الكلّ و منه نستنتج أنّ الضّ  0

𝑝𝑡��(: 3كذلك لدينا من العلقة )

𝜕𝑧
=  .𝑧 ق بـلا يتعلّ  𝑝𝑡 يغط الكلّ و منه نستنتج أنّ الضّ  0

 ، أي أنّ:𝑥ق إلا بـ لا يتعلّ  𝑝𝑡ي غط الكلّ و منه نستنتج أنّ الضّ 
𝜕𝑝𝑡
𝜕𝑥

=
𝑑𝑝𝑡
𝑑𝑥

 

 ( يكون:1حسب المعادلة )و منه و 
𝑑𝑝𝑡
𝑑𝑥

= 𝜇 (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
) 

 و من جهة أخرى و حسب معادلة الاستمرارية من أجل جريان غير قابل للنضغاط لدينا:

𝑑𝑖𝑣 �⃗� = 0 

 أي أنّ:
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 
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𝑣مع العلم أنّ  = 𝑤 =  ، و منه يكون:𝑥المحور  موازٍ للمحورو أحادي الاتّجاه و ذلك لأن الجريان  0
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 

 ، أي أنّ:𝑥ق إلا بـ لا تتعلّ  𝑢رعة بة السّ و هذا يعني أنّ مركّ 
𝑢 = 𝑢(𝑦, 𝑧) 

 ل على المعادلة الآتية:و منه نتحصّ 
𝑑𝑝𝑡
𝑑𝑥

= 𝜇 (
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
) 

 

و منه  𝑧 و 𝑦 ق إلا بـاني لا يتعلّ رف الثّ بينما الطّ  𝑥ل من المعادلة الأخيرة لا يتعلق إلا بـ رف الأوّ إنّ الطّ 
 ، أي أنّ:𝑥 يا مع خطّ ي يتغيّر غط الكلّ نستنتج أنّ الضّ 

𝑑𝑝𝑡
𝑑𝑥

= 𝑐𝑠𝑡𝑒 

 أنّ: ، أيبسبب الاحتكاكات ي يتناقص في اتّجاه الجريانغط الكلّ منطقيا الضّ  هو بما أنّ 
𝑑𝑝𝑡
𝑑𝑥

< 0 

𝑑𝑝𝑡إذن نضع: 

𝑑𝑥
= −𝑎  حيث 𝑎 .ثابت موجب 

 كل:( تصبح على الشّ 1منه المعادلة )و 

∆𝑢 = −
𝑎

𝜇
    ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗) 

أحادي الاتّجاه وفق جريان من أجل كل   𝑢رعة ( تسمح لنا بإيجاد عبارة توزيع السّ ∗حل المعادلة )  إنّ 
 . 𝑥المحور 
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 قائقيِداخلِأنبوبِأسطواني:الجريانِالرِ حالةِِ .ب
. سنهتم في 𝑅نعتبر جريان رقائقي و دائم لمائع لزج غير قابل للنضغاط داخل أنبوب نصف قطره 

 ،(7.4) كما هو موضح في الشكل 𝑂𝑥دراستنا هذه فقط بالجريان أحادي الاتّجاه الموازي لمحور الأنبوب 
ِيسمّى بجريان بوازاي الأسطواني. و هو ما

 

 

 إذن كما في حالة الجريان أحادي الاتّجاه لدينا: 

∆𝑢 = −
𝑎

𝜇
    ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗) 

 :باستعمال الاحداثيات الأسطوانية يكون 

∆𝑢 =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2
𝜕2𝑢

𝜕𝜑2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

= �⃗�أي أنّ  𝑥لدينا الجريان أحادي الاتّجاه وفق المحور  𝑢 ∙ 𝑒 𝑥 و بالتالي 𝑣𝑟 = 𝑣𝜑 = 0. 

 أنبوب أسطواني: الجريان الرقّائقي داخل (7.4شكل )



 

 
-55- 

 

ع.ِاللبيِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِدروسِفيِميكانيكِالموائع  

ابل سبة لجريان غير قبالنّ  سب معادلة الاستمراريةح باستعمال الاحداثيات الأسطوانية و كذلك
 لدينا: للنضغاط

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟 𝑣𝑟) +

1

𝑟

𝜕𝑣𝜑

𝜕𝜃
+
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 

 أي أنّ:الجريان أحادي الاتّجاه، 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 

 : إذن 𝜑الجريان متماثل وفق كذلك   من جهة أخرى، و
𝜕𝑢

𝜕𝜑
= 0 

,𝑢(𝑟و منه يكون  𝜑, 𝑥) = 𝑢(𝑟) . 

 كل:تصبح على الشّ  𝑢∆عبارة إذن 

∆𝑢 =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟
) 

 :نجد( ∗المعادلة ) عويض فيبالتّ و 
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟
𝑑𝑢

𝑑𝑟
) = −

𝑎

𝜇
 

 أي أنّ:
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟
𝑑𝑢

𝑑𝑟
) = −

𝑎

𝜇
 𝑟 

 نجد: ةكاملبالم

𝑟
𝑑𝑢

𝑑𝑟
= −

𝑎

2𝜇
 𝑟2 + 𝐵 

 و منه:
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𝑑𝑢

𝑑𝑟
= −

𝑎

2𝜇
 𝑟 +

𝐵

𝑟
 

 نجد:بالمكاملة مرةّ أخرى 

𝑢(𝑟) = −
𝑎

4𝜇
 𝑟2 + 𝐵 ln 𝑟 + 𝐶 

 و ذلك كالآتي: يةروط الحدّ ثابتين يمكن تحديدهم باستعمال الشّ  𝐶 و 𝐵حيث 

𝑟نبوب )عند محور الأ = 𝐵 :رعة حتما  منه حسب عبارة السّ رعة تكون محدودة و ( قيمة السّ 0 = 0. 

𝑟لمس بين المائع و الأنبوب )عند سطح التّ  = 𝑅 ّمة الي سرعته معدو و بالتّ  ك( يكون المائع غير متحر
𝑢(𝑅)أي:  = 𝐶نجد :  رعةعويض في عبارة السّ بالتّ  ، و منه0 =

𝑎 𝑅2

4 𝜇
  

 رعة لهذا الجريان داخل الأنبوب كالآتي:و أخيرا تكون عبارة توزيع السّ 

𝑢(𝑟) = −
𝑎 𝑅2

4 𝜇
(
𝑟2

𝑅2
− 1) 

 ل معادلة قطع مكاف .و هي تمثّ 

  ِِرعةِالعظمىِللجريانإيجادِعبارةِالس 𝒖𝒎𝒂𝒙: 

 رعة أعظمية يحقق:الذي تكون عنده السّ  𝑟𝑚𝑎𝑥إنّ نصف القطر 

(
𝜕𝑢

𝜕𝑟
)
𝑟=𝑟𝑚𝑎𝑥

= 0 

 و منه يكون:
𝑟𝑚𝑎𝑥 = 0 

 .(7.4) ح في الشكلكما هو موضّ رعة تكون أعظمية عند محور الأنبوب  أي أنّ السّ 

 :𝑢𝑚𝑎𝑥رعة الأعظمية عبارة السّ  نجد 𝑢(𝑟)بالتعويض في عبارة 

𝑢𝑚𝑎𝑥 =
𝑎 𝑅2

4 𝜇
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 رعة العظمى للجريان كالآتي:رعة بدلالة السّ إذن يمكن أن نكتب كذلك عبارة توزيع السّ 

𝑢(𝑟) = 𝑢𝑚𝑎𝑥 (1 −
𝑟2

𝑅2
) 

 ِإيجادِعبارةِإجهادِالقص𝝉: 

 :من أجل مائع نيوتوني لدينا

𝜏 = 𝜇
𝑑𝑢

𝑑𝑟
 

 و منه:

𝜏 = 𝜇
𝑑

𝑑𝑟
[−
𝑎 𝑅2

4 𝜇
(
𝑟2

𝑅2
− 1)] 

 كل: على الشّ لهذا الجريان إجهاد القص  ةتكون عبار و منه 

𝜏 = −
𝑎

2
𝑟 

 .(7.4) ح في الشكلكما هو موضّ   𝑟يا مع  خطّ يتغيّر  هأي أنّ 

  ِقةِعلىِالأنبوبِذوِالطولِةِالاحتكاكِالمطبِ إيجادِعبارةِقو𝑳:ِ

 تعطى بالعلقة: 𝐿ول قة على الأنبوب ذو الطّ ة الاحتكاك المطبّ قوّ إنّ 
𝐹𝑓 = 𝜏𝑝 ∙ 𝑆𝐿 

 حيث:

 𝜏𝑝  الجدار أي عنديمثل إجهاد القص عند 𝑟 = 𝑅 :  

𝜏
𝑝
= −

𝑎

2
𝑅 

 𝑆𝐿  ّذو الطول اخلي للأنبوب طح الدّ يمثل مساحة الس𝐿 :و الملمس للمائع 

𝑆𝐿 = 2𝜋𝑅 𝐿 



 

 
-58- 

 

ع.ِاللبيِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِدروسِفيِميكانيكِالموائع  

 كالآتي:  𝐿قة على الأنبوب ذو الطول الاحتكاك المطبّ و منه تكون عبارة 
𝐹𝑓 = −𝑎 𝜋𝑅

2 𝐿 

  ِِقِالحجميإيجادِعبارةِالتدف𝒒𝒗: 

 عهالأنبوب الذي مساحة مقط يجري داخلالذي  للمائع ق الحجميإنّ التدفّ عريف، من خلل التّ 
𝑆 :يعطى كالآتي 

𝑞𝑣 =∬ �⃗�  𝑑𝑆 
𝑆

 

= �⃗�لكن لدينا   𝑢 𝑒 𝑥  و𝑑𝑆 = 𝑑𝑆 𝑒 𝑥 ، عويض يكون:بالتّ إذن 

𝑞𝑣 =∬ (𝑢 𝑒 𝑥) (𝑑𝑆 𝑒 𝑥)
𝑆

 

 و منه:

𝑞𝑣 =∬ 𝑢 𝑑𝑆
𝑆

 

 يعطى كالآتي: 𝑑𝑆 حيث عنصر السطح

𝑑𝑆 = 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 

 نجد: 𝑞𝑣 عويض في عبارةبالتّ 

𝑞𝑣 = ∫ ∫ [−
𝑎 𝑅2

4 𝜇
(
𝑟2

𝑅2
− 1)] 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑

𝑅

0

2𝜋

0
  

 و منه:

𝑞𝑣 = −
𝑎 𝑅2

4 𝜇
∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0
  ∫ (

𝑟3

𝑅2
− 𝑟)𝑑𝑟

𝑅

0
  

 أي أنّ:

𝑞𝑣 = −
𝑎 𝑅2

4 𝜇
(2𝜋) [

𝑟4

4𝑅2
−
𝑟2

2
]
0

𝑅
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 الي:و بالتّ 

𝑞𝑣 = −
𝜋 𝑎 𝑅2

2 𝜇
(
𝑅2

4
−
𝑅2

2
) 

 لهذا الجريان كالآتي: التدفق الحجمي عبارة و أخيرا تكون

𝑞𝑣 =
𝜋 𝑎 𝑅4

8 𝜇
 

  ِِطةرعةِالمتوسِ إيجادِعبارةِالس𝒖𝒎𝒐𝒚:ِ

 طة تعطى كالآتي:رعة المتوسّ ق الحجمي و السّ لدينا العلقة التي تربط بين التدفّ 
𝑞𝑣 = 𝑢𝑚𝑜𝑦 ∙ 𝑆 

 و منه:

𝑢𝑚𝑜𝑦 =
𝑞𝑣
𝑆

 

𝑆 حيث = 𝜋𝑅2 .و هي تمثل مساحة مقطع الأنبوب 

 نجد: 𝑢𝑚𝑜𝑦 عبارةعويض في بالتّ 

𝑢𝑚𝑜𝑦 =
(
𝜋 𝑎 𝑅4

8 𝜇 )

𝜋𝑅2
 

 طة لهذا الجريان داخل الأنبوب كالآتي:رعة المتوسّ عبارة السّ  و أخيرا تكون

𝑢𝑚𝑜𝑦 =
𝑎 𝑅2

8 𝜇
 

 رعة العظمى تكون:و بدلالة السّ 

𝑢𝑚𝑜𝑦 =
1

2
𝑢𝑚𝑎𝑥 
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 قائقيِبينِصفيحتينِمستويتينِوِمتوازيتين:حالةِالجريانِالرِ  .ج

 
ِجريانِبوازايِالمستوي:.1ِج.ِِِِِِِِِِِِِ

 و ثابتتين توازيتينبين صفيحتين مستويتين منعتبر جريان رقائقي و دائم لمائع لزج غير قابل للنضغاط 
 𝑂𝑥 و الموازي للمحورسنهتم هنا فقط بدراسة الجريان أحادي الاتّجاه  . 2𝑦0تفصلهما مسافة قدرها

و  𝑂𝑥 غط وفقج في الضّ هذا الجريان هو ناتج عن تدرّ  علما أنّ   .(8.4) ح في الشكلكما هو موضّ 
 .المستويى بجريان بوازاي هو ما يسمّ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 إذن كما في حالة الجريان أحادي الاتّجاه لدينا: 

∆𝑢 = −
𝑎

𝜇
    ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗) 

الاحداثيات مل قائقي بين صفيحتين مستويتين و متوازيتين، نستعالجريان الرّ دراستنا هنا التي تخص في 
 :يكون  ومنه الكارتيزية

𝑥 

𝑦 

𝑂 

𝑦 = 𝑦0 

𝑦 = −𝑦0 

𝑢(𝑦) 
𝑢𝑚𝑎𝑥 

 الرقّائقي المستوي: جريان بوازاي (8.4شكل )

 ابتةالث العلوية الصفيحة

 لثابتةا السفلية الصفيحة



 

 
-61- 

 

ع.ِاللبيِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِدروسِفيِميكانيكِالموائع  

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= −

𝑎

𝜇
 

 

= �⃗�أي أنّ  𝑥و موازٍ للمحور لدينا الجريان أحادي الاتّجاه  𝑢 ∙ 𝑒 𝑥  ّاليو بالت 𝑣 = 𝑤 = 0. 

 نا:لدي سبة لجريان غير قابل للنضغاط يكونبالنّ  حسب معادلة الاستمرارية كما رأينا سابقا  كذلك
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 

 و منه:
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 

 : إذن 𝑧الجريان متماثل وفق و كذلك 
𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 0 

,𝑢(𝑥و منه يكون  𝑦, 𝑧) = 𝑢(𝑦) . 

 

 ( تصبح على الشكل:∗المعادلة ) بالتاّليو 
𝑑2𝑢

𝑑𝑦2
= −

𝑎

𝜇
 

 نجد: ةكاملبالم
𝑑𝑢

𝑑𝑦
= −

𝑎

𝜇
 𝑦 + 𝐵 

 بالمكاملة مرةّ أخرى نجد:

𝑢(𝑦) = −
𝑎

2𝜇
 𝑦2 + 𝐵 𝑦 + 𝐶 
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 :الآتية يةروط الحدّ ثابتين يمكن تحديدهم باستعمال الشّ  𝐶 و 𝐵حيث 

{
𝑢(𝑦 = 𝑦0) = 0

𝑢(𝑦 = −𝑦0) = 0
 

 ل على المعادلتين الآتيتين:و منه نتحصّ 

{

−
𝑎

2𝜇
 𝑦0

2 + 𝐵 𝑦0 + 𝐶 = 0

−
𝑎

2𝜇
 𝑦0

2 − 𝐵 𝑦0 + 𝐶 = 0
 

 إنّ حل ملة المعادلتين هذه يعطي:
𝐵 = 0 

𝐶 =
𝑎

2𝜇
𝑦0

2 

 رعة نجد:عويض في عبارة توزيع السّ و منه بالتّ 

𝑢(𝑦) =
𝑎 𝑦0

2

2 𝜇
(1 −

𝑦2

𝑦0
2
) 

 و هي تمثل معادلة قطع مكاف .

 

  ِرعةِالعظمىِللجريانِإيجادِعبارةِالس 𝒖𝒎𝒂𝒙: 

 ق:قّ تحرعة أعظمية السّ  ا تكون عندهتيال 𝑦𝑚𝑎𝑥تيبة إنّ الترّ 

(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
)
𝑦=𝑦𝑚𝑎𝑥

= 0 

 و منه يكون:
𝑦𝑚𝑎𝑥 = 0 
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في  كما هو موضحفيحتين  منتصف المسافة الفاصلة بين الصّ  رعة تكون أعظمية عندأي أنّ السّ 
 .(8.4) الشكل

 :𝑢𝑚𝑎𝑥رعة الأعظمية نجد عبارة السّ  𝑢(𝑦)عويض في عبارة بالتّ 

𝑢𝑚𝑎𝑥 =
𝑎 𝑦0

2

2 𝜇
 

 رعة العظمى للجريان كالآتي:رعة بدلالة السّ إذن يمكن أن نكتب كذلك عبارة توزيع السّ 

𝑢(𝑟) = 𝑢𝑚𝑎𝑥 (1 −
𝑦2

𝑦0
2
) 

 

 ِإيجادِعبارةِإجهادِالقص𝝉: 

 :من أجل مائع نيوتوني لدينا

𝜏 = 𝜇
𝑑𝑢

𝑑𝑦
 

 و منه:

𝜏 = 𝜇
𝑑

𝑑𝑦
[
𝑎 𝑦0

2

2 𝜇
(1 −

𝑦2

𝑦0
2
)] 

 تكون عبارة إجهاد القص لهذا الجريان على الشكل: و منه 

𝜏 = −𝑎 𝑦 
 .𝑦 خطيا مع يتغيّر إجهاد القص أي أنّ 

 

 ِإيجادِعبارةِالتدفقِالحجمي𝒒𝒗: 

 :هو للمائع ق الحجميإنّ التدفّ عريف، من خلل التّ 
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𝑞𝑣 =∬ �⃗�  𝑑𝑆 
𝑆

 

= �⃗�لكن لدينا   𝑢 𝑒 𝑥  و𝑑𝑆 = 𝑑𝑆 𝑒 𝑥 ، عويض يكون:بالتّ إذن 

𝑞𝑣 =∬ (𝑢 𝑒 𝑥) (𝑑𝑆 𝑒 𝑥)
𝑆

 

 و منه:

𝑞𝑣 =∬ 𝑢 𝑑𝑆
𝑆

 

 يعطى كالآتي: 𝑑𝑆 حيث عنصر السطح

𝑑𝑆 = 𝑑𝑦 𝑑𝑧 

 نجد: 𝑞𝑣 عويض في عبارةبالتّ 

𝑞𝑣 = ∫ ∫ [
𝑎 𝑦0

2

2 𝜇
(1 −

𝑦2

𝑦0
2
)] 𝑑𝑦 𝑑𝑧

𝑦0

−𝑦0

1

0

 

 و منه:

𝑞𝑣 =
𝑎 𝑦0

2

2 𝜇
∫𝑑𝑧

1

0

  ∫ (1 −
𝑦2

𝑦0
2
)𝑑𝑦

𝑦0

−𝑦0

 

 أنّ:أي 

𝑞𝑣 =
𝑎 𝑦0

2

2 𝜇
∙ (1) [𝑦 −

𝑦3

3𝑦0
2
]
−𝑦0

𝑦0

 

 الي:و بالتّ 

𝑞𝑣 =
𝑎 𝑦0

2

2 𝜇
(2𝑦0 −

2

3
𝑦0) 

 :كالآتي   فيحةفي وحدة عرض الصّ لهذا الجريان  ق الحجميالتدفّ  عبارة و أخيرا تكون



 

 
-65- 

 

ع.ِاللبيِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِدروسِفيِميكانيكِالموائع  

𝑞𝑣 =
2

3

𝑎 𝑦0
3

𝜇
 

  ِِطةرعةِالمتوسِ إيجادِعبارةِالس𝒖𝒎𝒐𝒚:ِ

 طة تعطى كالآتي:رعة المتوسّ الحجمي و السّ ق لدينا العلقة التي تربط بين التدفّ 
𝑞𝑣 = 𝑢𝑚𝑜𝑦 ∙ 𝑆 

 و منه:

𝑢𝑚𝑜𝑦 =
𝑞𝑣
𝑆

 

 :حيث
𝑆 = 2𝑦0 ∙ 1 = 2𝑦0 

 نجد: 𝑢𝑚𝑜𝑦 عويض في عبارةبالتّ 

𝑢𝑚𝑜𝑦 =
(
2
3
𝑎 𝑦0

3

𝜇 )

2𝑦0
 

 طة لهذا الجريان كالآتي:رعة المتوسّ عبارة السّ  و أخيرا تكون

𝑢𝑚𝑜𝑦 =
𝑎 𝑦0

2

3 𝜇
 

 العظمى تكون:رعة و بدلالة السّ 

𝑢𝑚𝑜𝑦 =
2

3
𝑢𝑚𝑎𝑥 

 

ِت:يكوِجريانِِ.2ِج.ِِِِِِِِِِِِ

فيحة بيمنا الصّ ثابتة  فلىفيحة الأفقية السّ الصّ كون   فيت عن جريان بوازاي المستوي ييختلف جريان كو 
ناتج من  هو أي أنّ جريان المائع، (9.4) كما هو موضح في الشكل 𝑉0 ةتأفقيا بسرعة ثابك تتحرّ العليا 
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𝑑𝑝𝑡معدوم أي أنهّ يكون  𝑂𝑥وفق المحور غط ج الضّ و يكون تدرّ حركة الصفيحة العلوية 

𝑑𝑥
= ، و هو 0

  ت.يى بجريان كو ما يسمّ 

 

 

 

                                                       

 

 

 

 رعة تكون كالآتي:، عبارة توزيع السّ و منه كما في حالة جريان بوازاي المستوي

𝑢(𝑦) = −
𝑎

2𝜇
 𝑦2 + 𝐵 𝑦 + 𝐶 

 حيث:

𝑎 = −
𝑑𝑝𝑡
𝑑𝑥

= 0 

 و منه يكون:
𝑢(𝑦) = 𝐵 𝑦 + 𝐶 

 الآتية: يةروط الحدّ ثابتين يمكن تحديدهم باستعمال الشّ  𝐶 و 𝐵حيث 

{
𝑢(𝑦 = 𝑦0) = 𝑉0
𝑢(𝑦 = −𝑦0) = 0

 

 ل على المعادلتين الآتيتين:و منه نتحصّ 

𝑥 

𝑦 

𝑂 

𝑦 = 𝑦0 

𝑦 = −𝑦0 

𝑢(𝑦) 

 : جريان كويت الرقّائقي المستوي(9.4شكل )

𝑉0  ّكةرّ المتحالعلوية فيحة الص 

 لثاّبتةا السّفلية فيحةالصّ 
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{
𝐵 𝑦0 + 𝐶 = 𝑉0
−𝐵 𝑦0 + 𝐶 = 0

 

 إنّ حل ملة المعادلتين هذه يعطي:

𝐵 =
𝑉0
2𝑦0

 

𝐶 =
𝑉0
2

 

 كالآتي:رعة  وع من الجريان تكون عبارة توزيع السّ و منه في هذا النّ 

𝑢(𝑦) =
𝑉0
2
(
𝑦

𝑦0
+ 1) 

 ل معادلة خط مستقيم.و هي تمثّ 

 

  ِقِالحجميِإيجادِعبارةِالتدف𝒒𝒗: 

 ق الحجمي لهذا الجريان كالآتي:التدفّ يمكن إيجاد 

𝑞𝑣 =∬ �⃗�  𝑑𝑆 
𝑆

 

= �⃗�لكن لدينا   𝑢 𝑒 𝑥  و𝑑𝑆 = 𝑑𝑆 𝑒 𝑥 ّعويض يكون:، بالت 

𝑞𝑣 =∬ (𝑢 𝑒 𝑥) (𝑑𝑆 𝑒 𝑥)
𝑆

 

 و منه:

𝑞𝑣 =∬ 𝑢 𝑑𝑆
𝑆

 

 يعطى كالآتي: 𝑑𝑆 طحعنصر السّ  حيث

𝑑𝑆 = 𝑑𝑦 𝑑𝑧 
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 نجد: 𝑞𝑣 عويض في عبارةبالتّ 

𝑞𝑣 = ∫ ∫ [
𝑉0
2
(
𝑦

𝑦0
+ 1)] 𝑑𝑦 𝑑𝑧

𝑦0

−𝑦0

1

0

 

 و منه:

𝑞𝑣 =
𝑉0
2
∫𝑑𝑧

1

0

  ∫ (
𝑦

𝑦0
+ 1)𝑑𝑦

𝑦0

−𝑦0

 

 أي أنّ:

𝑞𝑣 =
𝑉0
2
∙ (1) [

𝑦2

2 𝑦0
+ 𝑦]

−𝑦0

𝑦0

 

 و بالتالي:

𝑞𝑣 =
𝑉0
2
(2𝑦0) 

 :كالآتي   فيحةفي وحدة عرض الصّ  لهذا الجريان ق الحجميالتدفّ  عبارة و أخيرا تكون
𝑞𝑣 = 𝑉0 𝑦0 

 

  ِِطةرعةِالمتوسِ إيجادِعبارةِالس𝒖𝒎𝒐𝒚:ِ

 طة تعطى كالآتي:رعة المتوسّ ق الحجمي و السّ لدينا العلقة التي تربط بين التدفّ 
𝑞𝑣 = 𝑢𝑚𝑜𝑦 ∙ 𝑆 

 و منه:

𝑢𝑚𝑜𝑦 =
𝑞𝑣
𝑆

 

 :حيث
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𝑆 = 2𝑦0 ∙ 1 = 2𝑦0 

 نجد: 𝑢𝑚𝑜𝑦 عويض في عبارةبالتّ 

𝑢𝑚𝑜𝑦 =
(𝑉0 𝑦0)

2𝑦0
 

 :كالآتي  طة لهذا الجريانرعة المتوسّ عبارة السّ  و أخيرا تكون

𝑢𝑚𝑜𝑦 =
𝑉0
2

 

و بالتالي تكون عبارة  𝑉0لهذا الجريان هي مساوية لسرعة الصفيحة العليا  رعة العظمىالسّ علما أنّ 
 :كالآتيرعة العظمى  السّ طة بدلالة رعة المتوسّ السّ 

𝑢𝑚𝑜𝑦 =
1

2
𝑢𝑚𝑎𝑥 

 

ِالجريانِالمضطرب.3.4ِِ

ِتفكيكِرينولدز: .أ

و يتميّز بالقيم الكبيرة لرقم رينولدز. و في هذه الحالة، هناك بديل و هكما رأينا إنّ الجريان المضطرب  
طة على مجموعة وسّ نقوم بإدخال مؤثر القيمة المتبحيث لجميع المجاهيل  طةالمتوسّ  القيمكيز فقط على الترّ 

طلق نحصل عليها المعادلات الجديدة المت و بتطبيق "تفكيك رينولدز" على المجاهيل في المسألةالمعادلات 
رينولدز على رف الطرّيقة المقترحة من ط عتمدفي الجريان المضطرب، ت طة.المتوسّ بالقيمة عليها المعادلات 

لا يتعلق   𝑋 غط، الكتلة الحجمية ...( إلى جزء متوسّط رعة، الضّ )السّ  𝑋متغيّر مجهول أو تفكيك كل 
 بحيث يمكن كتابة: (10.4 )لاحظ الشكل منق بالزّ متعل   ′𝑋 و جزء متذبذببالزمن 

𝑋 = 𝑋 + 𝑋′ 
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′𝑋تصبح الفرضية 𝑇  مثل   خلل مدّة زمنية طويلة كفايةمع العلم أنهّ  =  مبررّة، بالفعل لدينا:  0

𝑋 =
1

𝑇
∫ 𝑋 𝑑𝑡
𝑇

0
  

 و منه باستعمال تفكيك رينولدز يكون:

𝑋 =
1

𝑇
∫ (𝑋 + 𝑋′) 𝑑𝑡
𝑇

0
  

 أي أنّ:

𝑋 =
1

𝑇
(∫ 𝑋 𝑑𝑡

𝑇

0
+ ∫ 𝑋′ 𝑑𝑡

𝑇

0
)  

 أيضا يمكن أن نكتب:

𝑋 =
1

𝑇
𝑋∫ 𝑑𝑡

𝑇

0

+
1

𝑇
∫ 𝑋′ 𝑑𝑡
𝑇

0

 

 أو نكتب:

𝑋 =
1

𝑇
𝑋 𝑇 + 𝑋′ 

 إذن:

𝑋 = 𝑋 + 𝑋′ 

(10.4) شكل  

𝑡 

𝑋 
𝑋′(𝑡) 

𝑋 
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 نستنتج أنّ :و منه 

𝑋′ = 0 

 :طة باستعمال تفكيك رينولدزمؤثر القيمة المتوسّ  خصائصو هذه بعض 

 𝑋 + 𝑌 = 𝑋 + 𝑌 

 
𝜕𝑋

𝜕𝑥
=

𝜕𝑋

𝜕𝑥
 

 ∫𝑋 𝑑𝑥 = ∫𝑋 𝑑𝑥 

 𝑋 ∙ 𝑌 ≠ 𝑋 ∙ 𝑌 

 𝑋′ ∙ 𝑌′ ≠ 𝑋′ ∙ 𝑌′ 

 𝑋 = 𝑋 

 𝑋 ∙ 𝑌 = 𝑋 ∙ 𝑌 

 𝑋′ ∙ 𝑌 = 0 

 𝑋 ∙ 𝑌 = 𝑋 ∙ 𝑌 + 𝑋′ ∙ 𝑌′ 

 𝛼 𝑋 = 𝛼 𝑋      :𝛼 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 

 

 المتوس طة:بالقيمةِمعادلةِالاستمراريةِِ .ب

نريد هنا إيجاد معادلة الاستمرارية بالقيمة المتوسّطة و ذلك من أجل جريان مضطرب غير قابل 
 لدينا:في هذه الحالة للنضغاط. 

𝑑𝑖𝑣 �⃗� = 0 

 أي أنّ:
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 

 لمجاهيل في المعادلة نجد:ل بالنسبةبتطبيق تفكيك رينولدز 
𝜕(𝑢 + 𝑢′)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣 + 𝑣′)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝑤 + 𝑤′)

𝜕𝑧
= 0 

 بإدخال مؤثر القيمة المتوسّطة على هذه المعادلة نجد: 
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𝜕(𝑢 + 𝑢′)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣 + 𝑣′)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝑤 + 𝑤′)

𝜕𝑧
= 0 

  نجد: طةخصائص مؤثر القيمة المتوسّ حسب  و منه

𝜕(𝑢 + 𝑢′)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣 + 𝑣′)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝑤 + 𝑤′)

𝜕𝑧
= 0 

 

′𝑋 لدينا، حيث كما رأينا سابق = ′𝑢  أي أنّ: 0 = 𝑣′ = 𝑤′ =  ، و منه يكون:0

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 

 .من أجل جريان مضطرب غير قابل للنضغاط معادلة الاستمرارية بالقيمة المتوسّطةو هي تمثل 

ِ

 معادلةِنافييرِوِستوكسِبالقيمةِالمتوس طة: .ج

ير قابل غ بالقيمة المتوسّطة و ذلك من أجل جريان مضطرب نافيير و ستوكسنريد هنا إيجاد معادلة 
 𝑥، نقوم بإسقاط معادلة نافيير و ستوكس على المحور باستعمال الاحداثيات الكارتيزيةللنضغاط. 

 :كونفي

𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
) 

ِبتطبيق تفكيك رينولدز على المجاهيل في المعادلة نجد:

𝜌 [
𝜕(𝑢 + 𝑢′)

𝜕𝑡
+ (𝑢 + 𝑢′)

𝜕(𝑢 + 𝑢′)

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕(𝑢 + 𝑢′)

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕(𝑢 + 𝑢′)

𝜕𝑧
]

= −
𝜕(𝑝 + 𝑝′)

𝜕𝑥
+ 𝜇 [

𝜕2(𝑢 + 𝑢′)

𝜕𝑥2
+
𝜕2(𝑢 + 𝑢′)

𝜕𝑦2
+
𝜕2(𝑢 + 𝑢′)

𝜕𝑧2
] 

 و منه يكون:
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𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+
𝜕𝑢′

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+ 𝑢′

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑢′

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑣

𝜕𝑢′

𝜕𝑦
+ 𝑣′

𝜕𝑢

𝜕𝑦

+ 𝑣′
𝜕𝑢′

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+ 𝑤

𝜕𝑢′

𝜕𝑧
+ 𝑤′

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+ 𝑤′

𝜕𝑢′

𝜕𝑧
)

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
−
𝜕𝑝′

𝜕𝑥
+ 𝜇 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢′

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢′

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+
𝜕2𝑢′

𝜕𝑧2
) 

 نجد: و بإدخال مؤثر القيمة المتوسّطة على هذه المعادلة

𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+
𝜕𝑢′

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+ 𝑢′

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑢′

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑣

𝜕𝑢′

𝜕𝑦
+ 𝑣′

𝜕𝑢

𝜕𝑦

+ 𝑣′
𝜕𝑢′

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+ 𝑤

𝜕𝑢′

𝜕𝑧
+ 𝑤′

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+ 𝑤′

𝜕𝑢′

𝜕𝑧
)

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
−
𝜕𝑝′

𝜕𝑥
+ 𝜇 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢′

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢′

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+
𝜕2𝑢′

𝜕𝑧2
) 

′𝑋 حيث كما رأينا سابق المقدار لدينا = ′𝑢  أي أنّ: 0 = 𝑣′ = 𝑤′ = ′𝑝 و 0 = كذلك و  ، 0
𝑢��لدينا

𝜕𝑡
=  و منه يكون:   0

𝜌 (𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+ 𝑢′

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+ 𝑣′

𝜕𝑢′

𝜕𝑦
+ 𝑤′

𝜕𝑢′

𝜕𝑧
)

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
) ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (𝐼) 

(′𝑢′𝑣)��          ومن جهة أخرى لدينا:

𝜕𝑦
= 𝑢′

𝜕𝑣′

𝜕𝑦
+ 𝑣′

𝜕𝑢′

𝜕𝑦
 

(′𝑢′𝑣)��   الاستمرارية يكون:و حسب معادلة 

𝜕𝑦
= 𝑢′ (−

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
−
𝜕𝑤′

𝜕𝑧
) + 𝑣′

𝜕𝑢′

𝜕𝑦
 

 :و منه نجد

𝑣′
𝜕𝑢′

𝜕𝑦
=
𝜕(𝑢′𝑣′)

𝜕𝑦
+ 𝑢′

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+ 𝑢′

𝜕𝑤′

𝜕𝑧
 

 ( نجد:Iعويض في العلقة )و بالتّ 
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𝜌 (𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+ 2 𝑢′

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑢′𝑣′)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝑢′𝑤′)

𝜕𝑧
)

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
) 

 أي أنّ:

𝜌 (𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
)

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ (𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 2𝜌 𝑢′

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
) + (𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
− 𝜌

𝜕(𝑢′𝑣′)

𝜕𝑦
)

+ (𝜇
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
− 𝜌

𝜕(𝑢′𝑤′)

𝜕𝑧
) 

 و منه يكون:

𝜌 (𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
)

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+
𝜕

𝜕𝑥
(𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝜌 𝑢′2) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑦
− 𝜌 𝑢′𝑣′)

+
𝜕

𝜕𝑧
(𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑧
− 𝜌 𝑢′𝑤′) 

فتحصل على ملة المعادلات  𝑧و  𝑦 ينبنفس الطريقة نقوم بإسقاط معادلة نافيير و ستوكس على المحور 
 السلّمية الآتية:

{
 
 
 

 
 
 𝜌 (𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+
𝜕

𝜕𝑥
(𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝜌 𝑢′2) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑦
− 𝜌 𝑢′𝑣′) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑧
− 𝜌 𝑢′𝑤′)

𝜌 (𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+
𝜕

𝜕𝑥
(𝜇
𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝜌 𝑢′𝑣′) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜇
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝜌 𝑣′2) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜇
𝜕𝑣

𝜕𝑧
− 𝜌 𝑣′𝑤′)  

𝜌 (𝑢
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑧
− 𝜌𝑔 +

𝜕

𝜕𝑥
(𝜇
𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝜌 𝑢′𝑤′) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜇
𝜕𝑤

𝜕𝑦
− 𝜌 𝑣′𝑤′) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜇
𝜕𝑤

𝜕𝑧
− 𝜌 𝑤′2)

 

نلحظ من خلل هذه المعادلات ظهور ستّة مجاهيل جديدة تسمّى بإجهادات رينولدز المضطربة و 
 يسمّى بتنسور الإجهادات لرينولدز و هو كالآتي: 𝑇 تشكّل تنسور متناظر



 

 
-75- 

 

ع.ِاللبيِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِدروسِفيِميكانيكِالموائع  

 𝑇 = [

−𝜌 𝑢′2 −𝜌 𝑢′𝑣′ −𝜌 𝑢′𝑤′

−𝜌 𝑢′𝑣′ −𝜌 𝑣′2 −𝜌 𝑣′𝑤′

−𝜌 𝑢′𝑤′ −𝜌 𝑣′𝑤′ −𝜌 𝑤′2

]  

ِِ

 :الغلقِمسألة .د

على  لإيجاد المقادير المميّزة للمائع في كل نقطة وفي كل لحظة يعتمد إنّ المعادلات التي يجب تشكيلها
واحدة  معادلة) كما رأينا سابقا، فقد تحصّلنا على أربعة معادلات بالقيمة المتوسّطةعدد المجاهيل. و  

، 𝑢 ،𝑣)  بعشرة مجاهيل و هي من معادلة نافيير و ستوكس( الاستمرارية و ثل  معادلات سلّميةمن 
𝑤  و𝑝 منه فإنّ المسألة  و التي تدعى بإجهادات رينولدز المضطربة مجاهيل جديدةستّة ( بالإضافة لظهور

منه  و و بالتّالي فإنّ مشكل الاضطراب يكمن كلّية  في تحديد إجهادات رينولدز المضطربة. غير مغلوقة.
 .هذه الإجهاداتإدخال نماذج من أجل  و ضع فرضيات معيّنة و المسألة يجبلغلق هذه 
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ِمعادلةِبرنوليتعميمِ.1.5ِ

حنة محفوظة غط الكلّي أو الشّ إنّ استعمال معادلة برنولي خاص فقط بالموائع المثالية حيث يكون الضّ 
(𝑝𝑡 = 𝑝 + 𝜌𝑔𝑧 +

1

2
𝜌𝑉 = 𝑐𝑠𝑡𝑒) ّالأمر يختلف الحقيقيةسبة للموائع . بالن (𝑝𝑡 ≠ 𝑐𝑠𝑡𝑒)  و ذلك

المعمّمة و  ق في هذا الفصل إلى معادلة برنوليسنتطرّ  إذن .اتجة عن لزوجة المائعبسبب الاحتكاكات النّ 
 لتشمل أيضا الموائع الحقيقية. استعمالهايمكن التي 

انطلقا من ا قائقي أحادي الاتّجاه في الفصل الرابع، و جدنبالجريان الرّ ق كما رأينا سابقا في الجزء المتعلّ 
 𝑂𝑥جريان رقائقي و دائم لمائع حقيقي أحادي الاتّجاه وفق المحور  أنهّ من أجلمعادلة نافيير و ستوكس 

ثابتا و ذو  𝑥سبة لــ بالنّ  𝑝𝑡 حنة في الشّ يكون مقدار التغيّر  حيث، 𝑥 يا معخطّ ة حنة متغيرّ تكون الشّ 
 . أي أنّ هناك فقد في الشحنة قيمة سالبة

ة ـــــــــحند الشّ ــــــالموائع الحقيقية و ذلك باظهار فاق لتشملولي ــــة برنــــــــيمكن تعميم معادلو بصفة عامّة 
∆𝑝𝑡  :كالآتي 

𝑝𝑡1 = 𝑝𝑡2 + ∆𝑝𝑡 

 أو نكتب: 

𝑝1 + 𝜌 𝑔 𝑧1 +
1

2
𝜌𝑉1

2 = 𝑝2 + 𝜌 𝑔 𝑧2 +
1

2
𝜌𝑉2

2 + ∆𝑝𝑡 

حنة كما انوية للشّ ة و الثّ يد الخطّ واقفالمجموع  يساويو هو  حنة الكلّييمثل فاقد الشّ  𝑝𝑡∆حيث 
 .فيما سيأتيف على ذلك سنتعرّ 

 

 

فواقدِالش حنةِِ–ِالفصلِالخامس  
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 يحنةِالخطِ فاقدِالشِ .2.5ِ

أي  𝑅صف قطره ن أسطواني سبة لجريان رقائقي و دائم لمائع لزج غير قابل للنضغاط داخل أنبوببالنّ 
 ة تعطى كالآتي:طرعة المتوسّ وجدنا أنّ عبارة السّ ابع(، لجريان بوازاي الأسطواني )الفصل الرّ سبة بالنّ 

𝑢𝑚𝑜𝑦 =
𝑎 𝑅2

8 𝜇
 

𝑎 حيث:  = −
𝑑𝑝𝑡

𝑑𝑥
 و منه نجد:، 

−
𝑑𝑝𝑡
𝑑𝑥

=
8 𝜇

𝑅2
 𝑢𝑚𝑜𝑦 

𝑥∆أجل طول قدره  من = 𝑥2 − 𝑥1  ّغط الكلييكون الهبوط في الض ∆𝑝𝑡 = 𝑝𝑡1 − 𝑝𝑡2 :ّأي أن 

∆𝑝𝑡 =
8𝜇

𝑅2
𝑢𝑚𝑜𝑦 ∙ ∆𝑥 

 .(𝑃𝑎) ي معبّر عنه بالباسكالل فاقد الشحنة الخطّ يمثّ   𝑝𝑡∆حيث: 

ل تمثّ  𝑉رعة و باعتبار أنّ السّ  𝐷من أنبوب قطره  𝐿حنة على طول و من أجل صياغة عبارة فاقد الشّ 
 يكون: 𝑢𝑚𝑜𝑦طة رعة المتوسّ السّ 

∆𝑝𝑡 =
8𝜇

(
𝐷
2)

2 𝑉 ∙ 𝐿 

 أي أنّ:

∆𝑝𝑡 =
32𝜇

𝐷2
𝑉 ∙ 𝐿 

 و لدينا من عبارة رقم رينولدز:

𝜇 =
𝜌𝑉𝐷

𝑅𝑒
 

 يكون:ي الخطّ حنة في عبارة فاقد الشّ   𝜇بتعويض عبارة  و منه
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∆𝑝𝑡 =
1

2
𝜌𝑉2 ∙  

64

𝑅𝑒
 
𝐿

𝐷
 

64 المقدار  حيث:

𝑅𝑒
 قائقيفي حالة الجريان الرّ  يحنة الخطّ و هو رقم لا بعدي يسمّى معامل فاقد الشّ   
 .𝜆و يرمز له بالرّمز 

 

   قائقي و يان الرّ سبة للجر ي بالنّ حنة الخطّ عبارة فاقد الشّ تيجة يمكن تعميم من هذه النّ  انطلقا
 كالآتي: 𝐷من أنبوب قطره  𝐿على طول حنة و ذلك من أجل كل فقد في الشّ  معا   المضطرب

∆𝑝𝑡 =
1

2
𝜌𝑉2 ∙  𝜆 

𝐿

𝐷
 

 ه كالآتي:ـــــــــــيمكن حساب 𝜆 يــــــــــة الخطّ ـــــــــحنمعامل فاقد الشّ حيث 

  ِِقائقيالجريانِالر(𝑹𝒆 < 𝟐𝟎𝟎𝟎): 
𝜆 =

64

𝑅𝑒
 

 :الجريانِالمضطرب 
 تي:كالآ  ىــــــــــــتعط و هي ل الأنابيب الملساءـــــــــــيوس و ذلك من أجز يمكن استعمال علقة بل

𝜆 =
0.3164

𝑅𝑒0.25
2100        من أجل:               < 𝑅𝑒 < 105 

 
ي و ه و ذلك من أجل الأنابيب الملساء و الغير ملساء استعمال علقة كولبروكيمكن كما 

 كالآتي:تقريبا مقبولة على كامل مجال الاضطراب حيث تعطى  
ِ

1

√𝜆
= −2 𝑙𝑜𝑔10 [

(
𝜀

𝐷
)

3.7
+

2.51

𝑅𝑒∙√𝜆
𝑅𝑒        من أجل:      [ > 4000 

 
 .(1.5الشكل )ح في هو موضّ  الأنبوب كما ط لخشونة جداريمثل البعد المتوسّ  𝜀حيث 
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 بالقطر الهيدروليكي 𝐷إذا كان مقطع الأنبوب غير دائري، يتمّ تعويض قطر الأنبوب  ملاحظة:

𝐷ℎ :الذي يعطى كالآتي 
𝐷ℎ =

4 𝑆

𝑃
 

 ل المحيط.يمثّ  𝑃 ل مساحة المقطع وتمثّ  𝑆حيث 
 الذي (Moody)ط مودي استعمال المنحنيات البيانية مثل مخطّ  𝜆لتحديد قيمة كما يمكن 
 (.2.5ح في الشكل )هو موضّ 

 
 
 

 (: مخطط مودي2.5شكل )

 𝜀البعد المتوسّط لخشونة جدار الأنبوب  (:1.5شكل )
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ِمثال:
𝜌كتلته الحجمية نعتبر سائل   = 860 𝑘𝑔/𝑚3   ه عبر أنبوب أفقي قطره خ  ضَ  يتم𝐷 = 5𝑐𝑚 

𝑞𝑣 ق حجمي قدرهفّ دبت 300𝑚 و طوله = 1.2 𝑙/𝑠، الجريان داخل الأنبوب  أنّ  نعتبر كما
𝑝𝑡∆ ي لهذا الجريان هوحنة الخطّ رقائقي و أنّ فاقد الشّ  = 2.06 ∙ 10

5 𝑃𝑎 .هو المطلوب 
 .المستعمل ائلللسّ يناميكية زوجة الدّ حساب معامل اللّ 

ِالحل:
ق الحجمي و ذلك باستعمال عبارة التدفّ  𝑉ائل داخل الأنبوب طة للسّ رعة المتوسّ نحسب أوّلا السّ 

 التي تعطى كالآتي:
𝑞𝑣 = 𝑉 ∙ 𝑆 

 تمثل مساحة مقطع الأنبوب و هي تعطى كالآتي: 𝑆حيث 

𝑆 = 𝜋
𝐷2

4
 

 و منه نجد:
𝑉 =

𝑞𝑣

(𝜋
𝐷2

4 )
 

 تطبيق عددي:
 

𝑉 =
1.2 ∙ 10−3

(3.14
(0.05)2

4 )
 

𝑉  و منه: = 0.61 𝑚/𝑠 
 

 ي:حنة الخطّ لدينا كذلك من عبارة فاقد الشّ 
∆𝑝𝑡 =

1

2
𝜌𝑉2 ∙  𝜆 

𝐿

𝐷
 

 و ذلك كالآتي: 𝜆ي حنة الخطّ معامل فاقد الشّ ومنه يمكننا حساب 
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𝜆 =
∆𝑝𝑡

(
1
2
𝜌𝑉2 ∙  

𝐿
𝐷)

 

 تطبيق عددي:

𝜆 =
2.06 ∙ 105

[
1
2
(860)(0.61)2 ∙  

300
0.05

]
 

𝜆  و منه: ≈ 0.22 

 
 :و بما أنّ الجريان رقائقي إذن

𝜆 =
64

𝑅𝑒
 

 يمكننا حساب رقم رينولدز و ذلك كالآتي: و منه
𝑅𝑒 =

64

𝜆
 

 تطبيق عددي:
𝑅𝑒 =

64

0.22
 

𝑅𝑒 و منه: ≈ 290.91 

 أخرى لدينا: و من جهة
𝑅𝑒 =

𝜌 𝑉 𝐷

𝜇
 

 يمثل معامل اللزوجة الديناميكية و بالتالي يمكن حسابه كالآتي: 𝜇حيث 

𝜇 =
𝜌 𝑉 𝐷

𝑅𝑒
 

 تطبيق عددي:

𝜇 =
(860) (0.61) (0.05)

290.91
 

𝜇  هي: المستعمل ائلللسّ يناميكية زوجة الدّ معامل اللّ و منه فإنّ قيمة  ≈ 0.09 
𝑘𝑔

𝑚 𝑠
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 انويحنةِالثِ فاقدِالشِ .3.5ِ
ة في مقطع ات الفجائيهو ناتج عن حواد  الجريان مثل التغيرّ أو الفردي انوي حنة الثّ إنّ فاقد الشّ 

فاقد إنّ هذه الحواد  التي تقع للجريان تمثل مصدر ل اتّجاه الأنبوب ...، و كذلك مثل تغيّر  نبوبالأ
 انوي الذي يمكن حسابه كالآتي:حنة الثّ الشّ 

∆𝑝𝑡 =
1

2
𝜌𝑉2 ∙ 𝐾 

أو  يا  تحليلأو  يمكن الحصول عليها تجريبيا    𝐾قيم  عمليا   انوي.حنة الثّ ى معامل فاقد الشّ يسمّ  𝐾حيث 
 بالمحاكاة العددية.

ِ:(1)ِمثال
اتج عن توسيع مفاج  النّ  𝐾انوي حنة الثّ حساب معامل فاقد الشّ جربة من معطيات التّ  هنا انطلقا  نريد 

ρالحجمية  الماء ذو الكتلةينقل  أسطواني في مقطع أنبوب = 1000𝑘𝑔/𝑚3  ّق حجمي و ذلك بتدف
𝑞𝑣 قدره = 0.5 𝑚

3/𝑠 .قطر الأنبوب بحيث قبل الاتّساع كان نصف 𝑅1 = 20𝑐𝑚  و بعد الاتّساع
𝑅2 أصبح نصف قطر الأنبوب = 40𝑐𝑚   . مقطعي الأنبوب ، (3.5في الشكل )تّم توضيحه كما

  زومتريينـوبين البيــــــاء بين الأنبــــــــــوى المـــــــرق في مستــــــــــــالف كان  ثـــــ، حيبأنبوبين بيزومتريينين ـــــــــموصول
ℎ∆هو  = 0.4 𝑚 𝐶. 𝐸.. 

ِ
ِ

 

 (3.5شكل )
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 نبوب نجد:باستخدام معادلة برنولي المعمّمة بين مقطعي الأ

𝑝1 + 𝜌 𝑔 𝑦1 +
1

2
𝜌𝑉1

2 = 𝑝2 + 𝜌 𝑔 𝑦2 +
1

2
𝜌𝑉2

2 + ∆𝑝𝑡 

𝑝𝑡∆ و هو يساوي الشحنة الثانوي يمثل فاقد 𝑝𝑡∆حيث  =
1

2
𝜌𝑉1

2 ∙ 𝐾  باعتبار أنّ  و 𝑦1 = 𝑦2 ،
 :انوي كالآتيحنة الثّ عبارة معامل فاقد الشّ  حسابيمكن  إذن

𝐾 =
(𝑝1 − 𝑝2) +

1
2
𝜌(𝑉1

2 − 𝑉2
2)

1
2
𝜌𝑉1

2
 

 

𝑝1) غطيمكن حساب الفرق في الضّ حيث  − 𝑝2)  من خلل الفرق في مستوى الماء بين الأنبوبين
)الفصل  للنضغاطاكنة و الغير قابلة العبارة الأساسية للموائع السّ باستعمال ذلك و  ℎ∆البيزومتريين 

 كالآتي:  ل(الأوّ 
𝑝1 = 𝑝𝑎𝑡𝑚 + 𝜌 𝑔 ℎ1 
𝑝2 = 𝑝𝑎𝑡𝑚 + 𝜌 𝑔 ℎ2 

 و منه نجد:
𝑝1 − 𝑝2 = 𝜌 𝑔(ℎ1 − ℎ2) = −𝜌 𝑔 ∆ℎ 

    تطبيق عددي:
𝑝1 − 𝑝2 = −(1000)(9.81)(0.4) = −3924 𝑃𝑎 

 ق حيث:من عبارة التدفّ  انطلقا   𝑉2 و 𝑉1 رعةو كذلك يمكن حساب السّ 

𝑉1 =
𝑞𝑣

𝑆1
=

𝑞𝑣

𝜋 𝑅1
𝑉2          و          2 =

𝑞𝑣

𝑆2
=

𝑞𝑣

𝜋 𝑅2
2  

 تطبيق عددي:

𝑉1 =
0.5

3.14 (0.2)2
= 3.98 𝑚/𝑠 و     𝑉2 =

0.5

3.14 (0.4)2
= 1 𝑚/𝑠 
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 :يكونانوي حنة الثّ فاقد الشّ عويض في عبارة بالتّ 

𝐾 =
−3924 +

1
2
(1000)[(3.98)2 − (1)2]

1
2
(1000)(3.98)2

 

𝐾 و منه نجد: = 0.44 

ِ
 :(2)ِمثال

فاج  في مقطع الأنبوب  ماتج عن توسيع النّ  𝐾 انويحنة الثّ معامل فاقد الشّ  عبارة تحليليا  إيجاد نريد هنا 
نعتبر أنّ هذا الأنبوب  .الحركةية كمّ انحفاظ  نظرية باستعمال و ذلك ( 5.4ح في الشكل )كما هو موضّ 

 𝑉1و سرعة الجريان  𝑆1بحيث قبل الاتّساع كانت مساحة مقطع الأنبوب  ،ρينقل مائع كتلته الحجمية 
ق الكتلي للمائع التدفّ  𝑞𝑚 و ليكن .𝑉2و سرعة الجريان  𝑆2بعد الاتّساع أصبح نصف قطر الأنبوب و 

الضغط بعد اتّساع الأنبوب. نعتبر الجريان  𝑝2 الأنبوب و غط قبل اتّساعالضّ  𝑝1الذي بداخله و ليكن 
 .الحجمدائم كما نهمل قوى 

 

 
 

 

شك ل لأنبوب التيّار سبة لحجم المراقبة المبالنّ  كمّية الحركةانحفاظ  نظرية  بتطبيقبما أنّ الجريان دائم، إذن 
 لدينا:يكون  )الخطوط المتقطعّة( ح في الشكلالموضّ 

 (4.5شكل )
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∬ 𝜌 �⃗� (�⃗�  �⃗� )𝑑𝑆
𝑆

=∑𝐹 𝑒𝑥𝑡 

 نجد:ه منو 

∬ 𝜌 �⃗� 1(�⃗� 1 �⃗� 1)𝑑𝑆𝑆1
+∬ 𝜌 �⃗� 2(�⃗� 2 �⃗� 2)𝑑𝑆𝑆2

+∬ 𝜌 �⃗� 𝐿(�⃗� 𝐿 �⃗� 𝐿)𝑑𝑆𝑆𝐿
= �⃗� + �⃗�   

 طح الجانبي لأنبوب التيار.تمثل مساحة السّ  𝑆𝐿و  ل قوى الحجمتمثّ   �⃗�طح، ل قوى السّ تمثّ   �⃗� حيث:

                       يكون: و منه

−𝑞𝑚�⃗� 1 + 𝑞𝑚�⃗� 2 + 0 = �⃗� + �⃗�  
 نجد: 𝑥إسقاط هذه العلقة على المحور بما أنّ قوى الحجم مهملة، إذن ب

−𝑞𝑚𝑉1 + 𝑞𝑚𝑉2 + 0 = 𝑝1 𝑆1 − 𝑝2 𝑆2 + 𝑝1 (𝑆2 − 𝑆1) 
 و منه:                          

𝑞𝑚(𝑉2−𝑉1) = 𝑆2(𝑝1 − 𝑝2) 
𝑞𝑚و لدينا   = 𝜌 𝑉1 𝑆1 = 𝜌 𝑉2 𝑆2 ،:إذن 

𝜌 𝑉2 𝑆2 (𝑉2−𝑉1) = 𝑆2(𝑝1 − 𝑝2) 
 أي أنّ:

𝑝1 − 𝑝2 = 𝜌 𝑉2(𝑉2−𝑉1) 
 

 معادلة برنولي المعمّمة:و من جهة أخرى، لدينا حسب 

𝑝1 + 𝜌 𝑔 𝑦1 +
1

2
𝜌𝑉1

2 = 𝑝2 + 𝜌 𝑔 𝑦2 +
1

2
𝜌𝑉2

2 + ∆𝑝𝑡 

𝑝𝑡∆ و هو يساوي انويحنة الثّ الشّ  يمثل فاقد 𝑝𝑡∆حيث  =
1

2
𝜌𝑉1

2 ∙ 𝐾  باعتبار أنّ  و 𝑦1 = 𝑦2 ،
 :انوي كالآتيحنة الثّ يمكن حساب عبارة معامل فاقد الشّ  إذن



 

 
-86- 

 

ع.ِاللبيِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِِدروسِفيِميكانيكِالموائع  

𝐾 =
(𝑝1 − 𝑝2) +

1
2
𝜌(𝑉1

2 − 𝑉2
2)

1
2
𝜌𝑉1

2
 

𝑝1) غطلفرق في الضّ بتعويض عبارة ا − 𝑝2)  انوي حنة الثّ الشّ  فاقدفي عبارة𝐾 :نجد 

𝐾 =
𝜌 𝑉2(𝑉2−𝑉1) +

1
2
𝜌(𝑉1

2 − 𝑉2
2)

1
2
𝜌𝑉1

2
 

  بسيط نجد:بعد التّ 

𝐾 =

1
2
𝜌(𝑉1 − 𝑉2)

2

1
2
𝜌𝑉1

2
 

  نكتب كذلك: يمكن أن و

𝐾 = (1 −
𝑉2
𝑉1
)
2

 

 :من جهة أخرى و لدينا
𝑉1 𝑆1 = 𝑉2 𝑆2 

 أي أنّ:
𝑉2
𝑉1
=
𝑆1
𝑆2

 

 نجد: 𝐾في عبارة عويض بالتّ 

𝐾 = (1 −
𝑆1
𝑆2
)
2
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