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الفصل الثالث 

   وظسية المتىسط                                    3.

.   شعبعٍٛٛ زمٛمٍٛٛ ٌ  فؼبءK = R ٔ ،  Eٔ F٘فٙ ْزا انفظم َعزجش 

 : وظسية التصايدات المىتهية  1.3

. َزكش فًٛب ٚهٙ َظشٚخ انزضاٚذاد انًُزٓٛخ ثبنُسجخ نذانخ عذدٚخ راد يزغٛش زمٛمٙ :    تركيس 1.1.3

 ، [a,b] ، يسزًشح عهٗ  Rَسٕ   R فٙ [a,b]  رطجٛك يٍ انًزشاص fارا كبٌ :   1 الىظسية       

 : زٛث]a,b[ يٍ c ، فبَّ ٕٚخذ عهٗ الالم َمطخ ]a,b[ٔلبثهخ نلاشزمبق عهٗ 

      f(b) – f(a) = (b-a) f (c) 

 ْزِ انُزٛدخ رعًى ثبنُسجخ نذانخ عذدٚخ راد يزغٛش شعبعٙ ٔلجم اعطبء ْزِ انزعًٛى ، َذسج ثعغ 

. انزعبسٚف

  : تعازيف 2.1.3

. E عُظشٍٚ يٍ a ٔ b فؼبء شعبعٙ ، Eنٛكٍ - 1    

  انزٙ [a,b] ( ]a,b[ )ث   ، انًدًٕعخ انًشيض نٓب a ٔ bؽشفٛٓب  (يفزٕزخ)     َسًٙ لطعخ يغهمخ 

 .  ( ]0,1[ ) [0,1] ٚزغٛش فٙ t  زٛث a+tb(t-1) ٔعهٗ انشكم Eعُبطشْب يٍ 

 . [a,b]  فبَّ ٚشًم انمطعخ a ٔ b يسذة ارا كبٌ كهًب شًم عُظشٍٚ Eَمٕل اٌ خضء يٍ - 2     

:     امثلة

.  يسذةE يسذة، ٔكم فؼبإ خضئٙ يٍ E فؼبء شعبعٙ ، كم لطعخ يٍ  Eارا كبٌ  -1

يسذثخ ، رمبؽع انكشاد غٛش يُفظهخ ،  (انًغهمخ أ انًفزٕزخ)انكشاد .  ف ، ش ، ٌ Eارا كبٌ  -2

 .ارسبد كشاد نٛس دائًب يسذثب .  يدًٕعخ يسذثخ نكٍ سطٕذ انكشاد نٛسذ يسذثخ 
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 (بالىسبة لدوال ذات متغيسات شعاعية) : وظسية التصايدات المىتهية 3.1.3

Rه  يفزٕذ ) U يٍ f قنٛكٍ انزطجٙ : الىظسية   
n

 . U َمطزٍٛ يٍ R ، a ٔ bَسٕ  ( 

 ، فبَّ ٕٚخذ [a,b] لبثهخ نهًفبػهخ عُذ كم َمطخ  يٍ f ٔارا كبَذ U يسزٕاح فٙ [a,b]  ارا كبَذ انمطعخ 

c]a,b[ زٛث   :

                           (1)                                          

  :  ٚسمك ]0,1 [ ، ٕٚخذ b = a+hٕٚػع :   أ اٚؼب 

                           (2)             

                                                                                                                                                                                                                                                    

  . 1.1.3  َزسظم عهٗ انُظشٚخ انًٕخٕدح فٙ انفمشح n=1َلازظ اَّ ارا كبٌ 

Rثبخز عجبسح رفبػهٛخ دانخ عذدٚخ يعشفخ عهٗ يفزٕذ يٍ 
n

:  ركزجبٌ كًب ٚهٙ(2) ٔ (1)  فبٌ انظٛغزٍٛ 

             

 

 

 

 

: ث  انًعشفخ   Fلإثجبد ْزِ انُظشٚخ ، َعزجش انذانخ  : البسهان

                                 F : [0,1] R R 

                                       t   f(a+t(b-a))    

:   رآنفٙ فٕٓ لبثم نلاشزمبق ٔ t   f(a+t(b-a))ثًب اٌ انزطجٛك 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f(b) = f(a) + Df(c) (b-a) 

f(a+h) = f(a) + Df(a+ h)(h) 

f(b) = f(a) +   (bi – ai)              (c)                
       n 

     i=1 

f 

xi 

f(a+h) = f(a) +   hi            (a +  h) 
 n 

   i=1 

f 

xi 

 :                          أٔ 

  t[0,1]     F (t) =   f

x




   (a+t(b-a)(bi-ai))        

n 

  i=1 
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َسزطٛع رطجٛك َظشٚخ انزضاٚذاد انًُزٓٛخ ثبنُسجخ  . [0,1]  لبثهخ نهًفبػهخ عهٗ Fاٌ  (انزشكٛت)َسزُزح 

: نذٔال عذدٚخ راد يزغٛش زمٛمٙ َٔدذ  

]0,1[        F(1) = F(0) + F (o) 

       c]a,b[ :     f(b) = f(a) +              (c)(bi – ci)                          ٘أ  

( 1)، يًكٍ اٌ رظجر انظٛغخ  ( 10ثعذ )ف ، ش ، ٌ   ث  Rارا عٕػُب فٙ انُظشٚخ انسبثمخ :  ملاحظة

: خبؽئخ كًب ٚجُّٛ انًثبل انًؼبد انزبنٙ 

fn : R  R:                      مثال
2  

 

                   x  (x
n 
, x

n+1
)  

 . nْٔزا ثبنُسجخ نكم    (1) لا رسمك انظٛغخ fn  ، انذانخ [1,1-] = [a,b]   يٍ اخم 

. ٔنٓزا فًٛب ٚهٙ سزعًى َظشٚخ انزضاٚذاد انًُزٓٛخ ثبنُسجخ نذٔال شعبعٛخ 

 :    وظسية المتىسط  2.3

   :وظسية زئيسية   2.2.3   

 رطجٛك f  ٔ  َسٕ [a,b]  رطجٛك يسزًش يٍ f ف ، ش ، ٌ   ٔ R ، F  يدبل يزشاص يٍ [a,b]نٛكٍ 

 .  R  َسٕ[a,b]يسزًش يٍ 

 f (x)..…(1) رسممبٌ  f (x) ٔ   (x) ٚمجلاٌ يشزمزٍٛ a,b[  f  ٔ g[ يٍ xَفشع اَّ يٍ اخم كم 

: فبَّ نذُٚب 

f(b) – f(a)  (b) - (a)……(2) 

  F = R:  َثجذ ألا انسبنخ انخبطخ :  انجشْبٌ

:  كٛفٙ 0َثجذ  

    x[a,b[  ,  f (x)  (x) -              ٌثًب ا 

 (x) + h……(3)  x[a,b]   ,    h0  f(x+h) – f(x)  (x+h) -           فبَّ     

 

 

 

 

 

 

 

   n 

  i=1 

f 

xi 



 37 

: َعزجش انًدًٕعخ 

              E  = {x[a,b]  /  f(x) – f(a)    (x) - (a) + (x-a)} 

 c E ، َفشع اٌٜ اٌ caنذُٚب  (3) يٍ  c = Sup E ، نٛكٍ  aE  لاٌ  E    َلازظ اٌ  

 (c) - (a) + (c-a)               f(c) - f(a):أ٘

:   ثسٛث 0 يسزًشٍٚ فبَّ ٕٚخذ f ٔ ٔثًب اٌ 

               x[c- , c] : f(x) – f(a)  (x) - (a) + (x-a) 

 cE E   ٔيُّ  c = Sup E        ْٔزا رُبلض يع  

:   ٔc+h[a,b]:   ثسٛث h > 0(  3)  ، ٕٚخذ ارٌ زست انعلالخ ]c[a,b  فبٌ  c < bٔثفشع اٌ 

           f(-h) – f(c)  (c+h) - (c) +  h 

      f(c+h) – f(a)    f(c+h) – f(c)  +  f(c) – f(a)  

                               (c+h) - (c) + h + (c) - (a) +  (c-a) 

                               (c+h) - (a) + (c+h-a) 

 َدذ َزٛدخ 0  ٚئٔل انٗ  ٔٚدعم  c = b  ٔيُّ   c Sup E  =  خلافب نهًسبٔاح c+h E     أ٘ 

. انُظشٚخ 

: َثجذ اٌ  (2)ٔفٙ انسبنخ انعبيخ ثذلا يٍ اثجبد  

 0 , x[a,b]  f(x) – f(a)  (x) - (a) + (x-a) +  ………..(4) 

: يٍ اخم ْزا َعزجش انًدًٕعخ 

     U = {x[a,b] / f(x) – f(a)  (x) - (a) + (x-a) + } 

:       ثى َؼع 

      g(x) = f(x) – f(a) - (x) - (a) - (x-a) -  
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:   َلازظ اٌ  

U = {x[a,b] / g(x)  0} 

.  يفزٕذ U  يسزًشح فبٌ gثًب اٌ 

       Uَفشع اٌٜ اٌ  

xU  ,  x  a      c = inf   U 

:  ٚسمك يب ٚهٙ  c 

     c > a ٔ  c U ( ٌلاUيفزٕذ )    ٔc < b  ( ٔالاU={b}ٔثبنزبنٙ فٕٓ غٛش يفزٕذ )   

  f (c)  (c)أ٘    (1)  فبَّ ٚسمك انًزجبُٚخ a < c < b  ٔثًب اٌ  

:   زٛث (n > 0)يع   c x  c+n    ٔعهّٛ ٕٚخذ  يدبل  

                         f (c)                

                                                 (c)                      +                         ٔ  

: رئد٘ انٗ    (3)ْبرٍٛ انًزجبُٚزٍٛ ٔانًزجبُٚخ 

                            f(x) – f(c)     (x) - (c) + (x-c) ……………(5) 

:   أcU٘   ٔنكٍ  ساُٚب اٌ                       

                        f(c) – f(x)     (c) - (a)  + (c-a) +   ……………….(6) 

:    نذُٚب  x  c+n c   َسزُزح اَّ  يٍ اخم كم  (6)ٔ  (5)  يٍ 

                                       f(x) - f(a)     f(x) – f(c)  + f(c) – f(a)  

                                                              (x) - (a) +  (x-a) +   

  ٔيُّ c+n  اكجش أ ٚسبٔ٘  Uه    ٔيُّ انسذ الادَٗ  c  x  c+nيسممخ يٍ اخم كم    (4)       أ٘ 

. انزُبلض

 

 

 

 

 

 

 

 

f(x) – f(c) 

    x-c 

(x) - (c) 

  x-c 

  

 2 
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:   ٔ]a,b[  يسزًشح ٔلبثهخ نلاشزمبق عهٗ f :[a,b]Fارا كبَذ       : لاشمة  3.2.3

                                     kR+ f (x)      k            x]a,b[ 

       f(b) – f(a)  k(b-a)  فبٌ  

: ٔثظفخ عبيخ

 x1,x2  ]a,b[ f(x2) – f(x1)  k(x2-x1) 

:   أ(x)=k٘  ٔعهّٛ  (x) = kxَسزعًم انُظشٚخ انسبثمخ ٔرنك ثؤخز  :  البسهان

 

 x]a,b[   f (x)  g (x) 

                          k 

  kb - ka   f(b) – f(a) :   فبٌ 

          k(b-a)     

  x2 = b  ٔ  x1 = a   ٔثظفخ عبيخ َبخز  

 : وظسية التصايدات المىتهية  4.2.3

    U ٍيفزٕذ يسذة ي E          f : UF لبثهخ نهًفبػهخ ٔرسمك   :

          xU       Df(x)  k    /   kR+  

: ارٌ 

             

.   ثبثذ نٛشٛزضU ٔ k  نٛجشٛزضٚخ  عهٗ  fَمٕل اٌ  (*) رسمك انعلالخ fارا كبَذ :  ملاحظة

: يٍ اخم انجشْبٌ عهٗ ْزِ انُظشٚخ َسزبج انٗ انخبطٛخ انزبنٛخ

-f(b) – f(a)    b-a  Sup   Df [(1  لبثهخ نهًفبػهخ ارٌ f : UFنزكٍ   :   1خاصية

t)a+tb] 

 

 

 

 

 

 

 x1,x2  U      f(x2) – f(x1)  k   x2-x1 ...............(*) 

   t[0,1] 
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  : h(t) = f((1-t)a+tb)َسزعًم انلاصيخ َٔعزجش : البسهان

                                                 h : [0,1]  U  F 

                                                 t   (1-t)a+tb  f((1-t)a+tb) 

        h   ٔ رشكٛت رطجٛمٍٛ لبثهٍٛ نلاشزمبق ٔيُّ فٓس لبثهخ نلاشزمبق ْٙ: 

                    Dh(t) = Df ((1-t)a+tb)(b-a) 

 Df((1-t)a+tb)  Df((1-t)a+tb) 

 b-a   Sup   Df((1-t)a+tb) 

 

           k = b-a  Sup  Df((1-t)a+tb)                  ٕٚػع 

    h ُّرسمك ششٔؽ انلاصيخ ٔي                    :h(1)-h(0)  k(0,1) 

 f(b) – f(a)  k  َزسظم عهٗ  h(0) = f(a)  ٔ  h(1) = h(b)ٔثًب اٌ  

 f(b)-f(a)  b-a  Sup  Df((1-t)a+tb)  ٔيُّ       

 : 1 بسهان وظسية

  U [x1,x2] يسذة فبٌ  U  ٔثًب اٌ U  عُظشٍٚ يٍ x1 ٔ  x2:     ثبسزعًبل انخبطٛخ انسبثمخ 

  f(x2) – f(x1)  x2-x1  sup  Df((1-t)a+tb)  

 Df(x) = 0  x  U    أ٘ k = 0 ارا يبَذ 1رسذ فشػٛبد انُظشٚخ  :  2 لاشمة  

 . U  ثبثزخ عهٗ fفبٌ  

:   فبk = 0ٌفعلا ارا كبَذ  :    البسهان

                              x1,x2  U        f(x2) – f(x1)  0 

 f(x2) – f(x1) = 0 

 f(x2) = f(x1) 

 U ثبثزخ عهٗ fٔيُّ 

 

 

 

 

 

    t[0,1] 

       t[0,1] 

   t[0,1] 
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 : تمازيه  3.3

  ]a,b[  ٔلبثهخ نلاشزمبق عهٗ R  يٍ [a,b] دانخ عذدٚخ يعشفخ يسزًشح عهٗ انًدبل  fنزكٍ  :  1التمسيه 

:   زٛث 

  f(b) – f(a)   (b-a)اثجذ اٌ   -1

 x0 ٚئٔل انٗ x عُذيب f (x)ه    َمطخ لاطمخ  ]a,b[ عُظش يٍ f (x0) ،  x0اثجذ اٌ انًشزمخ   -2

 .   1ثٍٛ اٌ ْزِ انُزٛدخ نٛسذ طسٛسخ ثبنُسجخ نذانخ شعبعٛخ فٙ ف ش ٌ رٔ ثعذ   -3

:   يع f = (f1,f2)            َبخز  

     f1(0) = 0   ، x  0 /         f1(x) = x
2
  sin         

                                             

        f2(0) = 0  ،  x  0           /  f2(x) = x
2
  cos   

R يفزٕذ يٍ U   نٛكٍ  :2التمسيه 
n

  ،  E  ٔ   ٌ ف ش f ٍرطجٛك ي  U َٕس E  يشزمبد خضئٛخ  

i=1,..,n ,        ) )   ٍٛيسذٔدح ثf ٗيسزًشح عه U . 

 

 U  رطجٛك لبثم نهًفبػهخ يٍ E ٔ f يفزٕذ يٍ U فؼبءٍٚ شعبعٍٛ َظًٍٛٛ E ، F    نٛكٍ  :3التمسيه 

 . Fَسٕ 

 Sup  Df(x)  k ، ثٍٛ ارٌ اٌ        U نٛجشٛزض٘ عهٗ – f    kَفشع اٌ   (1

  sup Df(x)  k:       َفشع اٌ   (2

  .U نٛجشٛزض٘ عهٗ كم يسذة يسزٕٖ فٙ – kf  ثٍٛ ارٌ اٌ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1 

 2 

 x 

 1 

  f 

 xi 

 xU 
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 : حل التمازيه  4.3

 : 1 حل التمسيه

 .نذُٚب َظشٚخ انزضاٚذاد انًُزٓٛخ  (1

                                   =  f (c)      /    c  ]a,b[    

 = f (c)  :                                            ٔعهّٛ 

                                                       f(b)-f(a)     (b-a)                             ٔ 

 َفشع اٌ  . ( [a,b]،  يسزًشح عهٗ ]a,b[ لبثهخ نلاشزمبق عهٗ  f) َسزعًم اسزذلال ثبنخهف  (2

 f (x0) ه   نٛسذ َمطخ لاطمخf (x) عُذيب  x ٗٚئٔل ان x0 .   ٕٚخذ 0  ٔ  n  0 زٛث يٍ اخم 

x-x0  n  نذُٚب  f (x) – f (x0)    فبرٌ  ٕٚػع   g(x) = f(x) – (x-x0) f (x0) َدذ  

g(x) = f (x) – f (x0) ٙٔثبنزبن    :g(x) =   يٍ اخم  x-x0  n  

  x-x0  n  يٍ اخم   g(x) – g(x0)  x-x0ارٌ  

 .  x-x0  n   يٍ اخم f(x) – f(x0) - f(x0)(x-x0)  x-x0أ٘  

 . x0 عُذ f  يشزمخ f (x0)      ْٔزا يب ُٚبلض  

  x  0نذُٚب يٍ اخم   (3

           f 1 (x) = 2x  sin         -  cos         

           

           f2 (x) = 2x cos         +  sin          

Rَضٔد 
2

:   ثبنُظٛى الالهٛذ٘ ، َدذ ارٌ 

         f (x)
2
  = f1(x)2  = 1+4x

2
  1 

 :   ٔيٍ خٓخ اخشٖ 

        F1(0) =   lim   x   sin          = 0 

   

        F2(0) =  lim  x  cos           =  0 

 

 

 

 

 

   f(b)-f(a) 

      b-a 
f(b)-f(a) 

       b-a 

  1 

  x   x 

  1 

  1 

  x 

  1 

  x 

  1 

  x x  0 

 x  0 

  1 

  x   x  0 

   x  0 
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f (0):     ٔيُّ 
2
 = 0 

  f (0)  رجمٗ خبسج انذائشح راد انًشكض x  0   f (x)لاٌ يٍ اخم  َمطخ يعضٔنخf (0)  ٔعهّٛ 

 . 1َٔظف انمطش 

 : 2حل التمسيه 

 : U يسزًشح عٍ كم َمطخ يٍ fَثجذ اٌ 

  ثؼع  i = 1,..,nثًب اٌ           يسذٔدح يٍ اخم  

              M =  max           sup    
i

f

x




 

                                                      

 ، aيفزٕزخ راد يشكض  ( maxثبنُسجخ نهُظٛى  )  كشح U ٔ B  يُجذ فٙ a = (a1,….,an)       نٛكٍ 

 .( يفزٕذU )Uيسزٕاح فٙ 

  ٔ  X1=a  ،  Xn+1=x  َؼع  B  عُظش كٛفٙ يٍ x = (x1,…,xn)يٍ خٓخ اخشٖ نٛكٍ  

Xk(x1,…,xk-1,ak,….,an) ٍيسزٕاح ي   B ٌلا   :

   Xk-a =  max        xi-ai  x-a      ,          k = 2,……,n-1 

:         نذُٚب 

   f(x)-f(a) =    [ f(Xk+1) – f(Xk) ]                            (*) 

:       َظشٚخ انًزٕسؾ رسًر نُب ثكزبثخ 

     f(Xk+1) – f(Xk)     sup             Dk f(t)  xk - ak  Mxk - ak      (**) 

: َزسظم عهٗ  (**)ٔ  (*)ثبسزعًبل انعلالزٍٛ 

                  f(x) – f(a)  M   xk - ak  =  M  x-a 

   lim  f(x) = f(a):                                 ٔعهّٛ 

  .U يٍ a  عُذ كم َمطخ fْٔزا يب ٕٚػر اسزًشاسٚخ  

 

 

 

 

 

  f 

 xi 

x  n 

    x  U 

  

t[Xk + 1 ,Xk] 

 2 i  k-1 

    n 

      k=1 

x  a 

    n 

     k=1 
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 : 3  حل التمسيه 

 . U يثجذ فٙ aنٛكٍ  (1

:  فبَّ Uنٛشٛزضٚخ عهٗ  -  f  kارا كبَذ 

:  طغٛش كفبٚخ t       يٍ اخم كم 

                                         

 

:   ،  َزسظم عهٗ fٔرفبػهٛخ  (*) ثبسزعًبل انًزجبُٚخ 

           Lim  
( ) ( )f x f x ty

t

 
  ky                     y  E 

:     أ اٚؼب 

 

 

 Df(x)  k:         رسزهضو  (**)    ،  انعلالخ Df(x)  L(E,F)ٔثًب اٌ   

   Df(x)  k  sup:                               ٔيُّ

 : U يسذة يسزٕٖ فٙ Dنٛكٍ  (2

:   ، َظشٚخ انًزٕسؾ رسًر نُب ثكزبثخ  D [x,y] ، نذُٚب  D فٙ x ٔ yيٍ اخم 

                     f(x) – f(y)   sup      Df(t) , x-y  kx-y 

:  ، نذُٚب U  يسزٕٖ فٙ D  ٔعهّٛ يٍ اخم كم يسذة 

f(x)-f(y)  kx-y            (x,y)  D
2
 

f(x) – f(x+ty)  kty                  y  E (*) 

              (y)    =   Df(x)(y)  ky        y  E   f 

  x 

  x  U 

    t  [x,y] 


