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 انفصم الأول

 تذكيز ببنفضبءاث انشعبعيت انىظيميت. 1

 :فضبءاث شعبعيت وظيميت  1.1-

 :تعزيف انىظيم  1.1.1

 (  أٔ ًٚثمK)  K   فعبء شؼبػٙ ػهٗ اندضى Eنٛكٍ       

  َسEٕ  يٍ N  كم حطبٛك Eَضًٙ َظٛى ػهٗ 


 انز٘ ٚسمك انششٔغ انخبنٛت   :

      (C1)  N(x) = 0, x= 0E 

     (C2)   N(α x) = |α| N(x)       x  E      α  K 

     (C3)   N(x+y)  N(x) +N( y)         (x ,y)  E
2
  

   x  َظٛى انؼُصشN(x)      ٚضًٗ

 : تعزيف فضبء شعبعي وظيمي   2.1.1    

 . E ػهٗ N ٔانُظٛى Eانًكَٕت يٍ انفعبء انشؼبػٙ  N(  E ), َضًٙ فعبء شؼبػٙ َظًٛٙ انثُبئٛت

:     ملاحظت

 E يٍ x  ٚشيز انٗ َظٛى انؼُصش|| x ||:  فٙ كم يب ٚهٙ -1

. ٌ انز٘ ٚمصذ بّ انفعبء انشؼبػٙ انُظًٛٙ . ط.   فEنخبضٛػ انكخببت َضخؼًم الاخخصبس  -2

 

:   خىاص 3.1.1

       : 1انخبصيت 

      

 :ٔيُّ انخبصٛت

       

 

 

 

 

 

 

N (-x) = N (-1x) = |-1|  N(x) = N(x) 

 x  E       N (-x) = N(x) 
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: 2انخبصيت 

      0 = N (x-x)  N (x) +N (-x) = 2N (x) 

       x  E   : N (x)  0 

 

 :أمثهت  4.1.1  

 زبنت ) أٔ انطٕٚهت (  = K زبنت) َضخُخح يٍ خٕاص انمًٛت انًطهمت K = Eارا كبٌ  -1  =K ) ٌأ :

         → K : N  

                        x→ | x| 

 K َظٛى ػهٗ                    

 :بؼذة َظى ٔانُظى انًأنٕفت انخٙ ٚزٔد بٓب ْٙ  nًٚكٍ حزٔٚذ انمعبء انشؼبػٙ  -2

∞N   :  x||x|| ∞   = max |xi| 

   1 i n 

 N2 : x ||x|| 2  = (


n

i 1

 xi
2
 )       

 N1 : x  ||x||1 =   


n

i 1

 xi  

 n          x =   (  x1 ,…………., xn )  زٛث           

:  تعزيف وظم متكبفئت 5.1.1  

. E  انًؼشفبٌ ػهٗ َفش انفعبء انشؼبػٙ  N1 ٔ N2نٛكٍ انُظًٛبٌ   

    ٔ   يخكبفئٍٛ ارا ٔخذ ػذداٌ زمٛمٛبٌ يٕخببٌ حًبيب  N1 ٔ N2 َمٕل أٌ 

  x  E         N1(x)  N2 (x)   N1(x) :               زٛث 

     

: n  تعزيف انمسبفت الاقهيديت عهى   1.1.6

: انذانت                      َضًٙ انًضبفت الالهٛذٚت ػهٗ
n n    d :   

                                          (x,y)  d(n,y)           

 

 

 

2/1  
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 : بانًؼشف 

  d (x,y) =  
1

n

k

    ( xk – yk )      
 

                                                     x= (x1,……….,xn)                                                      زٛث     

   ٔy= (y1,………,yn) 

ٔزضب ْزا .   نٓزا حضًٗ انًضبفت الالهٛذٚت2ٔ3 فٙ ةانًضبفت انًأنٕف n ْزِ انًضبفت حؼًى ػهٗ 

. kكبٛش يٍ أخم كم  xk - yk  ْٙ أكبش كهًب كبٌ انفشق x ٔ yانخؼشٚف انًضبفت بٍٛ  

:   dخىاص انمسبفت 7.1.1   

        1) d(x,y)  0   .   x,y  n  

2) d(x,y) = 0  , x=y 

3) d( y,x) = d(x,y)             x,y  n   

4) d( x, y) =   d(x,y)  ,      ,  x,y  n  

5) d(x,y)  d(x,z) + d(z,y)   ,    x,y,z   n   

6) d(x+z , y+z)  =  d (x,z)           x,y,z   n   

  انخٙ ٚؼخًذ (5)كم ْزِ انخٕاص حضخُخح بضٕٓنت يٍ انخؼشٚف يب ػذا انخبصٛت  :   ملاحظت

   (Chauchy – Schwartz)بشْبَٓب ػهٗ يخببُٚت كٕشٙ شفبسحز

 

  [ متببيىت كىشي شفبرتز]  : قضيت  8.1.1 

 :فبٌ   nػُصشٍٚ يa ٔ  bٍ  نٛكٍ 

 

  ak bk         a2
k                      b2

k  

 

 

 

 

 

 

 

2/1  

  n 

 

    k=1 

 

 

   

  k=1 

 

 

    n 
2/1  

      n 

 

   

    k=1 
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   يٍ انًخببُٚت انشٓٛشة : انبزهبن

  (a
k
 – b

k
 )

2
 = a

2
k + b

2
k – 2xk bk  0 

:  َضخُخح انًخببُٚت  

                                                 ak bk     a
2

k + b
2

k  

 

1  ب    ak     ٔ  bk  ب    akٔبخؼٕٚط 

k
b   :َدذ  

2 2 2 2

2

k k

k k

a b
a b

  
                         0   

        

0:    ٔ ببندًغ َدذ         
2 2 2 2

2

A B  
 

1

n

k k
k

a b


  

 

:                                   زٛث 

1
2

2

1

1
2

2

1

n

k
k

n

k
k

A a

B b





    
  

      





  

        

    

  :نهذانت  انصغشٖ ،  انمًٛت)   A 0 بفشض أٌ (
2 2 2 2

2

A B 



   ْٙ ػُذ ] + ,  0[ػهٗ      

انُمطت 
a

b
 = 

0
.     

 :       َدذ(   B  0بفشض أٚعب أٌ ( ٔػهّٛ 
2 2 2 2

0

2

A B
AB

  
 ak bk    

1

n

k

 انًخببُٚت ْٙٔ 

. انًزكٕسة

 k=1,2,……,n  يٍ أخم كم   ak bk=0 فئَٓب لا حذسج أٚت صؼٕبت لأَّ نذُٚب  A=0  ٔ  B=0أيب  زبنت 

 

 

 

 

2 
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  ) انمسمبة انمتببيىت انمثهثيت(  :5بزهبن انخبصيت 

d( x,y)   d(x,z) + d(z,y)                  x,y,z  n   

 : ْٕ َفضّ انبشْبٌ ػه5ٗ  انبشْبٌ ػهٗ انخبصٛت 2ببنشفغ انٗ انمٕة 

 

         d(x,y)
2  
  d(x,z)

2  
 + d(z,y)

2
 + 2d(x,z)  d(z,y) 

       أ٘ 

   
1

n

k

  (xk – yk)
2
    

1

n

k

    (xk – zk)
2
  +  

1

n

k

  (zk – yk)
2
 +    

1 1
2 2

2 2

1 1

n n

k k k k

k k

x z z y
 

   
    

   
   

 

 xk  -  yk = (xk – zk) + (zk - yk) :                                  بًب أٌ     

 (xk - yk) 
2
 =  (xk - zk)

2
 + (zk - yk)

2
 + 2(xk - zk)(zk - yk)                     فهذُٚب 

ٔنٓزا انكم ساخغ انٗ اثببث أٌ   

   (xk - zk)(zk - yk)        (xk - zk)
2
                     (zk - yk)

2
            

  

 a=x-z    ٔ     b=z-y     ٔيب ْٙ الا يخببُٚت كٕشٙ شفبسحز انًطبمت ػهٗ

 : x-y   ب  حخؼهك  xٔ    y  أٌ انًضبفت بٍٛ  حب5ٍٛانخبصٛت 

  d(x,y) = d(x-y,0) 

  x أ٘   xانخٙ حضًٗ أٚعب َظٛى   x d(x,0)   ْٔزا يب ٚدضذ انذٔس انٓبو انز٘ حهؼبّ انذانت  

nٔ انُظٛى الالهٛذ٘ انًؼشف ػهٗ     
ْٕ   x x  2       ب  انًؼشف

1

n

k

k

x


     x  =   

  x 2ْٔزا يب سيزَب نّ صببمب ببنشيز  

nٔحؼشٚفب نذُٚب     x-y  x,y = d(x,y)   ٔ     x  ًٚثم غٕل ا نشؼبع x 

 

 

 

 

 

      n 

 

        k=1 

 

         n 

 

          k=1 

 

        n 

 

          k=1 

 

  1/2 
           n 

 

          k=1 
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   :نخٕاص انُظٛى انخبنٛت  انًزكٕسة صببمب ْٗ يًبثهت(1) (2) (4) (5)خٕاص انًضبفت 

                         (1) x       0                 x   n                                           
             

                         (2) x     =  0      x  =0                                                               

                         (3)   x+y           x +   y              x,y  n                                                              

                         (4) x= x                              x  n                   

:  بذٚٓٛت ٔحخؼهك ببنًخببُٛت انًثهثٛت ،ػهٗ انشكم انخبنٗانخٙ نٛضج                   فمػ(3)ُْٔب أٚعب انخبصٛت    

                ||x+y|| = d(x+y,0)  =  d(x,-y)    d(x,0)  + d(0,-y) = ||x|| + ||y||                                               

 :وظزيت 9.1.1

.  يخكبفئتnكم انُظى انًؼشفت ػهٗ  

 :نبزهبنا         

. نهخبضٛػ َثبج انُظشٚت ببنُضبت نهُظى انًأنٕفت فمػ

N1  و   N2   

 x|| = | xko|| | زٛث                        k0نٛكٍ

       |xk|               |xk0 |                 ٔػهّٛ

  x||    ||x||||1                                 أ٘  

   x||1 = n||x||||   أ٘   | |xk|  n|xk0  نذُٚب    xk|    |xk0|         k  { 1,……,n }|      ٔبًب أٌ 

 

              

  N1و   N2     

:   اػذاد زمٛمٛت يٕخبت فبٌ an,………,a1َزكش أَّ ارا   

    .... na a          1a  +…………+  na  

  x1|+……+|xp| = ||x||1| = َضخُخح أٌ   
2 2 2 2

1 1.... ....n nx x x x        ||x||2 = 

 

 

 

 

                      n 

                   

                       k=1 

 

 

 x   n        ||x||    ||x||1  n ||x|| 
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 :ٔ بًب أٌ زضب يخببُٚت كٕشٙ شفبسحز نذُٚب 

                             
2 2

1 1 1 1

1        1
n n n n

k k k

k k k k

x x x
   

       

 :                                                   فبٌ   

||x||1    n        ||x||2 

 

 x  n          ||x||2    ||x||1    n     ||x||2 

            

N2و   N                                                                                                                             

              x|| = | xko|| |             زٛثikoكًب فٗ الاػهٗ نٛكٍ       

  xko
2
            x

2
k    

                                   ||x||   ||x||  2ٔ يُّ                                                                     

                             

xٔ يٍ انًخببُٚت  
2

k    x
2

k0  انصسٛست يٍ اخم كم  k  { 1,….,n }   

  َضخُخح أٌ  

                                               x
2

k     n  |x
2

k0| 

x||||               أ٘                                                n     ||x||2                                       

                                               ||x||    n ||x||    ||x||2          :nx  

 

: تىبىنىجيب انفضبءاث انشعبعيت انىظيميت  2.1

 :تعبريف 1.2.1

  َٔصف انمطش  a E راث انًشكز E   ف ، ط ، ٌ   ه (أٔ كشة يغهمت )  َضًٙ كشة يفخٕزت  - 1

rR
*
: ب انًؼشفت  (  B(a,r)    أٔ)  B(a,r)ب      انًدًٕػت انًشيز انٛٓب   +

            B(a,r) = { x  E   /    ||x-a||  r } 

         (  B  (a,r)  =  { x  E   /    ||x-a||  r } )   ٔأ   

 

 

 

                         n 

                   

                       k=1 

 

 

                         n 

                   

                       k=1 
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  E    حخؼهك انكشة ببنُظٛى انًخخبس ػهٗ  :1ملاحظت

  ٚشًم كشة يفخٕزت V ارا     a  E    خٕاس نهُمطت  E  يٍ  ف ، ط ، ٌ  Vَمٕل أٌ اندزء -  2

 . aحشًم 

:   فبٌ V (a) ببنشيز  aارا سيزَب انٗ يدًٕػت خٕاساث 

V  V (a)     (x0 , r)  E  *


 :  B(x0 , r)  V ٔ  a  B( x0 , r ) 

 

 . aٚشًم زخًب   a  هكم خٕاس  :     2  ملاحظت

. ْٙ خٕاس نّ  a          كشة يفخٕزت أٔ يغهمت  راث انًشكز  :مثبل

 . AC ٔ  aEنٛكٍ  -  3       

 . a ه خٕاس A ارا كبٌ  Aداخم  a    َمٕل أٌ 

. Å   َٔشيز نٓب ببنشيز A   حضًٗ داخم  Aيدًٕػت انُمػ داخم  

a  Å     (x0,r)  E  R
*
+  ,   B(x0 , r)  A ٔ    a  B(x0,r) 

 A  Å    أ٘ A   حُخًٙ انٗ  A  كم َمطت داخم  :3 ملاحظت

 AC   ٔ     aE   نٛكٍ   -4      

.  A  ٚهخمٙ يغaه      ارا كبٌ كم خٕاس Aه     يلاصمت  a        َمٕل أٌ  

.   A   َٔشيز نٓب ببنشيزA  حضًٗ يلاصمت  Aه   يدًٕػت انُمػ انًلاصمت 

    a A    V  V(a) ,     V  A   

    أA٘ه     يلاصمت A   كم َمطت يٍ   :4ملاحظت

                       A  A  

 

5-   AE  ٔ aE 

  : a  فٙ َمطت غٛشA  ٚهخمٙ aه   ارا كبٌ كم خٕاس Aه      َمطت حشاكى  aَمٕل أٌ  

     V  V(a)              V  A \ {a}   
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.   ٔانؼكش ػبيت خطأAه    كم َمطت حشاكى ْٙ زخًب َمطت يلاصمت :5ملاحظت

.   انخٙ نٛضج َمطت حشاكى حضًٗ َمطت يُؼزنتaَمطت   -6

         VV(A)                             A = {a} 

 :جزء مفتىح ، جزء مغهق 2.2.1

 َمٕل أٌ اندزء A ٍيEخزء يفخٕذ أٔ يفخٕذ، ارا كبَج كم َمطت A a يشكز نكشة يفخٕزت  

 . خٕاس نكم َمطت يٍ َمبغّ A أ٘ بصٛغت اخشٖ  Aيسخٕاة فٙ  

 : ، فبEٌه خًٕػت انًفخٕزبث  أنٙ  وOب ارا سيزَب 

 

 

ٔببصخؼًبل يفٕٓو انذاخهٙ، نذُٚب 

 

 يفخٕذ ببنُضبت نكم َظٛى آخش A فبٌ N1 يفخٕذ ببنُضبت نهُظٛى A، ارا كبٌ n فٙ    :قضيت

N2ٗانًؼشف ػهn .

:  بًب أٌ: انبزهبن

 a A   ,    r > 0   ,  B(a,r)    A 

:            فبٌ

 a  A   ,  r  >  0    ,    x  E   ,   N1(x-a) <r   x  A 

 N1 (x-a)   N2 (x-a)  زٛث     <   0ٔيٍ خٓت اخشٖ َؼبو أَّ ٕٚخذ  

:  ٔيُّ نذُٚب الاصخهزاو

 N2(x-a)  <  r  x  A 

 ، يشكز انكشة انًفخٕزت راث َصف انمطش  N2، ببنُضبت نهُظٛى aْٕ انشؼبع  
r


 . Aانًسخٕاة فٙ 

 :مثبل مهم نمفتىح

 . Eه كم كشة يفخٕزت ْٙ يفخٕذ 

 

 

 

AO     a  A  ,   r > 0  ,  B(a,r)   A 

AO    Å = A 
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 :انخىاص انزئيسيت نهمفتىحبث

 (E ٍٛانًدًٕػت انخبنٛت يفخٕزخ ٔ )  (O1)    O   et E  O  

  O (O2)   i  I ,  Ai  O   Ai (كم احسبد يفخٕزبث يمخشذ  ) 

    (O3)    i  {1,….,n}   Ai  O    Ai  O  كم حمبغغ يُخّ نًفخٕزبث يفخٕذ 

   َمٕل أٌ اندزءA ٍي Eخزء يغهك أٔ يغهك ارا كبٌ يخًًت نًفخٕذ  .

:  حشيز انٗ يدًٕػت انًغهمبث ، نذُٚبF  ارا كبَج  

                A  F      A
C
    O 

: ببصخؼًبل يفٕٓو انًلاصك نذُٚب

             A  F      A = A 

 . Eه   كم كشة يغهمت ْٙ يغهك :  مثبل

  n  سأُٚب أٌ فٙ  :ملاحظت
ببنُظٛى انًخخبس ٔانشٙء َفضّ ببنُضبت نًفٕٓو  لا ٚخؼهك   يفٕٓو انًفخٕذ

. انًغهك

: انخىاص انزئيسيت نهمغهىقبث

       (F1)       F   et  E  F   ٌيغهمب)    ٔ  E ) 

       (F2)      i  I ,   Ai  F       Ai  F   كم حمبغغ يغهمبث يغهك)   ( 

       (F3)      i  {1,…,n} ,   Ai    F    كم احسبد يُخّ نًغهمبث يغهك)  ( 

 :n جزء متزاص مه3.2.1

  n  خزء يٍ A   نٛكٍ    

:  ارا كبٌ، (nأ يسذٔد يٍ ) n  خزء يسذٔد يٍ A   َمٕل أٌ 

                 r > 0  ,  x  A               x  r 

 

 

 

 

              iI 

  1 i  n 

           iI 
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  .  َضخُخح أٌ ْزا انًفٕٓو يضخمم ػٍ انُظٛى انًخخبس،  n   يٍ حكبفؤ انُظى فٙ :ملاحظت 

.   nيسذٔدة فٙ  (يفخٕزت أٔ يغهمت)   كم كشة :قضيت

 . rَٔصف انمطش   aنخكٍ انكشة راث انًشكز:   انبشْبٌ     

:    نُثبج أٌ

                               B(a,r)  B  (a,r)  B  (o,r + a) 

.             َلازظ أٌ انًسخٕاة الأنٗ بذٚٓٛت

 

:    نذُٚب

                                x B  (a,r)    x-a  r 

                                                      x-a  r 

                                                      x  r + a 

.  يغهمت ٔيسذٔد فٙ انٕلج َفضAّ ارا كبَج n يخشاص يٍ n يٍ Aَمٕل اٌ اندزء  

.   n  يخشاص يٍ n كم كشة يغهمت يٍ :ملاحظت

 

  p  وحىnاستمزاريت انتطبيقبث مه  .3.1

. p  َسٕ U  حطبٛك يٍ   U ٔ f  َمطت يٍ  n،   a = (a1,…,an) يفخٕذ يٍ  Uنٛكٍ  

f(x)  Rبًب أٌ 
p
 كخببت  ٘ فًٍ انطبٛغxUيٍ أخم كم     

                f(x) = (f1(x) , …, fp(x))     x  U  

   .f  =(f1,...., fp) ٔنٓزا َكخب             َسٕ U   حطبٛك يٍ  fi   ،i=1,..p   زٛث 

: تعزيف استمزاريت تطبيق 1.3.1 

 : ارا كبَج ازذٖ انششٔغ الاسبؼت انًخكبفئت انخبنٛت يسممت  aحطبٛك يضخًش ػُذ انُمطت    f َمٕل أٌ  

                  1)    0 ,    0    : x-a       f(x)-f(a)   

                  2)  Bp (f(a),)  ,    Bn (a,) : f (Bn(a,))  Bp (f (a),) 

                  3) i   {1,…,p}  ,     0  ,     0 :  x-a    fi(x)-fi(a)   

                  4) a يضخًش ػُذ  fi انخطبٛك i  {1,…,p} يٍ أخم كم 
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 :  ملاحظبث وخىاص 2.3.1

  نخطبٛك يدًٕػت ٔصٕنّ aالاصخًشاسٚت ػُذ -  1
 p   

  حطبٛك pه    a ػُذ    لاصخًشاسٚتاحكبفٗء ا

 .   َسٕ Uٔنٓزا انضبب َمخصش ػًٕيب، ػهٗ دساصت انخطبٛمبث يٍ .  يدًٕػت ٔصٕنّ 

: نذُٚب انؼلالخٍٛ انخبنٛخٍٛ-  2

                             fr = Pr  f                ,       r = 1,….,p 

                             f = 
1

p

r r
r

i f


     

          Pr : 
p    زٛث                          

               (x1,….,xp)  Pr (x) = xr 

        ir :     p   

          t     ir (t) = (0,….,0,t,0,…..,0) 

 . r     كم انًشكببث يؼذٔيت يب ػذا انًٕخٕدة فٙ انشحبت 

   Pr ٔ  ir    ًْٙب ػهٗ انخشحٛب الاصمبغ انًُٕرخ r  ٘ٔانخببٍٚ انًُٕرج    r  ،   r = 1,….,p 

ٔيُّ فٕٓ يضخًش  irه    ٔانشٙء َفضّ ببنُضبت  َسٕ   p خطٙ ٔيُّ فٕٓ يضخًش يٍ   Pr  انخطبٛك 

  .  َسpٕيٍ  

انششٔغ الاسبؼت انضببمت انزكش يضخؼًهت بٕاصطت َظى  نكُٓب يضخمهت ػٍ انُظٛى انًخخبس لأٌ فٙ  -  3

. nانفعبء رٔ بؼذ يُخّ كم انُظى يخكبفئت كًب ٔظسُب رنك فٙ 

.  يضخًشة ببنُضبت انٗ كم يشكبت يٍ يشكببث انًخغٛش fيضخًشة ، لا ٚكفٙ اثببث أٌ   fلاثببث أٌ -4

 f (a1,..,ai-1 , t, ai+1 ,…,an)    i = 1,..,n   gi (t) =    ب giٔبٕظٕذ ارا ػشفُب انذٔال انؼذدٚت      

 : ، فبٌ ai    رٔ يشكز  ُٚخًٙ انٗ يدبل يفخٕذ يٍ tيؼطٗ ٔ   a = (a1,….,an)  زٛث  

 fيضخًشة ػُذ  a  ُٙٚؼ  gi  يضخًشة ػُذ ai يٍ أخم كم i  .نكٍ انؼكش غٛش صسٛر أ٘ ارا كبَج gi 

: كًب ٕٚظسّ انًثبل انًٕانٙ a يضخًشة ػُذ  f    فٓزا لا ٚؼُٙ زخًب أiٌ   يٍ اخم كم   ai  يضخًشة ػُذ
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: مثبل

: ب  انًؼشف َس2ٕيٍ    f نٛكٍ انخطبٛك 

     

                           
 

 

2 2
, 0

( , )

0 , 0

xy
x y

x yf x y

x y




 
 

 

 

 a = (a1,a2) = (0,0) َأخز         

      t                g2(t) = f(0,t) = 0   ٔ  g1(t) = f(t,0) = 0    فهذُٚب يٍ أخم

لاَّ يثلا    (0  ,0)  نٛضج يضخًشة ػُذ f  نكٍ 0    يضخًشٍٚ ػُذ  g1  ٔ  g2    ٔيُّ 

                   lim  f(x,x) =  0.5   f(0,0)  

 

ب   يؼشفت   َسٕ U  يٍ f ، َفشض أٌ E  خزء غٛش خبل يٍ   Dنٛكٍ -  5

 

                
( )

( , )
( ) \

g x x D
f x y

h x x U D


 


 

 

:   ٚدب انخًٛٛز بٍٛ انسبلاث انثلاثٛت انخبنٛتaU   ػُذ َمطت  f  نذساصت اصخًشاسٚت   

 . a  ػُذ g حكبفؤ اصخًشاسٚت a ػُذ f فبٌ اصخًشاسٚت  aه  خٕاس aD ٔ D  ارا كبٌ  :1انحبنت

 . a ػُذ  hة   حكبفؤ اصخًشاسa٘ ػُذ f   فبٌ اصخًشاسٚتa ه خٕاس aU \ D :ٔ U \ D  ارا كبٌ : 2انحبنت

  g ٚدب دساصت كم a ػُذ f  كزنك فبٌ نذساصت اصخًشاسٚت a ٔ  D \ Uه   خٕاس D   ارا نى ٚكٍ :3انحبنت

  ٔh  فٙ خٕاس a.  

 

 

 

  x 0 
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نٛضج يخُبلعت يغ   ( x نهًخغٛش  xn,….,x1حشبػ بٍٛ انًشكببث  )  ػلالت   (x1,…,xn)ارا كبَج -6

  :فبٌ  (a ٚؤٔل انٗ x)انًؼطٛبث 

                     
( ) 0

lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
x a x a

x

f x f a f x f a


 


    

    f ٚدب إثببث اٌ  a ػُذ    fنكٍ الاصخهزاو انغٛش يببشش خبغئ ، ْٔذا ٚؼُٗ اَّ لإثببث اصخًشاسٚت   

 . aانٗ  x  بذٌٔ اٖ ششغ زٕل انكٛفٛت انخٙ ٚؤٔل بٓب  f(a)  حؤٔل انٗ      

ٔ ػهّٛ فٗ ْذِ انسبنت . a نٛضج يضخًشة ػُذ   fْذِ انًلازظت يًٓت ٔ يضخؼًهت خبصت ػُذيب َثبج أٌ  

):                        ٚدب إٚدبد ػلالت  ) 0x زٛث                        :
( ) 0

lim ( ) ( )
x a

x

f x f a





     

: ب انًؼشف  َسٕ 2  يٍ   f  انخطبٛك :مثبل

                                                                                                              

                                                                                                                      

                                  0 

 

x + y =   0 =:   لأَٓب إرا أخذَب انؼلالت (0,0) نٛش يضخًش ػُذ
2
    (x,y)  ( نٛضج يخُبلصت يغ ْٙٔ

 ( (0,0)  ٚؤٔل انٗ (x,y)انًؼطٛبث 

:    َلازظ خٛذا أٌ

          lim      f(x) =           f(0,0) 

 

 :استمزاريت انتطبيقبث انمزكبت 3.3.1

 f :U V ٔ   q g :V  ػهٗ انخشحٛب ٔ  nٔ p  يفخٕزبٌ يٍ  U ٔ  V   نٛكٍ  :وظزيت

  gf فبٌ انخطبٛك انًشكب V يٍ f(a)  يضخًشة ػُذ  U  ٔ g يٍ   a  يضخًشة ػُذ  fارا كبَج .   حطبٛمبٌ

 . aيضخًش ػُذ 

.  f ٔ   g لا حضخهزو زخًب اصخًشاسٚت كم gof  اصخًشاسٚت :ةملاحظ

 :الاستمزاريت عهى مجمىعت 4.3.1

 .   U يٍ a يضخًشة ػُذ كم َمطت  f  ارا كبَج U    يضخًشة ػهfَٗمٕل أٌ 

 

 

 

f(x,y) =    x
2
+y

4
 

(x,y)    (0,0) 

(x,y)   = (0,0) 

1 

2         (x,y) (0,0) 

          (x) = 0 

  xy
2
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 :  استمزاريت انتطبيقبث انخطيت4.1

.  ٚؼخبشاٌ فعبءٍٚ شؼبػٍٛٛ ػهٗ َفش اندضى E    ٔF فٗ ْزِ انفمشة،

 : ٚكٌٕ خطٛب ارا حسمك يب ٚهFٗ   َسEٕ يٍ uَزكش اٌ حطبٛك 

                    u(x+y) = u(x) +u(y)        x,y   E    ,     ,  K 

                                                           

: فبٌ انششٔغ انخبنٛت يخكبفئت F  َسٕ E حطبٛك خطٗ يٍ  uارا كبٌ  :      وظزيت 1.4.1

(         1   ) u  ٗيضخًشة ػه  E    

(        2   )u يضخًشة ػُذ انًبذأ  .

(         3    )u ه  يسذٔدة ػهٗ كشة انٕزذة انًغهمتE .  

(        4   )u  ه  يسذٔدة ػهٗ صطر كشة انٕزذةE . 

                                                                                                                         :  زٛث Mٕٚخذ ثببج يٕخب     (5        )

                        x   E :     u(x) F     M xE 

 

:  ملاحظت

نهُظشٚت انضببمت َضخطٛغ حؼٕٚط الاصخًشاسٚت ػُذ انًبذأ ببلاصخًشاسٚت ػُذ أ٘      (2)فٗ الادػبء  .1

. Eَمطت أخشٖ يٍ  

 r  >   0َضخطٛغ حؼٕٚط كشة انٕزذة انًغهمت بكشة يغهمت راث َصف انمطش  (3)فٗ الادػبء .2

 .  r  > 0َضخطٛغ حؼٕٚط صطر كشة انٕزذة بضطر كشة راث َصف انمطش  (4)فٗ الادػبء .3

  

:  وظزيت2.4.1

  L (F , E)  ٔانخٗ َشيز نٓب ببنشيزF  َسٕ Eيدًٕػت انخطبٛمبث انخطٛت انًضخًشة يٍ . (1

 . Kفعبء شؼبػٗ ػهٗ 

 L (F , E)   َظٛى ػهٗ F u(x) sup  =  u  uانخطبٛك .(2

 

 

 

 

 

 

 

         

        xE =1 
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: ملاحظت

:      نذُٚب L     u (F , E) يٍ اخم      

 

                         sup   F= u(x) sup F = u(x) = sup u   

 

 

             

 

 

           u أصغش ثببج ٚسمك انًخببُٚت انضببمت ْٗ .

 :  حبنت بعد مىته3.4.1

 (. Fيًٓب كبٌ بؼذ  ) يضخًش F َسٕ E يُخّ، فبٌ كم حطبٛك خطٙ يٍ Eارا كبٌ بؼذ  :    قضيت  

 :تمبريه5.1

ب    انًؼشف  َسٕ 2 يٍ N       بٍٛ أٌ انخطبٛك  :1تمزيه 
 

tyxyxN
t


 1,0

sup),( 

 .  2  َظٛى ػهٗ    

 

:   ب 2 انًؼشفخٍٛ ػهٗ   f  ٔ g    ادسس اصخًشاسٚت انذانخٍٛ :2تمزيه 

 

 

 

 

 3 3x y  

 

 

 

 

 

 

 

 

         

        xE 1 

         

        x E0

  

         

        xE =1 

        

    u(x)F    
 

        

      xE  

  
 

u(x) F  u . x  E   x   E 

f(x,y) =    x
2
+y

2
 

  

 

 

   x
2
y 

(x,y)    (0,0) 

(x,y)   = (0,0) 

 

0 

  , 

  , 

g(x,y) =     x - y 

0 

  , 

  , 

(x,y)    (0,0) 

(x,y)   = (0,0) 
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: ب   انًؼشفت  َسٕ 3 يٍ  f   نخكٍ انذانت :3تمزيه 

 

 

 a = (0,0,0)ػُذ انُمطت   (اٌ ٔخذث) f   ازضب َٓبٚت انذانت 

:   ٚسمك انؼلالت F َسٕ  E  حطبٛك يضخًش يٍ  f  ف،ط،ٌ زمٛمٍٛٛ ٔ Eٔ F   نٛكٍ  :4تمزيه 

()   f(x+y) = f(x) + f(y)               x,y  E 

.   حطبٛك خطٙ f            اثبج أٌ  

     :انحهىل 6.1

 :1حم انتمزيه 

        ٔ N(0,0) = 0نذُٚب         -   1

                                                                                                      x= 0   (t = 0)      

                              N(x,y) = 0    t  [0,1]    x + ty = 0   

                                                                                                       x+y = 0  (t = 1) 

 (0,0) = (x,y)            ٔ يُّ  

 N((x+y)) = N(x , y) = sup  x , ty  =   sup x+ty =  N(x,y)                2-   

 

 N((x,y) + (x , y )) = sup x+x +t(y+y)                                                             3-                                                                 

ْٔزا يٍ أخم كم )  [0,1] يضخًش ػهٗ x+x +t(y+y)  انؼذد t[0,1]انخطبٛك انز٘ ٚشفك انٗ 

y , x , x y , ) ٘ٔػهّٛ فٕٓ يسذٔد ٔٚأخز زذّٚ أ :

 t0  [0,1]    N((x,y) + (x, y)) = x+x+t0(y+y) 

                                                    x+t0+y + x+t0y 

                                                     sup  x+ty +  sup  x+ty 

 . 2  َظٛى ػهٗ  Nٔيُّ انُظٛى  

 

 

 

 

 

f(x,y) =  

x+y+z 

t[0,1]   t[0,1] 

t[0,1] 

  t[0,1] t[0,1] 

  

 

 

   xyz 
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 :2حم انتمزيه 

1   -f ٗ2 {0,0)} –  يضخًشة ػه لآَب دانت َبغمت   .

:        ببنًشٔس انٗ انسذاثٛبث انمطبٛت ، نذُٚب 

    f(r cos , r sin   =           cos
2
  sin         r 

      

                             f(x,y)  2 2x y     lim     f(x,y) = 0                      ّٛٔػه 

 

 .2 يضخًشة ػهٗ  f                        ٔببنخبنٙ  

: بُفش انطشٚمت انضببمت َثبج أٌ   -3

                              g(x,y)    2 2x y  

                             Lim    g(x,y) = 0                                             ّٛٔػه 

 

2  ٔيُّ ػهٗ (0,0)  يضخًشة ػُذ gٔيُّ    
 

 2 \ {(0,0)}  ، لآَب دانت َبغمت ػهٗ  

 :3حم انتمزيه 

    x *يٍ أخم كم    :   نذُٚب 

                              f(x,x,x
3
 – 2x) = x

2
 - 2       ٔ      f(x,0,0) = 0 

                                                                  Lim   f(x,x,x
3 
–

 
 2x) = -2  0            ُّٔي 

. (0,0,0)  لا حمبم َٓبٚت ػُذ f  ٔببنخبنٙ  

  :4حم انتمزيه 

:   ٚدب فمػ اثببث أَّ

                       (1)               f(x) =  f(x)                     (,x)    E 

 

  َضخُخح بضٕٓنت أٌ (*)يٍ انؼلالت   

     f(0) = 0 

     f(-x) = -f(x)    (n,x)   E 

     f(nx) = nf(x) 

 

r
3 

r
2 

 (x,y)(0,0) 

  (x,y)(0,0) 

      x0 
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):    ٔ يُّ   ) ( , )
x x

nf f n f x n x E
n n

   
       

   
 

          : ٔ ببنخبنٙ       

    (2)      ( ) ( , )
n x x n

f x f n nf f x n m
m m m m

     
          

     
   

ارا .   كثٛف فٙ  يٍ خٓت أخشٖ ،  . xE ٔكم  صسٛست يٍ أخم كم  (1)ٔػهّٛ فبنؼلالت 

 .   lim  n = زٛث  (n)  ، ٕٚخذ يخخبنٛت أػذاد صًبء  كبٌ  

  . xE  َدذ يٍ أخم  كم (2)ٔانؼلالت  fببصخؼًبل اصخًشاسٚت   

f(x) = f(lim n . x) = f(lim  (nx)) =lim  f(nx) = lim  n f(x) =  f(x)         

 . fَضخُخح خطٛت  .  ارٌ يسممت (1)انؼلالت 

 

  n 

   n    n   n   n 


