
 ������� 	
����� 
������ ���� ��� ����      ��
������ ������                 �
��
�      �  
    

 1 

������� 	
����� 
������ ����  
��
��
� �
����� �����  

  
  

 ������ : 	
���I  
  

	
��� ������ ����  
 

  

����� ��  

������ ������ ���  


���� �������  
dz.kouba-ens@guergour  

  ��!����� "
� 

	�#�� $�%&�
'� ��()�� 	
�����*�+�����  
 

 

,��-��� .��-�� ��
�/� 

 

pc
Highlight

pc
Highlight



 ������� 	
����� 
������ ���� ��� ����      ��
������ ������                 �
��
�      �  
    

 2 

 ,��-��� .��-�� ��
�/� ��0�: 

•  	���(�1�  �2�!3��  

1. �
������ 
��!�� "#��� "$������ %����� 	����.  

2. &
'����� 	������. 

3.  $(!' $���� %��) �*���� + �
(!'�� �
������ ��%����� 

4.  ������� "�
�
�,*� ��%�����–�
��!�� 	
-��� . 

5.  ��.�� $) �
(!'�� �
������ ��%����� /
. �)�����2 � 3.  

6.  ���00
�1��� :!3� �004�(Déplacement) �00�� – �004�!3� Anti 

déplacement ��.�� ���4 2 � 3.  

7. ���.�5���.  

8. �
��6�� "�
�����7� "�
.�1�� ��
���43�.  

• 	�4��5��� 6�4#��  

I.  8
��� :9!6���� �:�.��� "$������� �
���� "
�;.��.  

II. �
������� <��1�� �������� ����7�.  
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III. $������� =�1�� �
.�1�� ��������.  

IV. ���
������� <��1�� ������ ������. 

• 	�
��
�� ����'� 	�3�7&�� 	
����� 

I.  �.���– �
������ ���,7� –��>����� ���,7� "��'���� ���,7� .  

II.  �
���7� �
(!'�� ��%�����– ������ – 9������   

III.      �
������ ���,�� 
!
���� �
?����–     ��
�. �
���� ���,@ –  <����� 

�
(���A��. 

IV. 
�4�����
��� �)����� �
������ ��.  

•  ����'� 	��&��� 	
�����  

1.  �
����� ��.�1�� ���,7�–��1�� ���   

2. �
�>���� ���
����  
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	�3�7&��  �2�!3��  (Espaces affines)  
 

.3�8�� .3�7&�� 2�!3��   
 /6��E /6
�� "��1� �-�?��: �
��� �
B �:��'� X ��: �
:��5 %��) IR 

)�14(�� ��'� E����� " F
. :( , )A B AB
����

� /
��5�� F14
 9���    
1 .3( , , ) :A B C E AB BC AC∀ ∈ + =

���� ���� ����

) ��5 �,A:.(  
2 . �6 �'@ /�A /� ��.�� EF
.���� /�6
   

:

( )

A

A

f E X

M f M AM

→

=
�����

�

A.�1�         .  

���)& 1  
 /: ��1�(E, X, f) 0. F)�� $���� %��) �- X %������ "$:��5 %���6  
 $:��5��X���
   00� &'�� ��
@ E ���
 ��6 "E %�����. &'�� 
 $:��5��X.  

 

 	�����1  
/6�� A /� ��1� E 8��� fA0. :   

:

' ( )

A

A

f E X

M M f M AM M A

→

= = = −
�����

�

  

�.�1� &�G. ��1�  
*Af /
�.��  : /6
�12 , MM /� X /�6 ����   

2121 )()( MMMfMf AA =⇒=  
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212121 MMAMAMAMAM =⇔−=−⇔=  
 &�� Af /
�.��.  

*Af ���B ')( MMTA = �'�
 �- M  /�X I
4. ')( MMTA = 9@ 
'MAM =8
�����. ��'�� �-� .  

 /��Af�.�1�  . /J) K��@ 
��.�. �@Af 0. L�4��� &�7 �.�1� -A.  
/���.�1�� �
:��5��� �
��G��� /��
�
.�� &��� 

 ��-�  

 nIR ��. �� $���� %��) �- n ��: IR $:��5�� %�����. F)�� nIR =�  :  

)',...,'('),,...,( 11 nn xxMxxM ==  

1 1' ( ' ,..., ' )n nMM x x x x= − −
������

  
 �9�:�   

• ������ /�6 $:��5�� %��X M��.� ��.�� &��� n  /� ��1� "E %��) 
 M��.� ��
@ ��.�� &��� $����n. 

•  ��. /�6 ���E �- 1 (dim E = 1) ���
 E�
���� ��
1��� . 

•  ��. /�6 ���E �- 2 (dim E = 2) ���
 E�
���� �
���� . 

 

 /��Af  �-<��5. L�4��� &�7 $�.�1� F
.�� –A ��  8��� ������ ��- /
 �
����1�� �
�.��)�
'������ ( 0. &� !��� $���� %����  A(X)  ��:X  

)A(IR
2
), 

 
A(IR

3
)(.   

	9�:�  

 $�.�1��� F
.����Af 0. F���
 A.  



 ������� 	
����� 
������ ���� ��� ����      ��
������ ������                 �
��
�      �  
    

 6 

 &�7��� K��@ ��1� ����) BA ≠ /� E ��
�� /�6
 :  

( ) ( )B Af M BM BA AM BA f M= = + = +
����� ���� ����� ����

  
 

;��
�1� (Translations)  

	�<�5  

 /6
�),,( fXE� �
�
6 �
���� �%��) v/� ��.�� �:��5 X : 
������� /�
'MM v=

������ �

 �1
.�� ��� 8��� 'MM � �.�1� �-� vt /� E ��� E /@ 9@  :
:

' ( ) '

v

v

t E E

M M t M MM v

→

= = =
������ �

�

  

 F
.���� ��- ���
�vt <��5��. L�4��� v.  
 
�������'MM v=

������ �

  &�7 "�1
.�� ��� 8��� ���  �
�0� /�06  �XvEM ∈∈ , 
�),,( fXE /�6� $���� %��) EM ∈' �.�1� /�� Af /�6
 :  

 :

( ) 0

M

M

f E E

M M f M MM

→

= = =�

  

��
' 8��� F
.���� /�� .  
*vt /
�.���   

11)()( MMMtMt vv =⇒=  
��
��  

1( ) ' 'vt M MM M M v= = =
����� ������ �

  
 /6
�AI
4.   

1' 'MA AM M A AM+ = +
���� ������ ����� ������

  
&���  
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1 1 0MA M A MA AM− = + =
���� ����� ���� ����� �

  
/��  

1 0MM =
������ �

 &��� 1MM =/
�.�� F
.���� ".  
*vt ���B  : �'�
 �-M /� E I
4. ')( MMtv = /J) &��� 'MM v=

������ �

 
 �'MA AM v+ =

���� ������ �

 /�6
) 'MA v AM= −
���� � ������

 $�����.� ( ') 'Mf M MM v= =
������ �

 "
/�����B .  

 &��� vt�.�1�  .  
 

���)& 2   
 $�.�1��� F
.����vt $������ %����� ��: 8��� L�4��� ���
 ���N 8����� E 
 <��5�� �����.v /� X.  

��-�   
 $'������ $������ %����� �.���� A(X) $:��5�� %�����. &'����  X "/� 

 <��5�� L�4���vF
.���� �-  

 
vxxxtx

XXt

v

v

+==

→
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:
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        �.�1� �-�)O���.( 
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→
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 ��
��  

vyxyxtv ++=+ )(  
��
�� K��@ ��' /��  

yxvvyvxytxt vv ++=+++=+ 2)()(  
&���  

)()()( yxtytxt vvv +≠+  
$�� �
B $�����.�.  
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 &:��5 9��� L�4��*� "	��� ��� L������ 9������ $) 







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α
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.���� �- 
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






=

β

α
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


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


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



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�
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��'�� 
��!�� =� �6�5� $)X.���� F
���� /:  F


v
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�
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@ /-�.���T��1
.���� L
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��! .  
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L . P��6 ��
��          
' 'v v v v

t ot t T
+

= ∈� �� � � .  

 L�4�         
'
( ) '' '

v v
t M MM v v

+
= = +� �

������ � ��

  

 /7 
'
( )

v v
t M

+
� � ��1� $- ''M0. �)���   

'' 'MM v v= +
������ � �

 .�( )
u v

t ot M� �  

 ��1� $-"1M I
4. :  

1' ',   ' "MM v M M v= =
������ �� ��������� �

  
/�6
 ��5 �,A: L�4 &�����
��   

1 1" ' ' " 'MM MM M M v v= + = +
������� ������ ��������� �� �

"  
/�6
)   

1 " "MM MM=
������� ������

.  
 /��""1 MM =.  
0' . ��
��

0v v
t ot t

−
=� ��� � /�6
 &��� ( )

1

v v
t t T

−

−
= ∈��� �/J) &��� T
��! .  

( )oT , =� �6�5� $) $-( )+,X F
.���� F
�� /::
v

v tϕ �

�

�.  

 .���B &�J) 	�1� �� L�4.  
 .�,A��� L�4 ����� P��6 �-�   

u v u v
t ot t

+
=� � �����.  

 . /7 /
�.�� &�@ ��6:  
'

v
t I M M= ⇒ =�

���� ���

� 'MM v=
������ �

� 0MM =
����� �

) 	���� �.'�� �>�@.(  
	�<�5   
4��*��
�
6 �
�1� �
(��� ��*�. 
�
4� �1
��. 8��� L�.  
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 /�6 ���BA� F
.���� �- 9���� �
4�� ��'�� L�4��*� "
v

t� 9��� 

 &:��5v AB=
� ����

.  
��.�� ��1� &� 9��� L�4��*�)( BA =��� �- "F.����� F
.���� �-  L�4

 <��5.0AA =
���� �

.  
   

.= 	�+���� 	�3�7&��  �2�!3��[ ] 23 IRIR   

!
��� : �.���[ ] 23 IRIR  �
'������ �
������ �
�.��. ��!� 2A ]3A[.  
 .= .3�7&�� "�#&
���2A   

 

���)& 1  
   ��1��� /6�� A   /� 2A � u

�

   /� { }0² −IR      ��1���. ��
 �
���� ��
1��� $��� "
&'���u
�

    ��1��� �:��'� "M   /� 2A 4.    /�6
 I
AM  0� !��� u
�

  !���� 
0. &�  

( ) { }
( ) { }

( ) { }

2

2

, / :

, /

, / ,

D A U M A k IR AM ku

D A U M A k IR M A kU

D A U A F F ku k IR

= ∈ ∃ ∈ =

= ∈ ∃ ∈ = = +

= + = ∈

����� ��

� �

� � � �

  

	9�:�  
 ��1��� ��'� /�A <��5��� u

�

	
1��� ������ /��
�
 ) . 	
1����� 8��
 /@ 9@
D/�2A]3A[.(.  

���)& 2  
 $���F
�

/� �?�: �6� 	
1����� M�'�� F
�

  &
'���� <��5 ���
D.  
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	9�:�  
�� &� 	
1��� �6 &
'���� ��5@ /� �
���*.  

���)& 3  
0� ��4� $��� 2A �
(��� �6 ( )UD

�

, I
4. D� 	
1���U
�

&'���� &:��5 . 

��-�  
 ��4��� ��: oxx′ ��G� AB iλ=

���� �

  
$���λ<��5�� 9�.'�� ��
1�� AB0. &� !���� ��4��� ��: AB=λ.  

9�.'�� ��
1�� #��� :0� 9�.'�� ��
1��AB��
���. ��(�� �.��� U
�

)  <��5
&
'����({ }0−∈ IRU

�

  
1 .0AB A B= ⇔ =  
2 .ABBA −=  
3 .ACBCAB =+  
4 .CACBAB −=  
 

�����  

1 .AB ABu A B= ⇔ =
���� �

  
2 .ABu AB BA BAu AB BA= = − = − ⇒ = −

� ���� ���� �

  

 �@    0

( )B A

AB BA BA AB

AB AO OB x x

+ = ⇒ = −

= + = −
  

3 .( )ACu AB BC ABu BCu AB BC u AC AB BC= + = + = + ⇒ = +
� ���� ���� � � �

  

4 .%$5�� ���.  
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	����� 1   
/
������ /
��1� �6�1M� 2M/� 2A ��5
 �
4� $���� 	
1��� �'�
 

��:1M� 2M &� !��� 1 2( )D M M=.  
�����   

���6 ���12 MM ≠ /J) ( )211, MMMD  
/6
�D′��5
 ��N $���� 	
1��� 1M� ( ) 22 /, MUMD

�

′  

2 1M M Uλ= +
��

   
/6��  

 2 1 1 2'M M M Mλ ′= +
�������

  
 �'�
 &��� k I
4.   

1 2M M kU=
������� ��

 /�� D�-  D'  
  

	�!�  

/6
�( )   ,   1,3i i iM x y i =/� 2A�()�6�� �
����� #����� :  

1. 321 ,, MMM
�4�� ���1��� ��: .  
2. ( )1 2 1 3,M M M M

������� �������

�
�� ��.��� .  

3. 0=
13

13

12

12

yy

xx

yy

xx

−

−

−

−  

4. 0=

31 2

1 2 2

  

  

1   1  1

xx x

y y y  
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�� .3�7& "�#&
�� 	�&��8���� 	���)���2A  

���)&   

��
1���� ��'���� �
��!�� /D � D'   
 /6��)u

�

D(M0, � )v
�

D'(M0, 0. ��
�B !���� /��
1����� �
��! $��� 
(D,D') /��'���� /�:��5�� �
��! )v

�

,u
�

(   
1. $���6
��� 	����� . 

2.  /6
�F8 .�.Q . 

	��� $���0� $���6
�  F $(��� �6 (O,B) I
4. O /� ��1� F � B   
 0� ���@F
��

.  
3.  $(����� $'���� $���6
� 	��� $����(O,B) I
4. O = (0,0)� B 

0� $'���� ���@2 IR.  
4.  ��
��4� $����)��.6�� �@ ( ��1���M $) (O,B) <��5�� ��
���4� 

OM
�����

 )  $B.   
5. /6
�2A$����, $���6
� 	���. ��!� ( ), ,B o i j

� �

 I
4. :  

 ( )1,0=j
�

 "( )0,1=i
�

 "( )0,0O =  

��1���. ����� 	
1�����( )000 , yxM	���� �
R�� <��5��. &'��� ( ),U u v=
��

 

�65�� /� �
���6
� ������ �.1
:  
0

0

    0
x x u

y y v

−
=

−
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( ) ( )0 0

0 0

0 0

0

0

v x x u y y

vx vx uy uy

vx vy vx uy

− − − =

− − − =

− = +

  

6. �65�� /� $- �
����� ���������  
0

0

x x u
IR

y y v

λ
λ

λ

= +
∈

= +
  

��-�  

( ) ( )3,1;1,20 uM
�

−=  

0M M hv=
������� �    ( )uMDM

�
,0∈  

( ) ( )
2    1

3 2 1 0
1   3

x
x y

y

−
= − − + =

+
  

073

0163

=−−=

=−−−=

yx

yx   �
���6
��� ��������  

	9�:�  
�
���6
��� &������ 9��� 	
1�����:  

( ) ( )0;   , 0,0ax by c a b+ + = ≠�.1
 ( )abu −= ,
�&'�� <��56 .  

7.  �� ����#&
� ����&2A  
 

���)& 4  

/��
1����� D� 'D/� 2A/�6 ��� /�
!���� /���6
 F F ′=
� �

 I
4. F � F' 
 /��'�� ��-D � D'$������ ��: . 

 /@ 9@:  

// 'D D F F ′⇔ =
� �

  



 ������� 	
����� 
������ ���� ��� ����      ��
������ ������                 �
��
�      �  
    

 15 

 &���'u uλ=
�� �

  
 /� ��:��5�@ /�6 ���F � F'$����� ��:   

	�!�   
/6
�D��� $���� 	
1��� &���:  

0=++ cbyax  
 1D&������ $���� 	
1��� :  

0=′+′+′ cybxa  
 0):  

 1//   0
a b

D D
a b

⇔ =
′ ′

  

 

�����  

 /6
�D �- &'���� &:��5 ( ),U b a−
��

� 1D &'���� &:��5 ( )1 ,U b a′ ′−
���

   
  

 0
b b a b

a a a b

′−
⇔ = =

′ ′ ′− −
 �.��� ( )1 1// ,D D U U⇔

�� ���

�?4��� S(����� �?���  

$����� ���'�� $) ��
�:  
  

	(-��    
( ) ( ) ( )

( ) ( )yxMVMD

UMUMD

,;,

3,0;2,1;,

11

0
�

��

==  

$�
���� �
�����  
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



+=

=+=

λ

λ

32

101

y

x  

�
���6
��� ��������  
1 0

  3 3 0
2 3

x
x

y

−
= − + =

−
  

( )

( )

1 1 1 1

1

1 1 1 1 1

3   0
// 3 0 0 / 0,

    

0 3 0 0 / ,0

D D b b v a
a b

D D b a a v b
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