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𝑓ليكن التابع  ن(  10) 1تمرين ∶  ℝ𝑛  ⟶ ℝ المعرف بـ     

𝑓(𝑥) =
1

2
〈𝐴𝑥, 𝑥〉 − 〈𝑏, 𝑥〉 + c    ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛  

𝐴حيث   ∈ ℳ𝑛(ℝ)  متناظرة مصفوفة   ،𝑏 ∈ ℝ𝑛  شعاع و𝑐 ∈ ℝ . 

 𝑑𝑓(𝑥)التفاضلية أحسب  .1

  ليكن𝑥  وh   منℝ𝑛 لدينا ، 

𝑓(𝑥 + ℎ) =
1

2
〈𝐴(𝑥 + ℎ), 𝑥 + ℎ〉 − 〈𝑏, 𝑥 + ℎ〉 + c 

=
1

2
〈𝐴𝑥, 𝑥〉 +

1

2
〈𝐴𝑥, ℎ〉 +

1

2
〈𝐴ℎ, 𝑥〉 +

1

2
〈𝐴ℎ, ℎ〉 − 〈𝑏, 𝑥〉 − 〈𝑏, ℎ〉 + 𝑐 

=  𝑓(𝑥) + 𝐿(ℎ) + 𝑂(ℎ) 

 حيث 

𝐿(ℎ) =
1

2
〈𝐴𝑥, ℎ〉 +

1

2
〈𝐴ℎ, 𝑥〉 − 〈𝑏, ℎ〉  , 𝑂(ℎ) =

1

2
〈𝐴ℎ, ℎ〉    

.   يحقق 𝑂 ، ومستمر خطي 𝐿يتضح أن  ومستمر كون الجداء السلمي ثنائي الخطية lim
ℎ→0

‖𝑂(ℎ)‖

‖ℎ‖
=

 ومنه حسب تعريف التفاضل 0

𝑑𝑓(𝑥)(ℎ) =
1

2
〈𝐴𝑥, ℎ〉 +

1

2
〈𝐴ℎ, 𝑥〉 − 〈𝑏, ℎ〉                

 

𝐻𝑓و المصفوفة الحسينية  𝑓(𝑥)∇أحسب التدرج  .2  (𝑥) 

  حسب تناظر المصفوفة𝐴 لدينا 

𝑑𝑓(𝑥)(ℎ) = 〈𝐴𝑥, ℎ〉 − 〈𝑏, ℎ〉 = 〈𝐴𝑥 − 𝑏, ℎ〉 

𝑑𝑓(𝑥)(ℎ)  نعلم أن من جهة اخرى = 〈∇𝑓(𝑥), ℎ〉نستنتج ،   : ∇𝑓(𝑥) = 𝐴𝑥 − 𝑏 . 

𝑓  نبما أ ∈ 𝐶2  و∇𝑓  فإنتآلفي تطبيق : 

𝐻𝑓(𝑥) = 𝐽∇𝑓(𝑥) = 𝐴 

 بأخذ المعطيات .3

𝐴 = (
2 −1 0

−1 2 1
0 1 2

) , 𝑏 = (
4
4
5

) , 𝑐 = 0. 

𝑥0  باستعمال طريقة التدرج انطلاقا من التقريب الأولي 𝑥1ب التقريب أحس = (0,0,0)𝑇   ومن أجل

𝜌الخطوة  =
1

9
  

  الطريقة هي: 

𝑥0 = (0,0,0)𝑇    ,     𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝜌∇𝑓(𝑥𝑘) 

 بالحساب والتعويض نجد

𝑥1 = 𝑥0 − 𝜌∇𝑓(𝑥0) = 𝑥0 − 𝜌(𝐴𝑥0 − 𝑏) =  𝜌𝑏 = (
4

9
,
4

9
,
5

9
)

𝑇
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القضيتان التاليتان  فإن ℝ𝑛محدب على و 𝐶1(ℝ𝑛)من الصنف تابع  𝑓برهن أنه إذا كان  ن(5) 2تمرين

 صحيحتان

i. 𝑓(𝑦) ≥ 𝑓(𝑥) + 〈𝛻𝑓(𝑥), 𝑦 − 𝑥〉  ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛  

ii.   〈𝛻𝑓(𝑦) − 𝛻𝑓(𝑥), 𝑦 − 𝑥〉 ≥ 0   ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 

 

  من أجل𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛  و𝑡 ∈  لدينا : [0,1]

𝑓(𝑡𝑦 + (1 − 𝑡)𝑥) ≤ 𝑡𝑓(𝑦) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑥)   

  ومنه

𝑓(𝑥 + 𝑡(𝑦 − 𝑥)) − 𝑓(𝑥)

𝑡
≤ 𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)  ∀𝑡 ∈ ]0,1] 

𝑓كون  ∈ 𝐶1(Ω)  فهو يقبل التفاضل. بالمرور إلى نهاية الطرفين لما ،t → واستخدام  +0

  .(i)نجد العلاقة   Gâteauxالتفاضل حسب 

 لنحصل على  (i)في  𝑦و  𝑥نقوم بالتغيير بين المتغيرين ، (ii)ثبات لإ

 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑦) + 〈𝛻𝑓(𝑦), 𝑥 − 𝑦〉 

 المطلوب.الاختزال نجد طرفا الى طرف ثم  (i)بجمع العلاقة الأخيرة مع 

 نعرف التابع   ،ℝعدد غير معدوم من  𝛼 ليكن  ن(5) 3تمرين

𝐽: ℝ →  ℝ,   𝐽(𝑥) =
1

3
|𝑥|3  − 𝛼𝑥 

 ماتما محدب 𝐽برهن أن  .1

 𝐽 عبارة عن مجموع تابعين    𝑥 →
1

3
|𝑥|3   و𝑥 →  −𝛼𝑥 . 

𝑥   هما  محدبينلكونه تركيب تابعين  ℝ𝑛الأول محدب تماما على  → |𝑥|و  𝜑: 𝑡 →
1

3
𝑡3 

,0]محدب ومتزايد تماما على  𝜑حيث أن  𝑥 الثاني ، التابع]∞+ →  −𝛼𝑥  محدب لأنه

 .محدب تماما 𝐽خطي. نستنتج أن 

 

minالمسألة برهن أن  .2
𝑥∈ ℝ

𝐽(𝑥) تقبل حلا وحيدا . 

  نستعمل نظرية الوجود والوحدانية، لدينا𝑓  على  محدب تمامامستمرℝ ''  ℝ  مغلق وغير

limأي   (ناقصي  𝐽، بالإضافة إلى كون ''محدود
|𝑥|→+∞

𝐽(𝑥) = +∞ ( 

minالمسألة ومنه نستنتج أن 
𝑥∈ ℝ

𝐽(𝑥) تقبل حلا وحيدا. 

 

 انتهى                        


