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Série d’exercices nl

Exercice 1. Soient £ = C([0,1],R) muni de la norme ||.||s, z € [0,1] et ¢ : E — R une
application définie par ¢(f) = (f o sin)(xz). Montrer que ¢ est une application linéaire
continue sur E. Déduire sa différentielle. Est-ce que o € C1(E)?

Exercice 2. Soient E un evn et ¢ : L(E) x L(E) — L(F) une application définie par
o(u,v) = v ou. Montrer que ¢ est différentiable sur L(E) x L(F). Déterminer sa diffé-
rentielle.

Exercice 3. Soient E, F' des evn et f : ' — F une application satisfaisant
Yoh € B |[f(z+h) — f()] < |IB]Y2.

L’application f est-elle différentiable en x € E? Si oui, calculer D f(z).

Exercice 4. Soient F = C([0,1], R) muni de ||.||o, f € C*(R,R) et ¢ : E — E une appli-
cation définie par p(h) = f o h. Montrer que ¢ € C(E).

Exercice 5. Soient £ un evn et f,g: E — R telles que f(z) = ||z||? et g(z) = ||=]|.
L’application f (resp. g) est-elle différentiable en Og? Si oui, calculer Df(0g) (resp.
Dyg(0p)).

Exercice 6. Soit f : R* — R définie par f(x,y) = z*sin(%) si z # 0 et f(0,y) = 0.

La fonction f est-elle continue sur R?? ses dérivées partielles d’ordre 1 existent et conti-
nues sur R? ? est-elle différentiable sur R??

Exercice 7. Soient f,u et v des fonctions différentiables sur R?. On pose g(z,y) = f(u(z,y),v(z,y))
pour tout (z,y) € R?. Exprimer g—g et g—z en fonction de dérivées partielles des f,u et v.
Exercice 8. Soient E, F et G des evn, f: E x F — G une application bilinéaire continue
et u:R — FE,v:R — F des applications de classe C'. On définit ¢(t) = f(u(t),v(t))
pour tout ¢t € R. En utilisant les données, calculer ¢'(0).

Exercice 9. Soient £ = C(|[0, 1], R) muni de la norme |||« et

¢:C([0,1,R) - R
! dx
f=o(f) _/0 Gy +1

1. Calculer la dérivée de ¢ en f € E suivant le vecteur v € E, v # Op.
2. Montrer que ¢ est différentiable en f € E et déterminer Dp(f).

Exercice 10. Considérons £ = C([0, 1], R) muni de la norme |||« et
p:E—R

fHﬂﬁ=AUMWM-

1. Montrer que ¢ est différentiable sur E et calculer sa différentielle.

2. Déterminer la différentielle seconde de ¢.



Exercice 11. Soit £ un evn.
1. Considérons ¢ : L(E) x E — E, (u,z) — ¢(u,z) = u(x). Montrer que ¢ est de classe
C*°. Déterminer D"y, n € N*.
2. Soit ¢ : E — L(E) une application de classe C*. On définit §(x) = (¢ (x))(z) pour
tout € E. Montrer que 6 est de classe C* sur E.



Solutions

Exercice 1.

e © est linéaire et continue. Notons que si f € E, I'écriture ¢(f) = (f osin)(z) = f(sinz)
a un sens car sinz € [0,1] dés que = € [0, 1]. Donc, ¢ est bien définie.

x  est linéaire. Soient f,g € F et A€ R. On a

eAf+g) = ((\f+g)osin)(x) = ((\f) osin+gosin)(x)
((Af) osin)(z) + (g o sin)(x)
= A(fosin)(x) + (g osin)(x) = Ap(f) + ¢(9),

d’ou la linéarité de I'application ¢.

x Continuité de ¢. Comme @ est linéaire et satisfait
Ve E: [p(f)l =|(fosin)(z)| = [f(sinz)| < sup [f @] = [1f I
tefo,1

I’application ¢ est continue sur F.
e Comme ¢ € E' = L(E,R), 'application ¢ est différentiable sur F et sa différentielle en
feFEest Do(f): E— R, h— Do(f)(h) = ¢(h), de sorte que

VieE: Do(f)=¢

e L’application différentielle Dy : E'— E', f — Dp(f) = ¢ est constante, donc, elle est
continue. D’ou ¢ € CH(E).
Exercice 2.

L’application ¢ est bilinéaire. En effet, si u;,us € L(E) et a € R, on trouve

Voe L(E): ¢lau; +ug,v) = wvo(auy +uz) =vo (auy)+vous

= avouy +vouy = ap(u,v)+ @(u,v)

puisque v : FF — FE est linéaire, ce qui montre que ¢ est linéaire par rapport a la premiére
variable. En outre, si vy, vy € L(F) et € R, on obtient

Vue L(E): o(u,fvy+vy) = (fvr+vy)ou=(fvy)ou+wveou
= fviou+uvyou= Fp(u,v)~+ p(u,vy),

ce qui veut dire que ¢ est linéaire par rapport a la seconde variable. Par ailleurs, comme

@ est bilinéaire et satisfait
V(u,v) € LIE) x LIE) = lp(w, 0)llem = llvoullewm < llullemllvllem,

I'application ¢ est continue. Donc, ¢ est différentiable sur L(E) x L(E) et sa différentielle
en (u,v) € L(E) x L(E) est donnée par

V(h,k) € L(E) X L(E): Dp(u,v)(h, k) = p(u, k) + p(h,v) =kou+wvoh.

Exercice 3.
On écrit :

fle+h) = f(z) =0p+ flz+h) - f(z)

3



On choisit Df(x)(h) = 0p pour tout h € E et o(h) = f(x + h) — f(x). Remarquons que
Df(x) € L(E,F). En outre,

lolle _ A _ v
0< = e = Il
IHle Tl

avec v2—1>0,

ce qui nous conduit a

lloMl=

nr=PN
Dongc, f est différentiable en x € F de différentielle

=0.

Df(z): E — F, h— Df(z)(h) = 0p.

Exercice 4.
Soit g € E. Si on applique la formule de Taylor-Young a la fonction f a l'ordre n =1, on

trouve
p(g(x) + h(z)) — lg(x)) = flg(x) + h(x)) = fg(x)) = h(z)f(9(x)) + h(z)e(h(x))
avec lim; g e(t) = 0. On choisit
Vhe E: Dy(g)(h)=hf'og

et
o(h) = he(h).
L’application Dy(g) : E — E, h — hf’ o g est linéaire et satisfait
Vhe E: [[Do(g)(h)llo = [I1f" 0 gllo < I glloclllloo:
donc, Dy(g) est continue. D’on, Dp(g) € L(E). En outre,
lime(t) = 0 < (Ya > 0,30 > 0, |t| <0 = |e(t)] < a).

Pour h € E, 0 < ||h]|o < 6, il vient

Ve el0,1]:  |e(h(x))] < a,

ce qui nous conduit a

Ve e [0,1]:  |h(z)e(h(x))] < alh(z)].

Donc,
loth)le _
Al
ce qui montre bien que
lo(h) |

=0.

Ihllc—0  ||P]| o

Alors, I'application ¢ est différentiable en g € E de différentielle
Dyo(g) : E— E, h—hf'og.
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Montrons que Dy : E — L(FE), g — Dyp(g) est continue. Soit (g,)neny C E une suite

convergente dans (F, ||.||s), de limite g. Donc,

Va>0,3ng e NNVn > ng: ||gn — Gllee = sup |gn(x) — g(2)| < a,
z€[0,1]

ce qui implique qu’il existe une constante M > 0 telle que
Vne N,Vz € [0,1]:  gn(x), g(z) € [-M, M].

Comme f” est continue sur le compact [—M, M], f" est uniformément continue sur
[—M, M]. Donc,

\V/ﬁ > 0,35 > 0, th,tg € [—M, M], |t1 —t2| < 0 = |f’(t2) — f/(t2)| < ﬁ

Maintenant, si o < ¢, il vient

Vn>ng:  ||De(gn) — Dp(9)llemy = HhSHur><1 | D(gn)(h) — Do(g)(R)]s
= sup ||A(f'ogn—f o9)ls
Il <1
< sup {||hflooll(f 0 gn — fog)llsc}
o<1

< N(ffogn=fog)lle <8

D’ot limy,— o0 | D(gn) — Do(9)|| 2(y = 0 et Dy est continue. On conclut que ¢ € C(E).
Exercice 5.

e On a:

f(0 +h) = f(0g) = [|Al[E-
On choisit Df(0g)(h) = 0 pour tout h € E et o(h) = ||h||%. L’application Df(0g) € E’

« | (h)| HhHE
0 .

m = lim
im0 hllz — inls—o ks uhHE —0
Donc, f est différentiable en Og de différentielle

Df(0g): E =R, h— Df(0g)(h) = 0.

e Par I'absure, on suppose que g est différentiable en Og. Il existe une application L € E’
telle que

106 + hlle = 0s]ls = L(h) + o(h)
avec

ot _,

Irlls—0 [|7]| £
Pour h =tx, x € E,x # 0g,t € R, il vient

ltz||g = L(tz) + o(tz),

de sorte que

( )



ce qui nous conduit a

o(tx)
|zl = L(x) + ||z :
[t
Lorsque t tend vers 0, on obtient
. otz
el = L) + el lim 22— )

-0+ ||tx||p

Comme L(0g) =0 = ||0g||g (car L est linéaire), on déduit que
Vee E: L(z) = |z|g,

ce qui contredit le fait que ||.||g n’est pas linéaire. Donc, 'application g n’est pas différen-
tiable en Og.
Remarque : On peut aussi remarquer que g n’admet pas une dérivée en Og suivant tout

vecteur v € E — {0g}, de sorte que la limite
0 tv) —g(0
lim 9(0g + 1;) 9(0g)

t—0

I
= tim o]

n’existe pas, de déduire que g n’est pas différentiable en Og.

Exercice 7.

On écrit g = fohouh : R? - R? (z,y) — (u(x,y),v(x,y)). Comme u et v sont
différentiables sur R?, Papplication h est différentiable sur R? et sa différentielle en (z,y) €
R? est

Y(h,k) € R*:  Dh(x,y)(h,k) = (Du(z,y)(h,k), Dv(z,y)(h,k))
ou ou ov ov

L’application g est 'application composée des deux applications différentiables h et f,
donc, elle est différentiable en tout (z,y) € R? de différentielle

Dyl u)(h,K) = D(h(e,))(Dh(z, )b, )
= Dffule ). vl ) (g (o) + K (0,9), b (o) + K5 (22)

pour tout (h, k) € R?, de sorte que

DG (e) + K5 H o) = (o) + k(o) 5 o). o0 )
IS (0,0) + Kg ) S (), 0(0.).

%(u(x,y),v(m,y)) _ 11—1;% f(u(x,y) + t’v(xay)i — f(u(x,y),v(x,y))’

%(u(x’ y>’ U(ﬁ, y)) _ %Lr% f(u(a:, y),v(x,y) + ti — f(u(a:, y),v(x,y))'

Si h=1et k=0, on trouve

D ay) = () 9wl y),vle)) + 5 ) o (), ()
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et si h=0et k=1, on obtient

o) = oo G ) o) + 5 ) S (ule ), v(w.).

Exercice 8.
L’application ¢ est composée de deux applications différentiables f et g et on écrit ¢ = fog
oung:R— EXF, t— (u(t),v(t)) avec

Vi,s € R: Dg(t)(s) = (Du(t)(s), Du(t)(s)) = (su'(t), sv'(t)),
V(a,b), (h,k) € Ex F: Df(a,b)(h,k) = f(a,k)+ f(h,D).

Donc, 'application ¢ est différentiable en tout ¢ € R de différentielle

vi,s €R: Do(t)(s) = Df(g(t))(Dg(t)(s)) = (Dul(t)(s), Du(t)(s)) = (su'(t), sv'(2)),

Vs e R:  Do(t)(s) = Df(g(t))(Dg(t)(s)) = Df(u(t),v(t))(su'(t), sv'(t)),
de sorte que
Vs eR:  sp'(t) = fu(t), sv'(t)) + f(su'(t),v(t)).

En particulier, si s =1 et ¢ = 0, on trouve

Exercice 9.
1.0On a

o(f +tv) —o(f)
t

/1 dx ! dx }
o (f(@)+tv(@)*+1 Jo (f(z))?+1
b (f@) = (f)

((f(z) + tv(z))* + 1
' —tv( )( ( )

—

S N N

—
—
'\43
A
\_/
_I_
~
4
/\
v
\_/
\_/
—
—~

1)(
' ()( () +tv
((f(z) +to(x))* + 1)((
Posons
v(z)(2f(x) + to(z))
((f (@) + tv(x))* + D((f(2))* + 1)

pour tout = € [0, 1] et ¢ voisin de 0. Remarquons que 1'on a :

Vo € [0,1] : 12% h(z) = Qf(l’)v(xi

((f(=)?+1)*

hi(z) =

En outre,

()] < Jo(@)| 21 (@)] + [tl[o(2)]) < Jo(@)[21f(@)] + |v(@)])



pour tout x € [0, 1] et ¢ voisin de 0 avec x +— |v(x)|(2|f(x)|+|v(z)|) une fonction intégrable
sur [0, 1]. Donc,

=0 t r))? + 1)

2. D’apreés (1), il suffit de montrer que
p(f +h) —o(f) = (er)(h)

Ihllse—0 7]l =0 (2)
On a:
OSMMf+m—ﬁK3—WWMN::HMRM/ o 2+1‘A}ﬂ£§1€
+o<ég§%%ﬂi
:HwJ/i f(%g»&$8;+m“‘

S-F—/HWWMWMWM+DM
il
= @l e 1) =0 lorsaue [ — 0.

Dong, la limite (2) est vérifiée. On conclut que ¢ est différentiable en f € E et sa diffé-

rentielle est donnée par

Whe B Daf)() = () ) = - [ RS

Exercice 10.

1. Soit f € E = C([0,1],R). On a

VheE: o(f +h)—olf) = 4(ﬂ@+h@D%x—A(ﬂ@Ym

On choisit
l?<p(f)(h)=/0 2f(x)h(z)dz, O(h)=/0 (h(z))*dz.

L’application Dp(f) : E — R est linéaire et satisfait

WheE: |Do(f y<z/’u 2)[dz < 2| f ool Allsor

done, ¢(f) est continue. D’ou, Dp(f) € E’. En outre,

o) Jy 1h(@)[2dz__||A|2
0< =2 <2 = :2||h||007
7] HhHoo 17 ]loo

ce qui nous conduit &

lo()]

m — =0.
IAlloc—0 ||7]] o
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On conclut que ¢ est différentiable sur F de différentielle

Vi,he E: Do(f)(h) :/o 2f(x)h(z)dx.

2. Soit f € E. On a

DAf+1)(B-Del ) = [ 2@y eha)kGada— [ 2p@hte)ds = [ 2h(w)k(a)ds
On choisit .
V(hk)e ExE: D*o(f)(h, k) —/ () k(x)de
et
o(h)(k) = 0.
Comme D?p(f) est bilinéaire et satisfait
V(h, k) € Ex E :|[D*o(f)(h, k)| < 2||hllos|[F]loo,

I'application D?p(f) est continue sur £ x E. Donc, D?*¢(f) € Lo(E,R). On déduit que

@ est deux fois différentiable en f € E et sa différentielle seconde :
1
D’5(f): Ex E— R, (h, k) — / oh(x)k(z)de.
0

Exercice 11.
1. Montrons que ¢ est bilinéaire et continue. Si uy,us € L(F) et a € R, on trouve
Vee E: plau; +us,z) = (oqug +ug)(z) = (aup)(x) + uz(x) = auy () + ua(x)
= OégO(Uh .T) + SO(U% .T),
ce qui montre que ¢ est linéaire par rapport a la premiére variable. En outre, si x1, 25 € F
et 3 € R, on obtient
Yue L(E): o(u,fr; +x2) = u(fr; + x2) = Pu(zr) + u(zs)
= Be(u,21) 4 ¢(u, 22)

puisque u est linéaire, ce qui veut dire que ¢ est linéaire par rapport a la seconde variable.

Par ailleurs, comme ¢ est bilinéaire et satisfait
V(u,z) € LIE) x E: lp(u, 2)|lp = |[u(@)]z < [lullzwlle]z

puisque u € L(FE), I'application ¢ est continue. On déduit que p € C*(L(FE) x E, FE) et
pour tout (u, ), (v,y), (w,z) € L(E) X E :

Dp(u,z)(v,y) o(u,y) + (v, z) = u(y) + v(y),
D?o(u,z)((v,y), (w,2)) = ©(v,2)+e(w,y) = v(z) +w(2),
z)

Dk@”(ua Ozp(c(eyxEE), YN € N, n > 3.

2. Considérons p = (¢¥,1dg) : E — L(F) X E, x — (¢¥(x),x) qui est une application
de classe C* puisque ¥ et Idp sont de classe C*. Comme 6 est la composée de deux
applications de classe C* qui sont ¢ et p, de sorte que § = ¢ o p, application @ est de

classe C* sur E.



