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I  .تكامل ريمان على مجال مغلق ومحدود:  
aليكن  :عريف التقسيمت. 1 b عددين حقيقيين: 

المنتهية و المرتبة: المجموعة    0 1, ,..., nd x x x  : 0حيث 1 ... na x x x b     من  ماتقسي سمّىت

]للمجال nالرتبة , ]a b  و العدد الموجب تماما
1

1
( ) max( )k k

k n
d x x 

 
   خطوة التقسيمهو d . 

 المجموعة 
0 , ,.., ...,k n

b a b a
d x a a x a k x b

n n

  
      
 

من الرتبة  تقسيما منتظماتسمّى  

n  خطوتهb a
h

n


 .  

 

المجموعة  :أمثلة
1

1 1 1 1
0, , , , ,1

6 5 3 2
d

 
  
    خطوته  [0,1]من الرتبة الخامسة للمجال ا تقسيمهي

1 1
1 5

1
( ) max( )

2
k k

k
d x x 

 
  . 

المجموعة 
1

1 1 3
0, , , ,1

4 2 4
d

 
  
  1خطوته  [0,1]ل من الرتبة الرابعة للمجاا منتظما قسيمهي ت

4
h . 

  
 :قابلية المكاملة لدالة حسب ريمان. 2

]معرفة على مجال موجبة دالة عددية fلتكن , ]a b ، و ليكن 0 1, ,..., nd x x x من الرتبة   اًتقسيم

n لهذا المجال،kz  1 منعدد كيفي[ , ]k kx x 1حيث k n  بـ: ونرمزnS مساحة مو  لمج 

)منها واحد طول كلالتي  المستطيلات )kf z   1وعرضه( )k kx x   أي

1

1

( )( )
k n

n k k k

k

S f z x x






 .  
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]ريمان على المجال تقبل المكاملة حسب  fالدالة نقول أن  :عريفت , ]a b  للمجمو  إذا كانnS  نهاية

)ذه النهاية بالرمزنرمز له ، إلى nعندما يؤول  منتهية )

b

a

f x dx  ونكتب:

1

1

( ) lim lim ( )( )

b k n

n k k k
n n

ka

f x dx S f z x x



 



    

 أي: 

1
1

0 , ( ) 0 : ( ) max( ) | ( ) |

b

k k n
k n

a

d x x S f x dx     
 

         

]نرمز لمجموعة الدوال القابلة بمفهوم ريمان على المجال و   , ]a b  بالرمز ,a b. 
 

 .يعممّ التعريف السابق إلى الدوال من إشارة كيفيّة : 1ملاحظة

]قابلة للمكاملة بمفهوم ريمان على المجال  fإذا كانت  : 2ملاحظة , ]a b ّقيمة التكامل لا تتعلّق  فإن

 .يمات المنتظمةالتقس دوماّ  و بالتالي سنستعمل ختاربالتقسيم المُ
 

]تقسيما منتظما للمجال  d: إذا كان حالة خاصة , ]a b   خطوته b a
h

n


  وk kz x  فإن: 

1

( )
k n

n

k

b a b a
S f a k

n n





 
      ّويكون لدينا   مجمو  ريمان ىيسم: 

1

( ) lim ( )

b k n

n
ka

b a b a
f x dx f a k

n n






 
  

0aفمثلا في الحالة:  ،1b    :1فإن
h

n
  1و 2 1

0 , , , . . , . , , 1
k n

d
n n n n

 
  
 

و يكون 
1

10

1
( ) lim ( )

k n

n
k

k
f x dx f

n n






  

لنحسب  :تطبيقي مثال
1

0

( )f x dx حيث :( )f x x  

لدينا     
1

10

1
( ) lim ( )

k n

n
k

k
f x dx f

n n






   

 :عليةو
1

2 2
1 10

1 1 1 (1 ) 1
lim lim lim .

2 2

k n k n

n n n
k k

k n n
x dx k

n n n n

 

  
 


    

)إنّ المتغيّر الموجود داخل  العبارة   : 3ملاحظة  )

b

a

f x dx  :ّلا يؤثر في قيمة التكامل  أي أن 
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( ) ( ) ( ) .......

b b b

a a a

f x dx f t dt f s ds     
 

]دالة عددية مستمرة على مجال مغلق ومحدود  fإذا كانت: نظرية , ]a b فإنf  تقبل المكاملة حسب

] ريمان على , ]a b .                          

]مجال مغلق ومحدود  دالة مستمرة على fبما أن :برهان , ]a b    فهي محدودة وتدرك حديها الأعلى

,والأسفل أي: , [ , ]: ( )m M x a b m f x M       حيث 
inf ( ), sup ( )
a x b a x b

m f x M f x
   

  
ليكن 0 1, ,..., nd x x x  تقسيم  من الرتبةn  للمجال[ , ]a b ،kz  1عدد كيفي من[ , ]k kx x و

1 k n  
)لدينا  )km f z M    1ومنه 1 1( ) ( )( ) ( )k k k k k k km x x f z x x M x x       ب 

 الجمع نجد:

1 1 1

1 1 1

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

k n k n k n

k k k k k k k

k k k

n
n

m x x f z x x M x x

S
m b a S M b a m M

b a

  

  

  

    

       


  
 

f مستمرّة على[ , ]a b :حسب نظرية القيم المتوسطة فإنه[ , ]: ( ) nS
n c a b f c

b a
    


  

 أي أنّ:    

( )( )nS f c b a  
nو بالمرور إلى النهاية عندما      نجد : 

 lim ( )( )n
n

S f c b a


  

)و علية    ) ( )( ) lim

b

n
n

a

f x dx f c b a S


    ّالدالة أي أنf تقبل المكاملة حسب ريمان على

[ , ]a b. 

]ابقة إلى الدوال المستمرة بالتقطّع و الدوال الرتيبة على المجال تعمّم النظريّة السّ :هامّة ملاحظة , ]a b. 
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 :ريمان تكامل خواص. 3

]تقبلان المكاملة حسب ريمان على دالتان gو fإذا كانت :قضيّة , ]a b و ّالدوال فإن :

f g ،f ،f لمكاملة حسب ريمان علىقابلة ل[ , ]a bلدينا . و: 

                         (1  ( )( ) ( ) ( )

b b b

a a a

f g x dx f x dx g x dx        

                         (2   ( ) ( )

b b

a a

f x dx f x dx                           خطّية التكامل 

                     3(  ( ) 0

a

a

f x dx                  (4)  ( ) ( )

b a

a b

f x dx f x dx    

                     5() ( ) ( ) ( ) , [ , ]

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx c a b               علاقة شال 

          6( 0 ( ) 0

b

a

f f x dx       (7 ( ) ( )

b b

a a

f g f x dx g x dx       

 التكامل الترتيب و                                                                                      

                     8(8)| ( ) | ( )

b b

a a

f x dx f x dx         

: من التعريف برهان
1

( ) lim ( )

b k n

n
ka

b a b a
f x dx f a k

n n






 
  ج كل براهين الخواص استنتيمكن ا

 السابقة.

]دالة مستمرّة  على  f إذا كانت  :(نظرية المتوسط:)ةنظري , ]a b  وg  علىقابلة للمكاملة بمفهوم ريمان

[ , ]a b ّنفرض أن ،g  على المجال اشارتهغير إتلا[ , ]a b فإنه يوجد[ , ]c a b  :يحقق المساواة

( ) ( ) ( ) ( )

b b

a a

f x g x dx f c g x dx  

)( إذا كان 1 :برهان ) 0g x  .فإن المساواة محققة 

)( إذا كان 2 ) 0g x    :و هذا يعني[ , ] , ( ) 0x a b g x    أو[ , ] , ( ) 0x a b g x   
) لنفرض أنّ  ) 0g x  و نناقش الحالة(( ) 0g x )بنفس الطريقة 

f  دالة مستمرة على مجال مغلق ومحدود[ , ]a b    تدرك حديها الأعلى والأسفل فهي محدودة و

 وبالتالي:



                                                                          الحساب التكاملي: الفصل الأول

7 
 

inf ( ) ( ) sup ( )
a x b a x b

f x m f x M f x
   

     ومنه( ) ( ) ( ) ( )m g x f x g x Mg x   بالمكاملة

) نجد: ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a

m g x dx f x g x dx M g x dx     :ومنه
( ) ( )

( )

b

a

b

a

f x g x dx

m M

g x dx

 




   

]مستمرّة على  fو بمأنّ   , ]a b   فإنّه حسب نظرية القيم المتوسطة:        

                                                            

 

]و بالتالي :       , ], ( ) ( ) ( ) ( )

b b

a a

c a b f x g x dx f c g x dx         

 وهوالمطلوب.     

1gوإذا كانت  : حالة خاصة   على[ , ]a b ّفإن ( )f c للدّالة  سمى القيمة المتوسطةتf   على

]المجال  , ]a b . 
 
 

 ويسكي(:مينك -أولدر -شوارتز كوشي متابينات)     :قضيّة

] تقبلان المكاملة حسب ريمان علىيندالت gو fإذا كانت , ]a b :ّفإن 

 1 )
2

2 2

b b b

a a a

fgdx f dx g dx
 

  
 
   شوارتز( كوشي )متابينة 

)2من أجل كل  , )p q   :حيث, 1p q  1و 1
1

p q
   :لدينا     

2  )    
1 1

| | | | | g |

p qb b b

p q

a a a

fg dx f dx dx
   

    
   

    (هولدر)متابينة 

1p لمن أجل ك   :لدينا 

3 ) 
1 1 1

| | | | | | | |

p p pb b b

p p p p

a a a

f g dx f dx fg dx
     

      
     
    (مينكاوسكي)متابينة  

 البرهان: للبحث. 
 
 
 

( ) ( )

[ , ]: ( )

( )

b

a

b

a

f x g x dx

c a b f c

g x dx

  



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II. لدالة الأصلية الدالة :  
 

Iدالة عددية معرفة على مجال fلتكن :تعريف  نقول أنF دالة أصلية للدالةf  علىI  إذا
)وتحقق:   Iعلى  شتقاقلة للاقاب Fكانت ) ( )x I F x f x  . 

 

 لحساب الدالة المشتقة.: ايجاد الدالة الأصلية يعني العملية العكسية ملاحظة
 

  :أمثلة
31: بـ على الدالة المعرفة  -1

( )
3

F x x   أصلية للدالة  2f x x على . 
: بـ الدالة المعرفة على  -2

3

2
2

( )
3

F x x   أصلية للدالة f x x  على. 
الدالة المعرفة على  -3 0, بـ : ( ) lnF x x  أصلية للدالة 

1
f x

x
 على  0,. 

: بـ الدالة المعرفة على  -4 ( ) arctanF x x أصلية للدالة  2

1

1
f x

x



 .على  

 

c ه من أجلفإن Iالمجال على  fدالة أصلية للدالة  Fا كانتإذ :نتيجة   المعرّفة بالشكل  دالة ال
G F c   أصلية لـهي كذلك دالةf   علىI.) ّالدوال الأصليّة لنفس الدّالة تختلف  أي أن

 . )ثابتب
 

)بالرمز  fنرمز لمجموعة كل الدوال الأصلية للدالة )f x dx  أي أن( ) ( )f x dx F x c   
)ونسمي  )f x dx صلية لـ الأ الدوالد أو ل غير المحدالتكامf. 

 

)  fللدّالة  التكامل غير المحدد يجب التفريق بين  :ملاحظة )f x dx   صليةالأ والدّلا يمثلالذي 
] المجال على fللدّالة  تكامل ريمانلمحدد أو اتكامل البينما على مجال  fللدّالة  , ]a b ( )

b

a
f x dx 

 .هو عدد حقيقي
 

0x، من أجل Iعلى المجال  fأصلية لـ Fلتكن قضيّة: I   0و من أجلy  وجد دالة ت
تحقق الشرط   Iعلى المجال  fلـ Gأصليّة  وحيدة  0 0G x y )  أي منحنىG  يمر من النقطة

 0 0,x y ( . 
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  برهان:
)معناة أنّه    Iعلى المجال  fلـ أصلية Gلتكن       ) ( )x I G x F x c    

الشرط   0 0G x y   ّ0يعني أن 0( )c y F x  
0 و بالتالي الدالة  0( ) ( ) ( )G x F x y F x   .تحقق المطلوب 

 

عينّ الدالة الأصلية لـ  مثال: 
1

f x
x

 على  0,  و التي تمر من النقطة , 2e  
الدالة     ( ) lnF x x ية للدالةأصل f على  0, صلية لـ و بالتالي كل الدوال الأf من 
الشكل      ( ) lnG x x c  
    2 ( ) lnG e e c     ّ1معناه أنc  هي:  و عليه الدالة المطلوبة ( ) ln 1G x x . 

  
f,لتكن الدالتين  :ةوال الأصليّدّلخواص الخطيّة ل g  دوالا أصلية على مجال تقبلانI,  و ليكن

  , عندئذf g  وf تقبلان دوالا أصلية علىI  :و لدينا 
1.   ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx    . 
2. ( ) ( )f x dx f x dx  . 

 
  رهان:ب

 Iعلى المجال  على الترتيب gو  fأصليتين لـ  Gو  Fلتكن  .1
بمأنّ  F G F G f g        ّأي أنF G  أصليّة لـf g  و عليه 

            ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx F x G x f x dx g x dx       
 و من أجل  Iعلى fأصلية لـ  Fمن أجل  .2

 و بالتالي:  Iعلى  fأصليّة لـ  Fالدالة 
  ( ) ( )f x dx F x f x dx    . 

 

]:لتكن :نظريـــة , ]f a b   على  مستمرة دالة[ , ]a b 0ليكن وx من  عدد حقيقي[ , ]a b . 
]:الدالة  , ]F a b  :المعرفة كما يلي

0

( ) ( )

x

x

F x f t dt   دالة أصلية للدالةهيf  على[ , ]a b. 
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 :رهانب
]تقبل الاشتقاق على  F يكفي أن نبرهن حسب التعريف أن:      , ]a b  :وتحقق 

                           [ , ] ( ) ( )x a b F x f x   
]من أجل  , ]x a b :لدينا 

0 0

( ) ( ) 1 1
( ) ( ) ( )

x h x x h

x x x

F x h F x
f t dt f t dt f t dt

h h h

      
     

]مستمرة على المجال fالدالة  , ]a b  وبالتالي محدودة على هذا المجال كذلك الدالة: 1g t ة و مستمر
]لا تغير اشارتها على المجال , ]a b  يوجد  نظرية المتوسطحسب[ , ]c x x h  :بحيث 

1 1 1
( ) ( ) 1. ( ). ( )

x h x h

x x
f t dt f c dt f c h f c

h h h

 

    
0hلما و بالمرور إلى النهاية      فإنc x  و من كونf   مستمرة على[ , ]a b نجد:  
 

0

( ) ( )
( ) lim lim ( ) ( )

h c x

F x h F x
F x f c f x

h 

 
     

]على  fأصليّة لـ  Fأي أنّ    , ]a b . 
 

]:لتكن :تيجةن , ]f a b   على  دالة مستمرة[ , ]a b  
]على fدالة أصلية كيفية للدالة Fمن أجل كل   , ]a b ه لدينافإن:  

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a      :ونكتب       ( ) ( ) ( )b

aF x F b F a  

 
]على   fأصلية لـ  Fلتكن    برهان: , ]a b  

) ة لدينا حسب النظريّة السابق ) ( )

x

a

G x f t dt    أصلية لـf   على[ , ]a b  و تحقق( ) 0G a  

و عليه     G x F x c    بأخذ القيمةx a   نجد c F a   
 أي أنّ :      G x F x F a    ومن تعريف الدالةG  0و أخذx x  

    نجد     ( )

b

a

f t dt G b F b F a    المطلوب. و هو 
 

 :1مثال

   
2

0

cos sin sin 0 1
2

t dt



 
   

 
 
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باستعمال الدوال  )ريمان تكامل (ساب التكامل المحدد لحعطي طريقة النتيجة السابقة تُ ملاحظة:
 الأصلية.
 تطبيق:

لنحسب 
1

1
lim

n

n
k n k
 
  باستعمال  تعريف التكامل ريمان 

أي كتابة النهاية على الشكل 
1

lim
k n

n
k

b a b a
f a k

n n






  
 

 
 ثم نساوي النهاية بالتكامل( )

b

a
f x dx  

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1

n n n n

k k k k

n n

kn k n n k n n k n

n

   

  
    

  
 

    

1نلاحظ أنّ:  
( )

1
f x

x



kو    

k
x

n
  0و بالتاليa   1و بمأنb a    :ّ1فإنb  

 و عليه: 

     
1

1

0

1 1 0

1 1 1
lim lim ln 1 ln 2 ln(1) ln 2

1
1

n n

n n
k k

dx
x

kn k n x

n

 
 

          
  
 

  

 

 بعص الدّوال المألوفةل الدالة الأصلية .3

ln
dx

x c
x

     ( )a      adx ax c      

( 1)m   11

1

m mx dx x c
m

 
     ( 0)a      1ax axe dx e c

a
        

cos sinxdx x c   sin cosxdx x c    
1

cos sinaxdx ax c
a

   ( 0)a   1
sin cosaxdx ax c

a
    

2

1

sin tan

dx
c

x x
     2

2
1 tan tan

cos

dx
x dx x c

x
      

chxdx shx c   shxdx chx c   

2
arctan

1

dx
x c

x
 


 

2

1 1
ln

1 2 1

dx x
c

x x


 

   

2 2

1
arctan

dx x
c

a x a a
 

  
2 2

1
ln

2

dx a x
c

a x a a x


 

   

2
arcsin

1

dx
x c

x
 


  2

2
ln

dx
x x h c

x h
   


  

2 2
arcsin

dx x
c

aa x
 


  

2c

dx
thx c

h x
   
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1

( ) 1
1

( ) ( 1) ( )n n

u x dx
c n

u x n u x


   

   
( )

ln ( )
( )

u x dx
u x c

u x


   

( )
2 ( )

( )

u x dx
u x c

u x


   11

( ) ( ) ( )
1

n nu x u x dx u x c
n

  
  

ln lnxdx x x x c     ( ) ( )( ) u x u xu x e dx e c    
 الدوال الأصلية في الجدول السابق.وجود  تيجب مراعاه مجالا لاحظة:م

 

 :طرق حساب التكامل.4
)عند حساب )

b

a

f x dx  أو( )f x dx  فإننا نفكر أولا في استعمال الجدول السابق 

) : فعندئذ يكون لدينا fلـ  باشربشكل مأصلية   Fيجاد دالة فإذا استطعنا إ ) ( ) ( )

b

a

f x dx F b F a     أو

( ) ( )f x dx F x c  
)فإننّا نلجأ إلى حساب التكامل  نستطع فعل ذلكا إذا لمأمّ )

b

a

f x dx  أو( )f x dx  الغير  بإحدى الطرق

 ية:التال مباشره
 :تبديل المتغير 1.4

]:إذا كانت  نظرية:  , ]f a b   دالة مستمرة و:[ , ] [ , ]g a b   1دالة من الصنفC  على
]المجال  , ]  : 

)الدالة عندئذ ( )) ( )t f g t g t  قابلة للمكاملة على[ , ]  و لدينا:
( )

( )
( ( )) ( ) ( )

g

g
f g t g t dt f x dx

 

 
   

) :لدينا ددبالنسبة للتكامل غير المح      ) ( ( )) ( )f x dx f g t g t dt . 
)  وضعنا أننا أي      )x g t   و بالتالي( )dx g t dt. 
): بما أن الدالة برهان )f g g   و لتكن  قبل دوالاٌ أصليّةتفهي مستمرةF دالة أصلية للدالةf  :إذا

( ) ( ). ( ).F g F g g f g g     
Fأي   g  دالة أصلية للدالة( )f g g  و بالتالي: 

( )

( )

( ) ( ( )) ( ( )) ( )

g b

g

f g g dt F g F g f x dx



 

      
 

2نحسب ل: 1لامث

1

1
ln

e

I t dt
t

  نضع lnx t   1إذاdx

dt t
   :وبالتالي dt

dx
t

 
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1: و لدينا الحدود الجديدة للتكامل   ln1 0t x    وln 1t e x e     
1 وعليه  1

2 3

00

1 1

3 3
I x dx x     

 

نحسب ل: 2لامث
2 2

dx
J

a x


 عبوض x at  نجدل dx adt    
           تاليالبو 2 2 2 2 2 2

1 1
arctan

1

dx adt dt
J t c

a x a a t a t a
    

      
 نجد:  الأولإلى المتغيّر بالرجو  

1
arctan

x
J c

a a

 
  

  
 

تقابلية على  g: زيادة على شروط النظريّة السابقة إذا كانت الدالةةملاحظة هامّ  ,   فيمكن

)1وضع  )t g x .و بالتّالي يمكن الانتقال من الطّرف الثاني إلى الأوّل 

1لحساب  مثال:
2

0
1I x dx     نضعsinx t  ّفإن cosdx tdt وarcsint x بالتالي :و 

   

 

arcsin(1) 2
1 2 22

0
arcsin(0) 0

2
2

00

1 1 sin cos cos

1 1 1
1 cos 2 sin(2 )

2 2 2 4

I x dx t tdt t dt

t dt t t








    

 
     

 

  



 

 

  :التكامل بالتجزئة 2.4

]على  1Cمن الصنف يندالت vو uإذا كانت    نظرية:  , ]a b عندئذٍ لدينا: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b bb

aa a
u x v x dx uv x u x v x dx     

 :حيث                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
uv x u b v b u a v a  

  :عطى الدستور في حالة التكامل غير المحدّد بـو يُ

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x u x v x dx    
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دالة أصلية للدالة uv من كون :برهان uv   ينتج: 

   ( ) ( ) ( )
b b

aa
uv x dx uv x   

و بمأنّ     uv u v uv    ة التكامل لدينا من جهة أخرى:  و حسب خطّي 
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

b b

a a

b b

a a

uv x dx u x v x u x v x dx

u x g x dx u x v x dx

   

   

 

 
 

من    و  ينتج المطلوب:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b bb

aa a
u x v x dx uv x u x v x dx    

1لنحسب  : لامث

0
arcsinI xdx   :نضع( ) 1 , ( ) arcsinv x u x x    وبالتالي

2

1
( ) , ( )

1
v x x u x

x
 


 

 
1 1 11

0 2 20 0 0

1
2

0

2
arcsin arcsin

21 2 1

1 1
2 2

x x
I xdx x x dx dx

x x

x



 


    

 

     
 

  

 
cos: حساب تكامل من الشكل  3.4 ,sinp qI x dx   :2حيث( , )p q   حساب

 يتم حسب الحالات التالية:  Iالتكامل

)فرديا  p: إذا كان الحالة الأولى 1 2 )p n   :نضعsint x  :نجد

1 2cos ,sin cos (1 )p q q nI x x xdx t t dt    

 .tإلى مكاملة دالة كثير حدود للمتغير Iوبهذا نكون قد حوّلنا التكامل 

)فرديا  q: إذا كان الحالة الثانية 1 2 )q m   :نضعcost x  :نجد

1 2cos ,sin ( sin ) (1 )p q p mI x x x dx t t dt       

 .tإلى مكاملة دالة كثير حدود للمتغير Iوبهذا نكون قد حوّلنا التكامل 
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q,: إذا كان ثالثةالحالة ال p عبارتي ين فإنّنا نستخدم زوجيEuler  :cos
2

ix ixe e
x


  ،

sin
2

ix ixe e
x

i


  و راد حساب تكاملها إلى عبارة خطيّة لتتحولّ العبارة المُ دستور ثنائي الحدّو

 .)sinaxأو  cosaxمن الشكل  (بالتالي هي مجمو  تكاملات مباشرة 

 : مثال

2لحساب 4cos sinI x xdx     :نستخدم العبارات التالية
2 2 2 21 1

cos ( ) ( 2)
4 4

ix ix ix ixx e e e e      
4 4 4 4 2 21 1

sin ( ) ( 4 4 6)
16 16

ix ix ix ix ix ixx e e e e e e         :بعد الحساب نجد 
2 4 6 6 4 4 2 21

cos sin ( ) 2( ) ( ) 4
64

1
(cos6 2cos 4 cos 2 2)

32

ix ix ix ix ix ixx x e e e e e e

x x x

          

   

  

 

         و بالتالي:
1

(cos6 2cos 4 cos 2 2)
32

1 1 1 1
( sin 6 sin 4 sin 2 2 )

32 6 2 2

I x x x dx

x x x x c

   

    


 

 

ch :دراسة التكامل من الشكل 4.4 ,shp qx dx  تتم بنفس طريقة التكامل

cos ,sinp qx xdx  2حيث( , )p q  :فنضع 

sht x أوcht x  أحد العددين إذا كانp  أوq فردي. 

q,في حالة  و p  :2زوجيان و موجبان فإنّنا نستخدم العبارات ch 2 1
ch

2

x
x


 ،

2 ch 2 1
ch

2

x
x


  وsh2

sh ch
2

x
x x  

 عبارة خطيّة.لتتحوّل العبارة المراد حساب تكاملها إلى 
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 : طريقة حساب تكامل دالة ناطقة 4.4

ا بسيطا من النمط الأول كل كسر من الشكل : قًناطا نسمي كسرً -  عريف:ت
( )k

A

x 
حيث  

,A   و*k . 

ا بسيطا من النمط الثاني كل كسر من الشكل: قًا ناطنسمي كسرً -          
 2

m

px q

ax bx c



 
 

, , , ,a b c p q و ثوابت حقيقيّة*m   

2و              4 0b ac    ) 2العبارة أي مميّزax bx c  سالب تماما(. 
2لة حا .1

px q
I dx

ax bx c




     حيث, , , ,a b c p q  0ثوابت حقيقيّة وa  ,   نميّز

 ثلاث حالات
 :2 إذاكان أولا 4 0b ac     2و بالتّالي العبارةax bx c   تقبل جذرين

1 مختلفين 2,x x  لى الشكل عو تحلل 

              1 2a x x x x    في هذه الحالة نبحث على العددين الحقيقيّن,A B  : حيث 

         
2

1 2 1 2( )( ) ( ) ( )

px q px q A B

ax bx c a x x x x x x x x

 
  

     
 Iو بالتالي فإنّ 

  مجمو  تكاملين بسيطين مباشرين 

1 22

1 2

.ln .ln
( ) ( )

px q A B
I dx dx A x x B x x c

ax bx c x x x x

 
        

    
  

 

2:  لحساب مثال 

2 3

2

x
I dx

x x




     9لدينا      1و 22, 1x x     وبالتالي

2 2 ( 2)( 1)x x x x      
A,لنبحث على  B   :حيث

   
2 3

............( )
2 ( 1) 2 ( 1)

x A B

x x x x


  

   
  

2xمن أجل     نضرب طرفي( )  في 2x   :2نجد 3 ( 2)

( 1) ( 1)

x x B
A

x x

 
 

 
بحساب  

2xنهاية الطرفين عندما   
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1فنجد   

3
A   5، بنفس الطريقة نجد

3
B  و بالتالي:  

   

   2

2 3 1 5 1 5
ln 2 ln 1

2 3 2 3 1 3 3

x
I dx dx x x c

x x x x

 
             
  

 0: إذاكان ثانيا    2العبارةax bx c  0جذراً مضعفاً  تقبلx  و تحلل على

 الشكل 
2

0a x x 
A,في هذه الحالة نبحث على العددين الحقيقيّن  B : حيث 

2 2 2

0 0 0( ) ( ) ( )

px q px q A B

ax bx c a x x x x x x

 
  

    
 و بالتالي فإنّ :   

 
02 2

0 0 0

.ln
( ) ( )

px q A B B
I dx dx A x x c

ax bx c x x x x x x

 
       

     
 

 

2مثال: لحساب                          

1

2 1

x
I dx

x x




   2لدينا 22 1 ( 1)x x x     

A,نحسب العددين                                  B  حيث 
                      

 2 2

1
............( )

( 1) 1 ( 1)

x A B

x x x


  

  
 

1xمن أجل    ضرب طرفي ن( )  في 
2

1x   1فنجد ( 1)x A x B     بأخذ نهاية الطرفين

1xعندما    2و منهB  

2xو أخذ قيمة  Bبالتعويض عن قيمة    في( )  : 3 نجد 2A   ّأي أن

1A   و بالتالي 

 
22 2

1 1 2 2
ln 1

2 1 ( 1) ( 1) 1

x
I dx dx x c

x x x x x

 
       

     
 

 

 2إذا كان:  ثالثا 4 0b ac     2نكتب العبارةax bx c   على الشكل

 النموذجي: 
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2

2

22 4

b
ax bx c a x

a a

  
      

   

و نضع      
2

b
t x

a
     2و

24
k

a


  

 

1 2

2 2

2 2

2
2 2

2

2 2
I I

p pb
ax b q

px q a aI dx dx
ax bx c ax bx c

p ax b pb dx
dx q

a ax bx c a ax bx c

  


 
   

  
   

    

 

 

 

1I 2   هو تكامل مباشر

1 lnI ax bx c   

 نستعمل الشكل النموذجي و تغيير المتغيّر السابق فينتج  2Iو لحساب 

2
2 2 2 22

2

2

1 1 1 1
arctan arctan

2 4

b
a

a

dx dx dt t x
I

ax bx c a t k a k k akb
a x

a a



  
                    

   

  

 

2          :منهو  2

2

1
ln arctan

2 2

b
a

a

p pb x
I ax bx c q c

a a ak 

  
            

 

2: لحساب التكامل  مثال

1

1

x
I dx

x x




    لدينا
2

2 1 3
1

2 4
x x x

 
     

 
و بالتّالي:   

1

2
t x    3 و

2
k   

21بعد حساب بسيط نجد    1 2 1
ln 1 arctan

2 3 3

x
I x x c

 
     

 
 

 

  الحالة العامّة:.2

 مقامه. درجة من تماماً أصغر بسطه درجة ناطق كسر كل نظامي ناطق كسر نسمي تعريف:

)لحساب تكامل من الشكل          )

( )

f x
dx

g x  حيث( )f x  و( )g x ّبع كثيري حدود فإننا نت

 التالية:الخطوات 

)إذا كانت درجة  :أولا  )f x  من درجة  أو تساوي أكبر( )g x لـ  العاديّة ، نجري القسمة الاقليدية

( )f x على( )g x :فنجد 
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( ) ( )
( )

( ) ( )

f x R x
E x

g x g x
    حيث( )E x  حاصل قسمة كثير حدود و هو يمثّل  هو( )f x على

( )g x و( )R x من درجة  تماماً باقي القسمة و هو كثير حدود درجته أصغر( )g x  :ّأي أن( )

( )

R x

g x
 

 مي. كسر ناطق نظا

)كيف نفكك الكسر النظامي  السؤال المطروح  )

( )

R x

g x
 )أو (إلى مجمو  كسور بسيطة من النمط الأول و  

 النمط الثاني.

 
)نحلّل المقام  :ثانيا )g x من الشكل الأولى   عوامل من الدرجةل قوى إلى جداء( )nx   جداء )أو(و 

 الثانية بمميّز عوامل من الدرجةل قوى

)2سالب تماماّ من الشكل  )max bx c   حيث*,n m . 

  كل حدّ في( )g x  من الشكل( )nx    يُعطي مجموn ول: كسر بسيط من النمط الأ  

1 2

2( ) ( ) ( )

n

n

A A A

x x x  
 

  
1حيث     2, ,............., nA A A  ثوابت

 حقيقيّة يُطلب حسابها.

 كل حدّ في و( )g x  2من الشكل( )max bx c    يُعطي مجموm  كسر بسيط من النمط

 ثاني : ال

1 1 2 2

2 2 2 2( ) ( ) ( )

m m

m

p x q p x q p x q

ax bx c ax bx c ax bx c

  
 

     
1حيث   2, ,............., mp p p 

1 2, ,............., mq q q 
 ثوابت حقيقيّة يُطلب حسابها.

)حساب التكامل     )

( )

f x
dx

g x  
)كثير الحدود  إلى مكاملةيؤول  )E x الكسور البسيطة السابقة. و 
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 :مكاملة الكسور البسيطة 4

  :النمط الأول  
( )

n n

A
I dx

x 


  حيث  *n  
                                                            

1

1

1 ln
( )

2 ( ) ( )
1

n n

n

A
si n I dx A x

x

A
si n I A x dx x

n




   


   

 

     
  





 

   :النمط الثاني
2( )

m m

px q
J dx

ax bx c




     *m   

2mسنهتم فقط بالحالة         1لأنّ حالةm   من هذا الجزء. من أجل  1عُولجت في الفقرة  

2m  . 

 
2

2

22 4

m

m
m b

ax bx c a x
a a

  
      

   

 ضع و بو     
2

b
t x

a
     و

2

24
k

a


    لدينا 

 
2 2

2 2

2
2 2

( ) ( )

2

2 ( ) 2 ( )

m m m

m m

I L

p pb
ax b q

px q a aJ dx dx
ax bx c ax bx c

p ax b pb dx
dx q

a ax bx c a ax bx c

  


 
   

  
   

    

 

 

 

I من الشكل هو تكامل مباشر 
m

u

u


 ّأي أن :   

2 2 1

2 1

( ) (1 )( )m m

ax b
I dx

ax bx c m ax bx c 


 

     

ثمّ علاقة تراجعية باستعمال  نستعمل الشكل النموذجي و تغيير المتغيّر السابق L و لحساب

 المكاملة بالتجزئة.
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2 2

2 2 22

2

1 1
( )

( ) ( )

2 4
m

m

mm m m s

m I

dx dx dt
L t k dt

ax bx c a t k ab
a x

a a

    
    

   
   

   

 

لحساب  و           
mI   نضعنستعمل المكاملة بالتجزئة: 

2 2 2 2 1( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) 1 ( )

m mv t t k v t mt t k

w t w t t

        


   
  و بالتاّلي  

2

2 2 2 2 1

2 2 2

2 2 2 2 1

2

2 2 2 2 2 2 1

2

12 2

2
( ) ( )

( )
2

( ) ( )

2 2
( ) ( ) ( )

2 2
( )

m m m

m m

m m m

m mm

t t
I m dt

t k t k

t t k k
m dt

t k t k

t dt dt
m mk

t k t k t k

t
mI mk I

t k









 
 

 
 

 

  
  

  






 

 

    و أخيراً نجد العلاقة التراجعيّة المطلوبة: 

1 2 2 2 2

1 2 2

(2 1)
1,2,3,........

2 ( ) 2

1
arctan

2

m mm

t m
I I m

mk t k mk

dt t
I k

t k k k a




   


        



 

 

لنحسب : مثال
2

2 2

3

( 1)( 4)

x x
I dx

x x

 


  
 
:  هو شكل التفكيك 

2

2 2 2 2

3

( 1) ( 4) 1 ( 1) 4

x x A B Cx D

x x x x x

  
  

    
 

)2بضرب الطرفين في  1)x  :1وبعد التبسيط  ثمّ التعويض بـx   1نجدB  

2بضرب الطرفين في  4x   2ثمّ التعويض بـ:  وبعد التبسيطx i  :نجد
2 1 1 1

2 ,
5 5 5

i
Ci D C D


     


 

1نجد:  ثم نحسب نهاية الطرفين عند  x في بضرب الطرفين
0

5
A C A C      
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 ومنة التفكيك المطلوب هو:
2

2 2 2 2

3 1 1 1

( 1) ( 4) 5( 1) ( 1) 5( 4)

x x x

x x x x x

  
  

    
    

 :بالتّاليو    
 

2 2

2
2

2

1 1 1

5 1 ( 1) 5 4

1 1 1 2 1 2ln | 1|
5 1 10 4 10

1 ( )
2

1 1 1 1
ln | 1| ln( 4) arctan

5 1 10 10 2

dx dx x
I dx

x x x

dx
x dx

x
xx x

x
x x const

x


  

  

    
 



      


  

  

  :دالة ناطقةا يؤول إلى حساب تكامل حسابه تكاملات. 6.4

  .أو عدة متغيرات ا لمتغير أو متغيرينا ناطقًكسرً Rيكن ل

cos)تكامل دالة كسرية من الشكل .1 ,sin )R x x :ساب التكامل لح(cos ,sin )R x x dx   في

tan تبديل المتغير يمكن اعتماد الحالة العامة
2

x
t  نجدل

2

2

1

dt
dx

t



 ،

2

2
sin

1

t
x

t



و  

2

2

1
cos

1

t
x

t





                  

 

 : الينمث

1)                               
2

2

2

1

2

1

ln | | ln tan
sin 2

dt

t

t

t

dx dt x
t c c

x t





        

2)                                     

 2 42

2 1
ln ln tan

cos 1 1 1 1
x

dx dt dt dt t
c c

x t t t t


 
       

        

 .لذا نستعرض القاعدة التالية ,تغيير المتغيّر السابق فعّال ولكن قد يؤدّي إلى حسابات معقّدة ملاحظة: 

)بوضع  :Biocheبيوش  ةعدقا: خاصة حالة ) (cos ,sin )w x R x x  و لحساب

(cos ,sin ) ( )R x x dx w x dx  :نميّز الحالات التالية 
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 :إذا كان ( ) ( )w x w x      :نضعcost x      :إذا كان ( ) ( )w x w x       :نضع

sint x 
 :إذا كان ( ) ( )w x w x      :نضعtant x 

ساب لح : مثال
2

cos

1 sin

x dx
I

x


  نضعsint x  لأن( ) ( )w x w x     :

2
arctan arctan (sin )

1

dt
I t c x c

t
    

 

)تكامل دالة كسرية من الشكل .2 , )px qxR e e :2 حيث( , )p q   لحساب التكامل

( , )px qxR e e dx  اعتماد تبديل المتغيريمكنxt e دالة ناطقة للمتغير للحصول على تكاملt. 

لحساب  : مثال
2(1 )

x

x

e dx
I

e


  نضعxt e  :ينتج
2

1 1

(1 ) 1 1x

dt
I c c

t t e

 
    

   

 

ch)تكامل دالة كسرية من الشكل .3 ,sh )R x x لحساب التكامل :(ch ,sh )R x x dx   و في

thالحالة العامة يمكن اعتماد تبديل المتغير
2

x
t  نجدل 

2

2

1

dt
dx

t



 ،

2

2
sh

1

t
x

t



و  

2

2

1
ch

1

t
x

t





 

لحساب     :مثال
1 sh

dx
I

x


  نضعth
2

x
t   :ينتج    

                         

   

2

22 2 2 2

1 2 2 1 2
. 2 ln

1 2 1 2 1 2 21 2

t dt dt dt x
I c

t t t t t xt

 
      

      
    

 :ملاحظة

xtيمكن استخدام المتغير  e   لحساب(ch ,sh )R x x dx  لكن يعد أكثر صعوبة من استخدام

th
2

x
t . 
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)2: مل من الشكل. حساب تكا4 , )I R x ax bx c dx  حساب التكامل :I  يتم بطريقة أولر

 حسب الحالات التالية: 

0a: إذا كان 1الحالة  2: نضع ( )ax bx c a t x     

2جذرا للمعادلة  1x: إذا كان 2الحالة 0ax bx c   نضع :

2

1( )ax bx c t x x      
لحساب   مثال:

2 3 2

dx
I

x x


  
  : ّ2لاحظ أن 3 2 (2 )( 1)x x x x         :نضع

(2 )( 1) ( 1)x x t x    
ومنه  

2
2 2

2 2

2
(2 )( 1) ( 1) ( 1)

1 1

t t
x x t x x t x

t t


        

 
كذلك  

2 2

2 2 2 2

2 (1 ) 2 (2 ) 2

(1 ) (1 )

t t t t t
dx dt dt

t t

   
 

 
 

)2و   x ،dxبعد التعويض عن  1) 3 2t x x x      بدلالةt :نجد 
2

2 2 2

1 2
. 2 2arctan( )
(1 ) 1

(2 )( 1) 2
2arctan 2arctan

1 1

t t dt
I dt t c

t t t

x x x
c c

x x

 
     

 

  
     

 

 

 

 

. حساب تكامل من الشكل4 I x ax b dx
 

   :حيث،،  أعداد ناطقة ، لحساب

 نميز ثلاث حالات: Iالتكامل

عددا صحيحا) : إذا كانالحالة الأولى  :نضع )nx t   حيثn عف المشترك هو المضا

,الأصغر  لمقامي لعددين  . 

1: إذا كانالحالة الثانية




  :نضعpax b t    حيثp  هو مقام العدد الناطق   . 

1: إذا كانالحالة الثالثة





   :نضعpa bx t    حيثp  هو مقام العدد الناطق   . 

 : أمثلة



                                                                          الحساب التكاملي: الفصل الأول

15 
 

)23( لحساب1 1)I x x dx   لدينا
11

232
1 1

2 , , , ( 1)
3 2

I x x dx       

2لدينا    6و بالتالي نضع:   6هو  3و  2لمشترك الأصغر للعددين و المضاعف اx t ومنه 

   

13 911
6 6 6

2
3 2 5 12 10 8 13 11 91 2 1

1 6 6 2 6
13 11 9

1 2 1
6

13 11 9

I t t t dt t t t dt t t t c

x x x c
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