
ʖالʰال الفʶل
ʮة ʙؕʸال الʗوال تؒامل

:ʃȂʙتع 1.3
ومʛʺʱʶة القʽʺة وحʙʽة z ʖ ʛؗʺال ʛʽغʱʺلل ودالة ʖ ʛؗʺال ȑʨʱʶʺال في D مʳال تعʛف

.B و A ʧʽʱنهای ذو (φ) كʽفي ومʻʴʻى f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

(φ) الʺʶار على B و A ʧʽʱʢقʻال ʧʽب f(z) الʙالة تؔامل
بـ: ʖʱȞǽ∫ B(φ)

A(φ)

f(x)dz =

∫ B(φ)

A(φ)

(u+ iv)(dx+ idy)

=

∫ B(φ)

A(φ)

(udx− vdy) + i

∫ B(φ)

A(φ)

(vdx+ udy)

.ʥʽامʻدیʨمʛʱوال الؔهʛومغʻاʽʶʽʡة في ملاحʤة إلى ʛʽʷن الʱؔامل نȄʛʤة الى الʛʢʱق قʰل

سلʰي لؔʺʨن اشʱقاق ʨه الؔهȃʛائي الʴقل أن ʦنعل •

E⃗ = −∇⃗u(x, y) = −∂u

∂x
ı⃗− ∂u

∂y
ȷ⃗

داخل للاشʱقاق قابلة u ʨȞǽن ان ȋʛʷǽ معʙوم. (φ) Șغلʻم مʻʴʻى على الʴقل هʚا تؔامل
.(φ) حʙود ∮وعلى

(φ)

−→E (x, y)d−→M = 0 «Théorème de Stokes»
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∮
(φ)

E⃗(x, y)dM⃗ = −
∮
(@)

∇⃗u(x, y) · dM⃗ = −
∮
(Q)

du(x, y) = 0

(φ2). و (φ1) ʧȄارʶم إلى Șالʺغل الʺʻʴʻى هʚا ʦʶتق

∮
(φ)

du(x, y) = 0 =

∫ B(φ1)

A(φ1)

dy(x, y) +

∫ B(φ2)

A(φ2)

du(x, y).∫ B(φ1)

A(φ1)

du(x, y) = −
∫ A(φ2)

B(φ2)

du(x, y) =

∫ B(φ2)

A(φ2)

du(x, y)

الʱؔامل أن ǽعʻي ∫هʚا B

A

du = −
∫ B

A

E⃗.dM⃗ = −
∫

(Exdx+ Eydy)

الʺʰʱع. الʺʶار ʧع مʱʶقل
Ex =

−∂u

∂x

Ey = −∂u

∂y

سʨداني2 ش. الأسʱاذة:
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إذن:
∂Ex

∂y
=

−∂2u

∂x

∂Ey

∂x
= − ∂2u

∂x∂y

∂Ex

∂y
=

∂Ey

∂x
∫ومʻه: B

A

du = −
∫ B

A

E⃗ · dM⃗ الʱؔامل ʨȞǽن لؔي ȋʛʷال ʨوه∫ B(φ)

A(φ)

(udx− vdy) الʺʰʱع الʺʶار ʧع ∫مʱʶقل B(φ)

A(φ)

f(3)d3 =

∫ B(φ)

A(@)

(udx− vdy) + i

∫ B(φ)

A(φ)

(vdx− udy)

ȋʛʷǼ الʺʰʱع الʺʶار ʧع مʱʶقل
∂u

∂x
=

∂v

∂y
∂u

∂y
= −∂v

∂x

كʨشي-رȄʺان. شʡʛي ʧم ʧʽققʴم هʺا ʧیʚوال

كʦشي نȂʙʢة 2.3
الأولى الʻʶغة 1.2.3

Ȍȃʛت مʶارات على الʺأخʨذة الʱؔاملات D الʺʳال ʧم نقʢة كل في تʴلʽلʽة دالة f(z) ʗكان إذا
مʶʱاوȄة. D الʺʳال ʧم B Aو ʧʽʱʢنق

الʰانʻة الʻʶغة 2.2.3
داخل Șمغل مʻʴʻى Γ و « Simplement Connexe » D مʳال على تʴلʽلʽة دالة ʗكان إذا

فإن: ∮الʺʳال
Γ

f(3)d3 = 0

سʨداني3 ش. الأسʱاذة:
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الʰانʻة كʦشي نȂʙʢة
داخل D الʺʳال ȋنقا كل ʙʻع f(z) الʙالة قʽʺة ʧع ʛʰتع والʱي أساسʽة عʰارة Ǽاسʱʻʱاج تʶʺح
D الʺʳال في مʱʶقʽʺاً مغلقا اًر مʶا (φ) ʧȞʽول D الʺʳال في تʴلʽلʽا تاǼعاً الʱاǼع ʧȞʽل D

.(φ) Ǽالʺʶار الʺغلʨق الʺʳال في ʰاً ʛؗم عʙداً a ʥلʚك ʧȞʽول

الʱالي: الʱؔامل ʖʶʴʻل∮
φ

f(t)dt

t · a
t ∈ C/a ∈ D∮

φ

g(t)dt

t = 0 ʙʻع معʛفة ʛʽغ g(t) ʘʽح
g(a) = ∞ أن: إذ

D على تʺاما معʛفة g(t) :ʖʱؔت

∮
φ

g(t)dt = 0∮
φ′
g(t)dt =

∮
φ′

f(t)

t− a
= 0

=

∮
φ−ε

f(t)

t− a
dt+

∮
φi

f(t)

t− a
dt+

∮
φn−2

f(t)

t− a
dt =

∮
φ2

f(t)

t− a
dt

ε → 0 الʻهاǽة ʙʻع
0 =

∮
φ

f(t)

t− a
dt =

∮
G

f(t)

t− a
dt

t = reiθ + a یلي: كʺا t ʖʱؔن a ʜ ʛؗʺال ذات G الʙائʛة Ȍʽʴم على

سʨداني4 ش. الأسʱاذة:
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∮
φ

f(t)

t− a
dt =

∮ 2π

0

f
(
a+ reiθ

)
rieiθdθ

a+ reiθ − a

=i

∮ 2π

0

f
(
a+ reiθ

)
dθ = i lim

r→0

∮ 2π

0

f
(
a+ reiθ

)
dθ

=i

∮ 2π

0

f(a)dθ = if(a)2π∮
φ

f(t)

t− a
dt =if(a)2π

f(a) =
1

2πi

∮
φ

f(t)

t− a
dt

الʰانʻة كʦشي نȂʙʢة
.φ Ǽالʺʶار Șالʺغل الʺʳال داخل تʴلʽل f(t) •

a ȑʨʱʴǽ الʺʶار
f(a) =

1

2πi

∮
φ

f(t)

t− a
dt

f(z) =
1

2πi

∮
φ

f(t)

t− z
dt, z ∈ D

...
f ′(z) =

1

2πi

∮
φ

f(t)

(t− z)2
dt

f ′′(z) =

f ′′(n)(z) =
n!

2πi

∮
φ

f(t)

(t− z)n+1
dt

سʨداني5 ش. الأسʱاذة:
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