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  المصفوفات
  مفهوم المصفوفة 1.

تساوي  الموجبة تماماً وأصغر أوالذي يرمز إلى مجموعة الأعداد الطبيعيّة  nℕنذكر بالرمز
  إلى حلقة تبديليّة ما. A بالرمز . وسنرمز في بقيّة هذه الفقرةℕمن  nالعدد 

عموداً، كل تطبيق  pسطراً و nذات  Aمن عناصر الحلقة  مصفوفةً نسمّي  .عريفت1-1. 
n منطلقه اموعة p×ℕ ℕ  الحلقة يأخذ قيمه فيو Aونرمز بالرمز . ( )n p×M A  إلى

  .E′عموداً من عناصر الحلقة  pسطراً و nذات مجموعة المصفوفات 
)من  Mلقد جرت العادة أن نمثل مصفوفة  )n p×M A بالشكل  :  
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   .تعريف 2-1.
)من مصفوفة  جزئية مصفوفة نسمّي � , )( )

n pij i jM a ∈ ×= ℕ ℕ  من( )n p×M A   ّكل
) مصفوفة ) ( ) ( , )( )

r si j i jaλ µ ∈ ×ℕ ℕ حيث : r nλ →ℕ ℕ و: s pµ →ℕ ℕ هما 
I,ة بالرمز فتابعان متزايدان تماماً. وفي هذه الحالة نرمز إلى هذه المصفو  JM حيث 

ImI λ= وImJ µ=.  
1من مصفوفة  كل   مصفوفةَ سطرٍ نسمّي  � ( )p×M Aمصفوفة من عمود  مصفوفةَ ، و كل

1( )n×M A.  
)من مصفوفة  كلn   من المرتبة  مصفوفة مربعّةنسمّي  � )n n×M A ونرمز إلى مجموعة ،

) بالرمز nالمصفوفات المربعّة من المرتبة  )nM A.  
)كل مصفوفة مربعّة مثلثيّة عليا  مصفوفةنسمّي  � )ijM a=  من( )nM A تحقّق ، 

0iji j a> ⇒ =  

 الفصل التاسع
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)كل مصفوفة مربعّة   مثلثيّة سفلىمصفوفة نسمّي  � )ijM a=  من( )nM A ،تحقّق  
0iji j a< ⇒ =  

)كل مصفوفة مربعّة   مصفوفة قطريةّوأخيراً نسمّي  � )ijM a=  من( )nM A ،تحقّق  
0iji j a≠ ⇒ =  

)ونسمي المصفوفة  � )n ijI a=  من( )nM A الصيغة المعرفّة بij ija δ= ، حيثijδ 
)في  الواحديةّالمصفوفة  ،كرونيكر  هو رمز )nM A.  

  العمليّات على المصفوفات 2.

)ن كيحلقة تبديليّة. ل Aسنفترض في هذه الفقرة أيضاً أنّ    , )n p  2من∗ℕ  يمكننا تزويد
( )n p×M A  ّبقانوني تشكيل، أولهما داخلي(    يأتي:معرّف كما  +(

) كانت  أياًّ  � )ijM a=  و( )ijN b=  من( )n p×M A  كان   

( , )( )
n pij ij i jM N a b ∈ ×+ = + ℕ ℕ  

) وثانيهما خارجي   :أتي، ومعرّف كما يA، مجموعة مؤثراته ⋅(

) كانت  أياًّ  � )ijM a=  من( )n p×M A  وλ  منA  كان   

( , )( )
n pij i jM aλ λ ∈ ×⋅ = ℕ ℕ  

)ونتحقّق بسهولة أنّ  ( ), )n p× +M A  ه في حالة عناصر ة تبديليّة وأنّ زمرλ وµ  منA ،
)من  Nو Mومصفوفات  )n p×M A .تتحقق الخواص الآتية  
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)كانت البنية   Kحقلاً  A فإذا كانت الحلقةُ  ( ), , )n p× + ⋅M A  ًشعاعياً على فضاءK.  
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)كانت   أياًّ ومن جهة أخرى،  � , , )n p q 3 من∗ℕأتي، نعرّف قانون ضرب المصفوفات كما ي :  

: ( ) ( ) ( ), ( , )n p p q n q M N L M N× × ×× → = ×× M M MA A A ֏  

) تفإذا كان )ijM a= من ( )n p×M A و( )ijN b=  من( )p q×M A  عرّفنا المصفوفة
( )ijL c=  من( )n q×M A بالعلاقات :  

1

( , ) ,
p

n q ij ik kj
k

i j c a b
=

∀ ∈ × = ∑ℕ ℕ  

  ليسهل إجراء عملية الضرب هذه: الآتيهذا وننصح، بترتيب المصفوفات كما في الشكل 
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  .خاصّة مهمّة من خواص ضرب المصفوفات الآتيةتبينّ المبرهنة 

)الأعداد  لتكن .مبرهنة1-2. , , , )n p q r  4من∗ℕولتكن ، M من( )n p×M A وN  من
( )p q×M A وL  من( )q r×M A عندئذ يكون .  

( ) ( )M N L M N L× × = × ×  

  الإثبات

)لنفترض أنّ  )ijM a= و( )ijN b= و( )ijL c= عندئذ يكون .  

1

( , ) , [ ]
p

n q ij ik kj
k

i j M N a b
=

∀ ∈ × × = ∑ℕ ℕ  
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  وكذلك يكون

  
1

( , ) , [( ) ] [ ]
q

n r ij im mj
m

i j M N L M N c
=

∀ ∈ × × × = ×∑ℕ ℕ  

  ومن ثمَ 

  
1 1

( , ) , [( ) ] ( )
q p

n r ij ik km mj
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i j M N L a b c
= =

∀ ∈ × × × = ∑ ∑ℕ ℕ  

  أخيراً و 
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= =

∀ ∈ × × × = ∑∑ℕ ℕ  

  

  ومن جهة أخرى،

  
1
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  إذن
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  ومن ثمَ 
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  وأخيراً 

  
1 1

( , ) , [ ( )]
q p

n r ij ik km mj
m k

i j M N L a b c
= =

∀ ∈ × × × = ∑∑ℕ ℕ  

)ومنه نستنتج أنّ  ) ( )M N L M N L× × = × ×.  	  
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   ملاحظات 2-2.

إنّ قانون ضرب المصفوفات قانون تشكيل داخلي على مجموعة المصفوفات المربعّة من المرتبة  �
n  أي( )nM A وتصبح بذلك البنية .( )( ), ,n +×M A  الضرب فيها  حلقةً، حيادي

 .nI هو المصفوفة الواحديةّ

) وتكون الحلقة )nM A  2 كانت  أياًّ غير تبديليّة n≤ المثال الآتي، كما يبين :  
0 1 1 1 0 0
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)وتُصبح البنية  )( ), , ,n ⋅ +×M A  جبراً غير تبديلي على الحلقةA.  
)من  M مصفوفة إنّ نقول  � )nM A  ٌعنصراً قلوباً في الحلقة إذا وفقط إذا كانت  قلَوبة

( )( ), ,n +×M A ونرمز بالرمز ،( )nGL A الحلقة إلى زمرة العناصر القَلوبة في 
( )( ), ,n +×M A.  

Mعوضاً عن  MNداء عادة الجنكتب  Nو Mعند ضرب مصفوفتين  � N×.  

  .Kحقل تبديليّ نرمز إليه بالرمز  Aأنّ الحلقة  بحثسنفترض في بقيّة هذا ال

) : إنّ مبرهنة 3-2. )( ), ,n p× + ⋅M K  شعاعي منتهي البعد علىفضاء Kبعُده يساوي ، np.  

  الإثبات
) إنّ إثبات كون الفضاء )n p×M K فضاءً شعاعياً على K  ٌاً كان نعرّف، أيّ  ومتروك للقارئ. سهل

( , )i j  منn p×ℕ ℕة، المصفوف ( )( , )

( , ) n p

i j
ij kq

k q
E λ

∈ ×
=

ℕ ℕ
) من  )n p×M K  بالعلاقة

( , )i j
k q i k j qλ δ δ=،  حيثαβδ 1 هو رمز كرونيكر الذي يحُقّقααδ 0αβδو = إذا كان  =

α β≠.  
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) نُلاحظ بسهولة أنّ الجملة )
( , ) n p

ij i j
E

∈ ×
=E

ℕ ℕ
) أساس للفضاء  )n p×M K نسمّيه ،

dim نرى أنّ ومن ثمَّ ، الأساس القانوني ( )n p np× =M
K

K  ّلأنnp  موعةهو عدد عناصر ا

n p×ℕ ℕ .  	  

) تكون مجموعة المصفوفات المثلّثيّة العليا .مبرهنة 4-2. )U
nT K وكذلك مجموعة المصفوفات ،

)المثلّثيّة السفلى  )L
nT Kجبريَن جزئيّين من ، ( )nM K.  ًّمنهما مغلق بالنسبة أي إنّ كلا 

  .nIلاث ويحتوي على المصفوفة الواحديةّ إلى العمليات الث

  الإثبات
) يكفي أن نتحقق أنّ جداء ضرب مصفوفتين من )U

nT K  ينتمي إلى( )U
nT Kق من ، لأن التوث

)كون  )U
nT K  ًمن  اً جزئي اً شعاعيّ  فضاء( )nM K  .سهل جدّاً ومتروك للقارئ  

)من  Nو M لتكن )U
nT K ّولنفترض أن .( )ijM a= و( )ijN b= عندئذ يكون .  

� �

2

1

1 0 0

( , ) ,

[ ] 0

n

i n

ij ik kj ik kj
k k i

i j

i j M N a b a b

−

= =↵ ↵

∀ ∈

> ⇒ × = + =∑ ∑

ℕ

  

)بأسلوب مماثل حالة  ثبتُ لقارئ ياونترك  )L
nT K.  	 

  

) تكون مجموعة المصفوفات القطريةّ .مبرهنة 5-2. )nD Kبديلياًّ من، جبراً جزئيّاً ت ( )nM K.  

  الإثبات

  	   الإثبات تحقق مباشر متروك للقارئ.
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  مصفوفة تطبيق خطّي 3.

. وليكن Kبُعد على حقل تبديليّ فضاءين شعاعيين منتهيي ال FوE: ليكن  تعريف1-3.

1 2( , , , )pe e e=E 1و E أساساً للفضاء … 2( , , , )nf f f=F  أساساً للفضاء …
F وأخيراً ليكن .u تطبيقاً خطيّاً من E إلى F ّعاع . يُكتب الش( )ju e  بطريقة وحيدة

  :كما يأتي  Fبعناصر الأساس  خطيّةً  عبارةً 

1

( )
n

j ij i
i

u e a f
=

= ∑  

) . نسمّي المصفوفةpℕن م jكان   أياًّ وذلك    , )( )
n pij i ja ∈ ×ℕ ℕ  من( )n p×M K 

)mat، ونرمز إليها Fو Eفي الأساسين  u مصفوفة التطبيق الخطيّ  , , )u E F،   كما
  : يبينّ الشكل التوضيحيّ التالي

 1

1 11 1 1

1

( ) ( ) ( )

mat( , , )

j p

j p

i ij

n n nj n p

u e u e u e

f a a a

uf a

f a a a

= E F

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯  

1وأخيراً نلاحظ أنهّ إذا كان    2( , , , )nf f f∗ ∗ ∗ ∗=F    ، كانFالأساس الثنوي للأساس …
( , ) , , ( )n p ij i ji j a f u e∗∀ ∈ × =ℕ ℕ  

  لاحظة السابقة.من التعريف والم تنتج المبرهنة التالية مباشرة  

. وليكن Kفضاءين شعاعيين منتهيي البُعد على حقل تبديليّ  Fو E : ليكن مبرهنة 2-3.

1 2( , , , )pe e e=E 1و E أساساً للفضاء … 2( , , , )nf f f=F  أساساً للفضاء …
Fعندئذ يكون التطبيق .  

: ( , ) ( ), mat( , , )n pE F u u×Φ →L M E FK ֏  
  تقابلاً خطياًّ.
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وليكن  ،Kليّ فضاءين شعاعيين منتهيي البُعد على حقل تبدي Fو E ليكن .مبرهنة 3-3.
dimE p= وdimF n= . ُّليكن ثمu تطبيقاً خطياًّ من E إلى Fرتبته ، r .

1وجد أساس عندئذ ي 2( , , , )pe e e=E أساس أيضاً ويوجد ، E للفضاء …

1 2( , , , )nf f f=F   :يحُققان، F للفضاء …
 

, ,

1 0 0

0

1 0
0 0 1

mat( , , )

0

0 0

r p

pn

r

n r r n r p

r

r

u J

n

p

r

r × −

− × − × −

= =E F

⋯

⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱
⋯

  
  الإثبات

rguا كان لـمّ  r=   كان بعُدkeru  ًمساوياp r− 1. ليكن إذن( , , )r pe e+ أساساً  …
)1، ولنتممه إلى أساس keru لفضاء الجزئيل , , )pe e=E اء . ثمُّ لنعرّف الفضEللفضاء  …

)1vectالجزئي  , , )rG e e= kerE، فيكون … G u= ⊕.  
 ، تطبيق خطّي متباين لأنّ Gu، أي Gعلى  uإنّ مقصور 

{ }ker ker 0Gu u G= ∩ =  

)ومن ثمَّ إذا عرّفنا  )i if u e=  في حالةi  منrℕ 1، كانت الجملة( , , )rf f…  جملة حرةّ في
F مها إذن إلى أساس1، لنتم( , , )nf f=F قق بسهولة أنّ لمصفوفة نتح عندئذ. Fللفضاء  …
u  في الأساسينE وF  في نص المبرهنة أي  فالشكل الموصو  

  , ,mat( , , ) n p ru J=E F  	  

. K ثلاثة فضاءات شعاعية منتهية البُعد على حقل تبديليّ  Gو Fو Eلتكن .مبرهنة4-3.
)من  uالتطبيق  وليكن , )E FL، وv  من( , )F GL.  ،س االأس كان  أياًّ عندئذ

1( , , )pe e=E )1 الأساس، و E للفضاء … , , )nf f=F  ، وأخيراً F للفضاء …
)1 الأساس , , )mg g=G    : ، كانG للفضاء …

mat( , , ) mat( , , ) mat( , , )v u v u= ×E G F G E F	  
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  الإثبات
)matلنضع  , , ) ( )iju a=E F  وmat( , , ) ( )ijv b=F Gفيكون .  

1

1

, ( )

, ( )

n

p j ij i
i
m

n i ki k
k

j u e a f

i v f b g

=

=

∀ ∈ =

∀ ∈ =

∑

∑

ℕ

ℕ

  

  كان،  pℕمن  jاً كان ينتج من ذلك أنهّ، أيّ 

1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n m m n m

j ij i ij ki k ki ij k kj k
i i k k i k

v u e a v f a b g b a g c g
= = = = = =

= = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑	  

 حيث
1

n

kj ki ij
i

c b a
=

=   . إذن ∑

mat( , , ) ( )ijv u c=E G	  
  ساواة المطلوبة:كافئ المي وهذا

   mat( , , ) mat( , , ) mat( , , )v u v u= ×E G F G E F	  	  

وليكن  .Kفضاءين شعاعيين منتهيي البُعد على حقل تبديليّ  Fو Eليكن .ملاحظة5-3.

1 2( , , , )pe e e=E 1، وE أساساً للفضاء … 2( , , , )nf f f=F  .F أساساً للفضاء …
)من  uنتأمّل تطبيقاً خطيّاً  , )E FL ، نضع أخيراً و mat( , , ) ( )i jM u a= =E F . ّا  لـم

  كان التطبيق  Eضاء لفأساساً ل E كان

1

1
1

: ( ) , ( )
p

p j j
j

p

x

E X X x e

x

×
=

 
 
 Φ → = Φ = 
 
  

∑E E
M K ⋮ ֏  

  الآتي تقابلاً خطياً. التطبيقكان   ،F لفضاءأساس ل Fلأنّ ، تقابلاً خطيّاً. وكذلك 

1

1
1

: ( ) , ( )
n

n i i
i

n

y

F Y Y y f

y

×
=

 
 
 Φ → = Φ = 
 
  

∑F F
M K ⋮ ֏  
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)، وليكن Eعنصراً من  x ليكن )y u x=باتيعُطى شعاعُ مرك . x  على الأساسE  بالعلاقة
1( )X x−= Φ
E

)1بالعلاقة  F على الأساس yشعاع مركّبات  يعطى، وكذلك  )Y y−= Φ
F

 .
Yيرتبطان بالعلاقة  Yو Xويتحقّق القارئ بسهولة أنّ  الشعاعين M X= فإذا عرفّنا . ×

  التطبيق الخطّي 
1 1: ( ) ( ), ( )M p n MU X U X M X× ×→ = ×M MK K ֏  

1صار لدينا 
MU u−= Φ Φ

F E
	   تبديلي الآتيويمكن تلخيص ذلك بالقول إنّ المخطّط  .	

 
1 1( ) ( )

M
p n

U

E F
u

× ×

Φ ΦE F

M MK K

  
) لتكن المصفوفة .تعريف 6-3. )ijM a=  من( )n p×M K منقول. نسمي M  المصفوفة

( )t
ijM b=  من( )p n×M K  يأتيالمعرفّة كما   

( , ) ,p n ij jii j b a∀ ∈ × =ℕ ℕ  
)من  Mنقول إنّ المصفوفة المربعّة    )nM K إذا وفقط إذا كان متناظرة tM M= .

tMإذا وفقط إذا كانت تحقق  تخالفيةونقول إا  M= . لقد جرت العادة أن نرمز بالرمز −
( )nS K إلى مجموعة المصفوفات المربعة المتناظرة من المرتبة nوبالرمز ، ( )nA Kة إلى مجموع

  بعض الخواص البسيطة. الآتية. تلخّص المبرهنة n المصفوفات المربعة التخالفية من المرتبة
   مبرهنة 7-3.
:إنّ التطبيق  � ( ) ( ), t

n p p n M M× ×Θ →M MK K   تقابلٌ خطّي. ֏
)من  A اً كانأيّ  � )n p×M K وB  من( )p m×M K  كان ( )t t tA B B A× = ×.  
)من A اً كانت المصفوفة القَلوبةأيّ  � )nM Kكانت ، tA 1قلَوبة و 1( ) ( )t tA A− −=.  
)من  إنّ كلاًّ  � )nS K و( )nA K  فضاء شعاعي جزئي من( )nM K وإذا كان العدد المميّز ،

) ، كان2لا يساوي  K للحقل ) ( ) ( )n n n= ⊕M S AK K K وكان  
( 1)

dim ( )
2n

n n +
=S K   و   ( 1)

dim ( )
2n

n n −
=A K   
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  الإثبات
  مباشر وبسيط نتركه للقارئ. �إثبات الخاصة  إنّ  �
)لنفترض أنّ  � )ijA a=  ّوأن( )ijB b= عندئذ يكون .  

1 1

[ ( )] [ ] [ ] [ ] [ ]
p p

t t t t t
ij ji jk ki ik kj ij

k k

A B A B a b B A B A
= =

× = × = = = ×∑ ∑  

)ان ك  أياًّ وذلك  , )i j  منm n×ℕ ℕ وهذا ما يثبت الخاصّة .�.  

)مصفوفة قلَوبة من  Aلتكن  � )nM K 1، عندئذ نجدB A−=  في( )nM K تحُقّق   

nA B B A I× = × =  

  نجد �وبالاستفادة من 
t t t t t

n nB A A B I I× = × = =  

1قلَوبة، ويكون  tAومن ثمَّ تكون  1( ) ( )t tA A− −= .  

) من واضح من التعريف أنّ كلاًّ  � )nS K و( )nA K  فضاء شعاعي جزئي من( )nM K.   وإذا
)2كان  , )

( )
n

ij i j
E

∈ℕ
) الأساس القانوني للفضاء  )nM Kنت الجملة، كو ( , )( )

nij i j TS حيث  ∋

{ }2( , ) :n nT i j i j= ∈ ≤ℕ و   

:
( , ) ,

:
ii

n ij
ij ji

E i j
i j T S

E E i j

 =∀ ∈ = 
 + ≠

  

)أساساً للفضاء الجزئي  )nS Kإذن .  

( )
( 1)

dim ( ) card
2n n

n n
T

+
= =S K  

 ققت المساواةتح 2 يساوي Kلنلاحظ، انطلاقاً من التعريف، أنه إذا كان العدد المميز للحقل 
( ) ( )n n=A SK K .  
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تكون الجملة وعندها  .2لا يساوي  Kلذلك سنفترض فيما يأتي أنّ العدد المميز للحقل 
1( )ij ji i j nE E ≤ < )أساساً للفضاء الجزئي  −≥ )nA K،  َّومن ثم  

{ }( )2 ( 1)
dim ( ) card ( , ) :

2n n

n n
i j i j

−
= ∈ < =A K ℕ  

)من  M المصفوفة تكان  أياًّ وأخيراً،  ) ( )n n∩A SK K   كانtM M M− =  ، ومن ثمَّ =
0M    لدينا ،من جهة أولى ،. إذن2لا يساوي  Kلأنّ العدد المميز للحقل  =

{ }( ) ( ) 0n n∩ =A SK K  

  ومن جهة ثانية لدينا

( ) ( )

1 1( ), ( ) ( )
2 2

n n

t t
nM M M M M M

∈ ∈

∀ ∈ = + + −

S A

M

K K

K


�������������
 
�������������

  

)وهذا ما يثبتُ أنّ  ) ( ) ( )n n n= ⊕M S AK K K.  	  

 . ليكنKعلى حقل تبديليّ  فضاءين شعاعيين منتهيي البُعد Fو E ليكن .مبرهنة 8-3.

1( , , )pe e=E )1 وأساسه الثنوي ه Eلفضاء أساساً ل … , , )pe e∗ ∗ ∗=E ، وليكن …

1( , , )nf f=F )1 أساسه الثنوي Fلفضاءأساساً ل … , , )nf f∗ ∗ ∗=F نتأمّل . …
)من  uتطبيقاً خطياًّ  , )E FL ،عندئذ يكون  

( )mat( , , ) mat( , , )
t tu u ∗ ∗=E F F E  

  الإثبات 
)matلنضع  , , ) ( )iju a=E F وmat( , , ) ( )t

iju b∗ ∗ =F Eعندئذ يكون .  

, ,
( ), , ( )t

ij j i j i jiE E F F
b u f e f u e a∗ ∗

∗ ∗= = =  

  	  وهي النتيجة المطلوبة.
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  رتبة مصفوفة 4.

)لتكن المصفوفة .تعريف 1-4. )ijM a=  من( )n p×M Kنسمّي أعمدة . M  َالجملة

1( ( ), , ( ))pC M C M…  1من عناصر الفضاء( )n×M K  المعرّفة كما يلي 

1

2, ( )

j

j
p j

nj

a

a
j C M

a

 
 
 
 ∀ ∈ =  
 
 
  

ℕ
⋮

  

)1 جملةَ العناصر M وكذلك نسمّي أسطر   ( ), , ( ))nR M R M… الفضاء عناصر من 
1 ( )p×M K المعرفّة كما يلي  

1 2, ( )n i i i inj R M a a a ∀ ∈ =   
ℕ ⋯  

)من  Mلتكن المصفوفة  .تعريف 2-4. )n p×M K رتبة المصفوفة. نسمّي M  ارتبة أعمد
)1في الفضاء  )n×M Kونرمز إلى هذه الرتبة بالرمز . rgMأي .  

( )1rg dim vect ( ( ), , ( )pM C M C M= …  

. وليكن Kفضاءين شعاعيين منتهيي البُعد على حقل تبديليّ  Fو E ليكن .مبرهنة 3-4.

1 2( , , , )pe e e=E 1، وE أساساً للفضاء … 2( , , , )nf f f=F  أساساً للفضاء …
F كان   أياًّ . عندئذu  من( , )E FL  ،كان  

rg mat( , , ) rgu u=E F  

  الإثبات
  من جهة أولى، لدينا

( )1 1rg dim Im rg ( ), , ( )u u u e u e= = …  
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  ، كان التطبيقF لفضاءأساساً ل Fا كان لـمّ ومن جهة ثانية، 

1

1
1

: ( ) , ( )
n

n i i
i

n

y

F Y Y y f

y

×
=

 
 
 Φ → = Φ = 
 
  

∑F F
M K ⋮ ֏  

  يحُقق تقابلاً خطيّاً 
, ( ( )) ( )p j jj C M u e∀ ∈ Φ =

F
ℕ  

  ذنإ
( )
( )

1

1

rg rg ( ( )), , ( ( ))

rg ( ), , ( ) rg
p

p

u C M C M

C M C M M

= Φ Φ

= =
F F

…

…
  

  	  وهذا يثبت المطلوب.

)مصفوفة من  M: لتكن  ملاحظة 4-4. )n p×M Kلخطيّ . وليكن التطبيق ا  

1 1: ( ) ( ),M p nU X M X× ×→ ×M MK K ֏  

rg عندئذ يكون rg MM U=لأن أعمدة المصفوفة ، M  هي صورة الأساس القانوني في الفضاء
1( )p×M K  ّطبيق الخطّي وفق التMU.  

  الموافقة في حالة التطبيقات الخطيّة.المبرهنة  من الآتيةاستنتاج المبرهنة في هذه الملاحظة  تفيدنا

)من  Mلتكن  .مبرهنة 5-4. )nM K متكافئة الآتية. إنّ الخواص.  
  قلَوبة. Mالمصفوفة  �
� rgM n=.  
)في  Rوجد ت � )nM K تحُقّق nM R I× =.  
)في  Lوجد ت � )nM K تحُقّق nL M I× =.  

)مصفوفة من  Mلتكن  .مبرهنة 6-4. )n p×M Kعندئذ يكون .  
rg rgtM M=  
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  الإثبات
)1الأساس القانوني في  Eℓ يكنل )×M Kℓ ولنرمز بالرمز .∗Eℓ  إلى أساسه الثنوي. ولنتأمّل التطبيق

  الخطّي
1 1: ( ) ( ),M p nU X M X× ×→ ×M MK K ֏  

  3-8.عندئذ يكون لدينا استناداً إلى المبرهنة 
mat( , , )M p nM U= E E   وmat( , , )t t

M n pM U ∗ ∗= E E  
rgمما درسناه في بحث الثنويةّ، أنّ ستفادة بالالكن، نعلم و  rg t

M MU U= َّنستنتج أنّ  ، ومن ثم  
     rg rgtM M=  

  	  وهي النتيجة المرجوّة.

Eلتكن .نتيجة M  مصفوفة من( )n p×M Kة. إنّ رتب M  هي رتبة أسطرها في الفضاء

1 ( )p×M K ومن ثمَّ يكون .rg min( , )M n p≤.  

  الآتية.حصلنا على النتيجة  خواص رتبة تطبيق خطّيوإذا استفدنا من 

)من  A : لتكن نتيجة8-4. )n p×M K ،وB  من( )p m×M Kعندئذ .  
 rg( ) min(rg , rg )A B A B× ≤  


)rg قلَوبة كان A إذا كانتف  ) rgA B B× =.  

)rg قلَوبة كان B وإذا كانت  ) rgA B A× =. 

 

  تغيير الأساس 5.
)1 وليكن .K فضاء شعاعيّاً منتهي البُعد على حقل E ليكن .مبرهنة1-5. , , )ne e=E … 

) . وأخيراً لتكنE أساساً للفضاء )ijP p= مصفوفة من ( )nM K حتى تكون جملة .

)1 الأشعّة , , )na a=A حيث ، …
1

n

j ij i
i

a p e
=

= يلزم ويكفي  E، أساساً للفضاء ∑

  قلَوبةً. Pفةُ أن تكون المصفو 
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  الإثبات
)التطبيق الخطّي من  uليكن  )EL المعرّف بالشرط , ( )n j jj u e a∀ ∈ =ℕعندئذ يكون . 

( )mat , ,P u= E E الآتية.. ومن ثمَّ تكون لدينا التكافؤات  

)A فيأساس) (E⇔Aدتول) ( rg ) ( rg ) (P n P n u E⇔ = ⇔ =   )قلَوبة⇔

  	  وهذا يثبت المطلوب.

)1 . وليكنK فضاء شعاعيّاً منتهي البُعد على حقل E ليكن .تعريف2-5. , , )ne e=E … 
)1 ، وليكنE أساساً للفضاء , , )ne e′ ′ ′=E . نسمّي Eأساساً آخر للفضاء  …

مزوّداً  E ، من الفضاءEI، مصفوفة التطبيق المطابق E′إلى  E من مصفوفة الانتقال

)، أي E مزوّداً بالأساس إلى الفضاء نفسه E′بالأساس , ) ( , )EIE E′ →E E ونرمز .
P الرمزإلى هذه المصفوفة ب ′E

E
)mat، فيكون  , , )EP I′ ′=E

E
E E.  

)1. وليكن K فضاء شعاعيّاً منتهي البُعد على حقل E ليكن .مبرهنة 3-5. , , )ne e=E … 
)1، وليكن Eأساساً للفضاء  , , )ne e′ ′ ′=E كان   أياًّ . عندئذ Eأساساً آخر للفضاء  …

x  منE   كان  
X P X′ ′= ×E

E
  

1 وقد كتبنا 1[ , , ] ( )t
n nX ξ ξ ×= ∈M K… بات على دلالةشعاع مرك x الأساس في 

E أي ،
1

n

i i
i

x eξ
=

= 1، و∑ 1[ , , ] ( )t
n nX ξ ξ ×

′ ′ ′= ∈M K… شعاع  دلالة على

، أي E′ الأساس فيأيضاً  x مركبات العنصر
1

n

i i
i

x eξ
=

′ ′= ∑.  

  لإثباتا
)لتكن  )ijP p′ =E

E
  ، عندئذ يكون

1

,
n

n j ij i
i

j e p e
=

′∀ ∈ = ∑ℕ  
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  ومن ثمَّ 

1 1 1 1 1

( ) ( )
n n n n n

j j j ij i j j i
j j i i j

x e p e p eξ ξ ξ
= = = = =

′ ′ ′ ′= = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

ولأنهّ لدينا أيضاً 
1

n

i i
i

x eξ
=

=   ، ينتج أنّ ∑

1

,
n

n i ij j
j

i pξ ξ
=

′∀ ∈ = ∑ℕ  

Xوهذا يُكافئ المساواة  P X′ ′= ×E
E

  	  .المطلوبة 
  .تقابلين الآتيانكان التطبيقان الخطيان   E لفضاءأساسين ل E′و Eا كان لـمّ  .ملاحظة 4-5.

1 1
1

1 1
1

: ( ) , [ , , ]

: ( ) , [ , , ]

n
t

n n i i
i

n
t

n n i i
i

E e

E e

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

×
=

′ ×
=

Φ →

′ ′ ′ ′Φ →

∑

∑

E

E

M

M

K

K

… ֏

… ֏

  

  : التعبير عن المبرهنة السابقة بكتابةويمكننا 
1 1, ( ) ( )x E x P x′− −

′∀ ∈ Φ = ×ΦE
E E E

  

ثلاثة  Gو Fو E . ولتكنKفضاء شعاعياًّ منتهي البُعد على حقل  E ليكن .مبرهنة 5-5.
P. عندئذ يكون Eأساسات للفضاء  P P= ×G F G

E E F
.  

  الإثبات
  الآتيإذا تأمّلنا المخطّط التبديلي 

  
)mat أمكننا أن نكتب , , ) mat( , , ) mat( , , )E E EI I I= ×G E F E G F.  وهذه هي

 	  لمطلوبة.المساواة ا

( , ) ( , )

( , )

E E

E

E F

G

EI

EI
EI
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 E′و E . وليكنK فضاءين شعاعيّين منتهيي البُعد على حقل Fو E ليكن .مبرهنة6-5.
تطبيقاً خطياًّ من  u . وأخيراً ليكنF أساسين للفضاء F′و F، وEأساسين للفضاء 

( , )E FL. عندئذ يكون  
1mat( , , ) mat( , , ) ( )u P u P′ ′ −′ ′= × ×F E

F E
E F E F  

  ثباتالإ
  الآتيكما في المبرهنة السابقة، يكفي أن ننظر في المخطّط التبديلي 

 

1

( , ) ( , )

( , ) ( , )

E F

uE F

I I

uE F

−

′ ′

E F

E F
 

  	  فنجد المطلوب.
  

)من  Bو Aنقول عن مصفوفتين  .مبرهنة وتعريف 7-5. )n p×M K  ّإذا وفقط  متكافئتانما إ
)من  Pإذا وُجِدَتْ مصفوفتان قلَوبتان  )pGL K وQ  من( )nGL K قانتحُق 

B Q AP= ونكتب في هذه الحالة ،B A≈الآتية . وتكون العلاقة الثنائيّة  
( ), ( ),p nA B P Q B QAP≈ ⇔ ∃ ∈ ∃ ∈ =GL GLK K  

)المعرفّة على عناصر  )n p×M K ، موعة.هذه علاقة تكافؤ علىا  

)مصفوفتين من  Bو Aلتكن  .مبرهنة 8-5. )n p×M K عندئذ ،  
rg rgA B A B≈ ⇔ =  

  الإثبات

)إن الاقتضاء    4-8.واضح استناداً إلى النتيجة  ⇒(

)مصفوفة من  Aوبالعكس، لتكن  )n p×M K  ق تحُقrgA r= وليكن .AU  ّالتطبيق الخطي
  أي Aلمصفوفة القانوني الموافق ل

1 1: ( ) ( ),A p nU X A X× ×→ ×M MK K ֏  



 تغيير الأساس 143

  

)1الأساسين القانونيين في  nEو pE فإذا كان )p×M K  1و( )n×M K على التوالي، كان  

mat( , , )A p nA U= E E  
pيوجد أساسان  3-3.ولكن بمقتضى المبرهنة 

′E وn
′E  1في( )p×M K 1و( )n×M K  على

  انيحُققالتوالي، 
, , mat( , , )n p r A p nJ U ′ ′= E E  

  يكون ،5-6.ومن ثمَّ، بالاستفادة من المبرهنة 
  1

, , ( )pn

n p
n p rA P J P

′′ −=
EE

E E
  

,وهذا  يثُبت أنّ  ,n p rA J≈.  
rgفإذا كان  rgB r A= ,كان   = ,n p rB J A≈ . وهذا يُبرهن صحةَ الاقتضاء الثاني ≈

) أي )⇐.  	  

) من Bو A نقول عن مصفوفتين مربعّتين .مبرهنة وتعريف 9-5. )nM K  ماإذا  متشابهتانإ
)من  Pوفقط إذا وُجِدَتْ مصفوفة قَلوبة  )nGL K 1 تحُقّقB P AP−= ونكتب في ،

Bهذه الحالة  A≅لعلاقة :المعرفّة با . وتكون العلاقة الثنائيّة  
1( ),nA B P B PAP−≅ ⇔ ∃ ∈ =GL K  

)علاقة تكافؤ على اموعة  )nM K.  

)مصفوفتين مربعّتين من Bو Aلتكن  .مبرهنة 10-5. )nM Kما متشاتان. . ولنفترض أ
  الآتية.عندئذ تتحقّق الخواص 

  متشاتان. tBو tAإنّ المصفوفتين  �

  .ℕ∗من  mكانت   أياًّ وذلك  متشاتان، mBو mAإنّ المصفوفتين  �

  متشاتين. −1Bو −1A قلَوبة وكانت المصفوفتان Bقلَوبة كانت  Aوإذا كانت  �

  الإثبات

  	  إنّ إثبات هذه المبرهنة بسيط انطلاقاً من التعريف ونتركه تمريناً للقارئ.
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  أثر مصفوفة وأثر تطبيق خطّي 6.

) لتكن .تعريف 1-6. )ijA a=  مصفوفة مربعّة من( )nM Kنسمّي العنصر . 
1

n

ii
i

a
=
من  ∑

K أثر المصفوفة A ونرمز إليه بالرمز ،trA.  

  خواص أثر مصفوفة. الآتيةتلخص المبرهنة   
  مبرهنة 2-6.
trإنّ التطبيق  � : ( ) , trn A A→M K K )شكلٌ خطيّ على  ֏ )nM K.  
)من  A كانت  أياًّ  � )nM K  ،كان tr( ) tr( )tA A=.  
tr، أي nإنّ أثر المصفوفة الواحديةّ يساوي  � nI n=.  
)من  A كانت  أياًّ  � )n p×M K وB  من( )p n×M K  ،كان  

tr( ) tr( )AB BA=  
  الإثبات

  .إنّ الخواصّ الثلاث الأولى واضحة من التعريف. لنثبت فقط الخاصة الرابعة
)لنضع  )ijA a=  و( )ijB b= فيكون  

1

, [ ]
p

n ii ij ji

j

i AB a b
=

∀ ∈ = ∑ℕ    

  و
1

, [ ]
n

p jj ji ij
i

j BA b a
=

∀ ∈ = ∑ℕ  

  ومن ثمَّ 

1 1 1

1 1 1

tr [ ] ( )

( ) [ ] tr

n n p

ii ij ji

i i j

p n p

ij ji jj
j i j

AB AB a b

a b BA BA

= = =

= = =

= =

= = =

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
  

  	  وهذا يثُبت المطلوب.

)تبينّ الخاصة التالية أنّ أثر المصفوفة هو الشكل الخطيّ الوحيد من  ( ))n
∗M K  قالذي يحُق

  من المبرهنة السابقة. �و �الشرطين 
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  . وليكن0يساوي  K لحقللنفترض أن العدد المميز ل .مبرهنة 3-6.
: ( )nΦ →M K K  

) شكلاً خطيّاً على   )nM K ق الشرطينيحق  
  ( ) ,nI nΦ =  

)  و  )2( , ) ( ) , ( ) ( )nA B AB BA∀ ∈ Φ = ΦM K  
trΦعندئذ يكون    =.  
  الإثبات

)2 ليكن , )( )
nij i jE ∈ℕ  الأساس القانوني للفضاء( )nM K لقارئ يتحقق صحةَ الخاصّة ا. نترك

  : الآتية
4( , , , ) ,n ij k j iki j k E E Eδ∀ ∈ =ℓ ℓℓ ℕ  

  ، كانnℕمن  jو i المختلفانكان الدليلان   أياًّ ومن ثمَّ،  رونيكر.هو رمز ك αβδ حيث

1 1 1 1ij i j j iE E E E E= −  
  لذا يكون

   2( , ) , ( ) 0n iji j i j E∀ ∈ ≠ ⇒ Φ =ℕ  
  ، كان1عن  المختلف، nℕمن  jكان الدليل   أياًّ ومن جهة أخرى، 

1 1 1 1jj j j j jE E E E E= −  
  إذن يكون

   11, ( ) ( )n jjj E E∀ ∈ Φ = Φℕ  
)11فإذا عرفّنا  )Eλ = Φ  ووضعناtrλΨ = Φ −   بق، كان لدينا استناداً إلى ما س⋅

2( , ) , ( ) 0n iji j E∀ ∈ Ψ =ℕ  
0Ψنستنتج من ذلك أنّ  trλΦأو أنّ  = = ⋅.  

)ا كان لـمّ و  )nI nΦ 1λلنجد  λ حسابأمكننا  = يّز . وهنا نستفيد من كوْن العدد المم=
. وبذلك nالعددَ  K. في الحقيقة يكفي ألاّ يقسمَ العددُ المميـّزُ للحقلِ 0يساوي Kلحقل ل

  	  .يكتمل الإثبات
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)مصفوفتين مربعّتين من  Bو A لتكن .مبرهنة4-6. )nM K تان. عندئذما متشاولنفترض أ .
trيكون  trA B=.  

  الإثبات
)من  Pتوجد بمقتضى الفرْض مصفوفة قلَوبة  )nGL
K 1 تحُقّقA P B P−=لذا .  

  1 1tr tr( ) tr( ) tr( ) trnA P B P P P B I B B− −= = = =   	  

 . وليكن التطبيق الخطيّ K فضاءً شعاعياً منتهي البُعد على حقل Eليكن  .مبرهنة وتعريف5-6.
u  من( )ELعندئذ لا يتعلّق المقدار . tr(mat( , , ))u E E  ختارالـمُ بالأساس E 

  .truونرمز إليه بالرمز  u أثر التطبيق الخطي. لذلك نسمّيه Eللفضاء 
  الإثبات

P، ولنضعEأساساً آخر للفضاء  E′ ليكن P ′= E
E 5-6.. فيكون، بمقتضى المبرهنة،  

1mat( , , ) mat( , , )u P u P−′ ′=E E E E  
)matينتج من ذلك أنّ  , , ) mat( , , )u u ′ ′≅E E E Eومن ثمَ يكون ،  

( ) ( )tr mat( , , ) tr mat( , , )u u ′ ′≅E E E E  
  	  وهو المطلوب إثباته.

  الآتية.نستنتج من التعريف السابق ومن خواص أثر المصفوفة النتيجة   

  .Kفضاءً شعاعياً منتهي البُعد على حقل  E: ليكن  مبرهنة6-6.

trإنّ التطبيق  � : ( ) , trE u u→L K )شكلٌ خطيّ على  ֏ )EL.  
)من uكان   أياًّ  � )EL لدينا ،tr tr tu u=.  
tr، أي dimEإنّ أثر التطبيق المطابق يساوي  � dimEI E=.  
)من  vو uكان  أياًّ  � )ELدينا ، لtr( ) tr( )u v v u=	 	.  
rgكان   ،E للفضاء 1 إسقاطاً  p إذا كان � trp p=.  

�
�  

                                             
)أي  1 )p E∈ L  ويحقّقp p p=	. 
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  اتـتمرين

Jلتكن  1. التمرينa b
M c d

 
=  

  
  . أثبت أنAقة تبديلية مصفوفة ثوابتها في حل 

( ) ( )2
2 0M a d M ad bc I− + + − =  

  الحـل
  في الحقيقة، لدينا

( )2

2

( )

0
( )

0

d b a b
M a d I M

c a c d

bc ad
ad bc I

bc ad

   −
   − + = ×   −      
 −
 = = − − −  

  

  وهي النتيجة المطلوبة. وبوجه خاص
   2

2( ), vect( , )M M I M∀ ∈ ∈M K  ú  
Jموعة 2. التمرينلنتأمّل ا D  المكوّنة من المصفوفات( )

ij
A a=  من( )nM ℝ  قالتي تحُق

  الشرطين

1

, 1
n

n ij

j

i a
=

∀ ∈ =∑ℕ    و( ) 2, , 0n iji j a∀ ∈ ≥ℕ  

  لقة بالنسبة إلى عمليةّ ضرب المصفوفات.مغ D اموعة أثبت أنّ  �
)من  Aعين المصفوفات  � )n∩D GL ℝ  ق1التي تحُقA− ∈ D .  

  الحـل
)1إلى الشعاع من  1111لنرمز بالرمز  )n×M ℝ  باته الواحد. عندئذ تنتمي الذي تساوي جميع مرك

)المصفوفة  )
ij

A a=  إلىD  2إذا وفقط إذا كان( , ) , 0
n ij

i j a∀ ∈ ≥ℕ وA =1 11 11 11 1.  
  موجبة، وكان ABكان من الواضح أنّ أمثال   Dمصفوفتين من  Bو Aفإذا كانت  �

( ) ( )AB A B A= = =1 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 1  
ABإذن  ∈ D.  
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)لتكن  � )
ij

A a=  مصفوفة قلوبة منD  ا1ولنفترض أنّ مقلو ( )
ij

B A b−= ينتمي  =

nAB. نستنتج من المساواة Dإلى  I=  أنهّ في حالةs t≠  يكون
1

0
n

sk kt
k

a b
=

ولكنّ  ∑=

  جميع حدود هذا اموع موجبة، إذن لقد أثبتنا أنّ 

  2
1 1 2 2( , ) , ( ) ( 0)n s t s t sn nts t s t a b a b a b∀ ∈ ≠ ⇒ = = = =ℕ ⋯  ( )∗  

) . بالطبع لا يمكن أن تكون الجملةnℕعنصراً من  jليكن  )
nij ia ∈ℕ ومة، وإلاّ ما كانت معد

A  موعةقلوبة. إذن ا{ : 0}
j n ij

C i a= ∈ ≠ℕ  ّغير خالية. لنفترض أنs وt  عنصران
من 

j
C عندئذ بالاستفادة من الخاصّة .(   نرى أنّ  ∗(

0 \{ }, 0

0 \{ }, 0
tj n jk

sj n jk

a k t b

a k s b

≠ ⇒ ∀ ∈ =

≠ ⇒ ∀ ∈ =

ℕ

ℕ
  

tفإذا كان  s≠   0كان
jk

b )من  kكان   أياًّ  = \{ }) ( \{ })n n nt s∪ =ℕ ℕ ℕ  وهذا
sقلَوبةَ. إذن يجب أن يكون  Bيناقض كون المصفوفة  t= ّوبذلك نكون قد أثبتنا أن ،

card( ) 1
j

C ). لنرمز إذن = )jσ  إلى العنصر الوحيد في
j

C ولنضع ،( )j j j
aσ λ= فيكون  

2
( )( , ) ,n ij j i ji j a σλ δ∀ ∈ =ℕ  

  على رمز كرونكر المعروف. دلالةً  αβδالرمز  ستعملناوقد ا
1إذا كان  2j j≠  ّ1وافترضنا أن 2( ) ( )j jσ σ=   كان العمودان

1
( )jC A و

2
( )jC A  مرتبطين

:. إذن يجب أن يكون التطبيق لوبةً قَ  Aوهذا يناقض كون المصفوفة  ،خطيّاً  n nσ →ℕ ℕ 
  .nℕمتبايناً، فهو إذن تبديل على اموعة 

  
)مصفوفة قلوبة من  Aلقد أثبتنا أنهّ إذا كانت  � )nM ℝ  من وكانت أمثال كلA 1وA− 

)1موجبة، وُجدت أعداد  , , )nλ λ…  من( )n∗
+ℝ  ووُجِد تبديلσ  فيnS قتحُق 

2( ) ( , )
( )

n
j i j i j

A σλ δ
∈

=
ℕ

إذ إنّ مقلوب المصفوفة  . والعكس صحيح وضوحاً 

2( ) ( , )
( )

n
j i j i j

A σλ δ
∈

=
ℕ

)هو   )1
2

1
( ) ( , ) n

i i j i jσ
λ δ −
−

∈ℕ
.  



تمرينـات  149  

  

تجنا أنّ ، استنDأيضاً إلى  −1Aوأن تنتمي Dمصفوفة قلوبة من  Aفإذا اشترطنا أن تكون 
)2الصيغة  Aللمصفوفة  ) ( , )

( )
n

j i j i j
A σλ δ

∈
=

ℕ
A، واستنتجنا من كون  =1 11 11 11 أنّ  1

, 1n jj λ∀ ∈ =ℕ إذن يوجد تبديل .σ  فيnS  ق2يحق( ) ( , )
( )

n
i j i j

A σδ ∈
=

ℕ
 .

  D.  úوبالعكس، تكون كل مصفوفة من هذا الشكل قلوبة وتنتمي هي ومقلوا إلى 

Jنقول إنّ المصفوفة  3. التمرين( )ijA a=  من( )nM ℝ  ًّحقّقت  إذا وفقط إذا متناظرة مركزيا
): الشرط ) 2

1 , 1, ,n ij n i n ji j a a + − + −∀ ∈ =ℕ.  
)لتكن  � ), 1i n jP δ + )المصفوفة من  =− )nM ℝ التي جميع ثوابتها أصفار ما عدا تلك ،

متناظرة مركزياًّ إذا وفقط إذا كان  Aأثبت أنّ  التي تقع على القطر الثانوي فتساوي الواحد.
PA AP=.  

  أثبت أنّ جداء ضرب مصفوفتين متناظرتين مركزياًّ هو مصفوفة متناظرة مركزياًّ.  �
  اظرة مركزياًّ. أثبت أنّ مقلوب مصفوفة قلَوبة متناظرة مركزياًّ هو مصفوفة متن �
  الحـل
)لتكن المصفوفة  � )ijA a=  من( )nM ℝ ّعندئذ نجد بحساب مباشر أن .  

1 , , 1
1

1 , 1 ,
1

[ ]

[ ]

n

ij ik n k j i n j
k
n

ij n i k kj n i j
k

AP a a

AP a a

δ

δ

+ − + −
=

+ − + −
=

= =

= =

∑

∑
  

  إذن
2

1 , 1 ,

2
1 , 1

( , ) , [ ] [ ]

( , ) ,

n n i j n i j

n ij n i n j

AP PA i j PA AP

i j a a

+ − + −

+ − + −

= ⇔ ∀ ∈ =

⇔ ∀ ∈ =

ℕ

ℕ
  

  وهذا يثبتُ التكافؤ المطلوب.

)مصفوفتين متناظرتين مركزياًّ من  Bو Aلتكن  � )nM ℝ عندئذ .  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )AB P A BP A PB AP B PA B P AB= = = = =  

  أيضاً. مصفوفة متناظرة مركزياًّ  ABوهذا يثبتُ أنّ 
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)مصفوفةً قلوبةً متناظرة مركزياًّ من  Aلتكن  � )nM ℝ عندئذ بضرب طرفيَ المساواة .
AP PA=  1بالمقدارA−  1من الطرفين نجد 1 1 1( ) ( )A AP A A PA A− − −  أو =−

1 1A P PA−   ú  متناظرة مركزياًّ أيضاً. −1A. فالمصفوفة =−

)يمكن أن نثبت أنّ مجموعة المصفوفات المتناظرة مركزياًّ في  .ملاحظة � )nM ℝ ًّن فضاءً جزئياتكو ،

)من  )nM ℝ  بعُده
2 2 1

2 2

n n   +   =   
   

.  

Jليكن  4. التمرينα  وβ عددين حقيقيين مختلفين، ولتكن M  من( )nM ℝ مصفوفة تحقّق  
( )2 0, ,n n nM M I M I M Iα β αβ α β− + + = ≠ ≠  

)أثبت أن بعُد الفضاء الشعاعي الجزئي  1. ) vect( , )nV M M I=  2يساوي.  

)أثبت أنه لا توجد في  2. )V M  إلاّ مصفوفتان مختلفتانA وB تحققان الشروط  
{ } 20, ,nA I A A∉ }و    = } 20, ,nB I B B∉ =.  

0ABثم أثبت أن  BA= )وأن  = , )A B لفضاءأساس ل ( )V M.  

) أثبت أنّ  3. )V M  جبر جزئي من( )nM ℝ ّه إذا كانت ، وأنC  من( )V M  مصفوفة
)عنصراً من  −1C كانقلَوبة   )V M.  

  الحـل
)لنثبت أنّ الجملة  1. , )nM I  ّ0جملة حرةّ. في الحقيقة، لنفترض أنnM Iλ µ+ =.  

Â  0إذا كانتλ µ، عرفّنا ≠
κ

λ
= nM. وعندئذ يكون − Iκ= وبالتعويض في العلاقة 

2 ( ) 0nM M Iα β αβ− + + =  
2جذرٌ  لكثير الحدود  κتنتج أنّ نس ( ) ( )( )X X X Xα β αβ α β− + + = − ، أي −
nMإنّ  Iα=  أوnM Iβ= .وهذا يخُالف الفرْض 

Â  0إذن يجب أن يكونλ 0nM ، وعندئذ نستنتج من المساواة= Iλ µ+ 0µأنّ  = = 
 أيضاً.

)بذلك نكون قد أثبتنا أنّ الجملة  , )nM I  أساسٌ للفضاء( )V M  ّوأنdim ( ) 2V M =.  
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)ن مصفوفة م Cلتكن  2. )V M  عندئذ يوجد عددانλ وµ  قانيحُقnC M Iλ µ= + .
  وعندئذ يكون

( )( )
( )

( )
( ) ( )

2

2 2

2

2

( ) ( 1)

( 1) ( 1)

( ) (2 1) ( 1)

( ) 2 1 ( 1)

n n n

n

n n

n

C C C I C M I M I

M M I

M I M I

M I

λ µ λ µ

λ µλ µ λ µ µ

λ α β αβ λ µ µ µ

λ λ α β µ µ µ λ αβ

− = − = + − +

= + + − + −

= + − + − + −

= + + − + − −

  

)وعليه، لأنّ الجملة  , )nM I  ّجملة حرةّ، نستنتج أن  

2
2

( ( ) 2 1) 0

( 1) 0
C C

λ λ α β µ

µ µ λ αβ

 + + − == ⇔ 
 − − =

  

0λفإذا كان  µ{0,1}استنتجنا من المعادلة الثانية أنّ  = ,0}ومن ثمَّ أنّ  ،∋ }nC I∈ .
  وعليه 

2
2 2

2 2

2 1 ( )
( ) ( {0, })

(2 1) 4 1

1 ( )

2
( ) 1

1 1
( , ) , , ,

1 1
( ), ( )

n

n n

C C C I

C M I M I

µ λ α β

µ λ αβ

λ α β
µ

λ α β

β α
λ µ

α β α β β α β α

β α
α β β α

 − = − += ∧ ∉ ⇔ 
 − = +
 − + =⇔ 
 − =

   − −    ⇔ ∈        − − − −     
   ⇔ ∈ − − 
 − −  

  

1نعرّف إذن 
( )nA M Iα

β α
= −

−
1و 

( )nB M Iβ
α β

= −
−

  فيكون 

{ } { }2( ) : 0, , ,nC V M C C I A B∈ = =  
  ونلاحظ أنّ 

( )

2

2

2

1
( )( )

( )
1

( ) 0
( )

n n

n

AB BA M I M I

M M I

α β
α β

α β αβ
α β

= = − − −
−

= − − + + =
−
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)إنّ الجملة ف وكذلك , )A B  0جملة حرةّ، لأنهّ إذا كانaA bB+ استنتجنا، بضرب طرفي  =
0aA أنّ  Aهذه المساواة بالمصفوفة  0a، ومن ثمَّ = 0Aلأنّ  = . وهذا بدوره يقتضي ≠

0bأنّ  )ا كان بعُد الفضاء لـمّ . و = )V M  استنتجنا أنّ  2يساوي( , )A B  أساس للفضاء
( )V M.  

)يكفي لإثبات أنّ  3. )V M  جبرٌ جزئي من( )nM ℝ  ّأن نلاحظ أنnI M∈  وأنّ جداء
)ضرب عنصرين من  )V M  ينتمي إلى( )V M ّوهذا في الحقيقة أمرٌ بسيط إذا لاحظنا مثلاً أن ،  

( )( )aA bB a A b B aa A bb B′ ′ ′ ′+ + = +  

Cوأخيراً لتكن  aA bB= )مصفوفة ما من  + )V M ّولنفترض أن .C قلوبة. عندئذ  مصفوفة
0aيجب أن يكون  0bو ≠ لوبة. فإذا عرفّنا غير قَ  Bو A، لأنّ كلاً من ≠

1 1
a b

C A B′ =   كان لدينا وضوحاً   +

nCC C C A B I′ ′= = + =  
1إذن  ( )C C V M− ′=   ú  المطلوب.إثبات . وبذا يتمّ ∋

  
Jلتكن  5. التمرينA وB  المصفوفتين من( )3M ℝ :المعرّفتين كما يلي  

1 0 1 1 1 0

1 1 0 , 0 1 1

0 1 1 1 0 1

A B

   − −   
   

= − = −   
   
   − −
   

  

  موعةولتكن ا  
( ){ }23 : ( , )xA yB x y= + ∈ ∈H M ℝ ℝ  

)احسب  1. )nA B+  ًّكانت   أياn  منℕ.  

)ليست قلوبة في  Hأثبت أن عناصر  2. )3M ℝ.  

)بت أن البنية أث 3. ), ,+ ×H، لجمع وضرب المصفوفات في  ×و + إذ يمث( )3M ℝ ،
  .ℂ. عينّ حيادي الضرب وأثبت أن هذا الحقل يشاكل تقابلياً حقل الأعداد العقدية حقلٌ 
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  الحـل
Kلنضع  1. A B=   ولنلاحظ أنّ  +

2 1 1

1 2 1

1 1 2

K

 − 
 = − 
 −  

  

2نجد بحساب بسيط أنّ  3K K=   أنّ  n، وهذا يتيح لنا أن نثبتَ بالتدريج على العدد −
1, ( 3)n nn K K∗ −∀ ∈ = −ℕ  

,1]لنعرّف الشعاع  2. 1, 1]te 0Ae. عندئذ نلاحظ أنّ = 0Beو =   . إذن =
, 0M Me∀ ∈ =H  

)3وهذا بالطبع يثُبتُ أنّ  )∩ = ∅H GL ℝ.  
 Pصفوفات، ومن المناسب أن نعرّف المصفوفة نجري في هذا السؤال بعض الحسابات على الم 3.

  :الآتية

2 3

0 0 1 0 1 0 1 0 0

1 0 0 , 0 0 1 , 0 1 0

0 1 0 1 0 0 0 0 1

P P P I

     
     
     = = = =     
     
          

  

Aفيكون  P I= 2Bو − P I=   .  وأخيراً نعرّف−
2

2

1 1
( ) (2 )

3 3
1 1
( ) ( )

3 3

A B I P P

A B P P

= − + = − −

= − = −

1111

JJJJ

   

)vectمن الواضح أنّ  , )=H 1 J1 J1 J1 J  .نلاحظ مباشرة استناداً إلى الطلب الأوّل أنّ  ككذل
2 =1 11 11 11   نّ وأ، 1

2 2 21 1
(2 )( ) ( )

3 3 3
I P P P P P P= = − − − = − =1J J1 J1J J1 J1J J1 J1J J1 J  

2    و 2 2 21 1
( ) ( 2 )

3 3
P P P P I= − = + − = −J 1J 1J 1J 1  

  : يأتيالمعطى كما  ℝعلى الحقل  Hو ℂبين الفضاءَين الشعاعيين  Φلنتأمّل إذن التقابل الخطّي 
: , ( i)x y x yΦ → Φ + = ⋅ + ⋅Hℂ 1 J1 J1 J1 J  
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  كما نلاحظ أنّ 

( )

( i) ( i) ( ) ( )

( ) ( )

( i)( i)

x y x y x y x y

xx yy xy yx

x y x y

′ ′ ′ ′Φ + Φ + = + × +

′ ′ ′ ′= − + −

′ ′Φ + +=

1 J 1 J1 J 1 J1 J 1 J1 J 1 J

1 J1 J1 J1 J  

هو، في آن  Φوأنّ التطبيق  ،مغلق بالنسبة إلى ضرب المصفوفات Hوبذلك نكون قد أثبتنا أنّ 
)معاً، تقابلٌ وتشاكلٌ بين الحقل  ), ,+×ℂ  والبنية( ), ,+×H  ًفهي إذن حقلٌ يشاكل تقابليّا

)حقل الأعداد العقديةّ. وحيادي الضرب في  ), ,+×H  1111هو.  ú  

J1 ليكن الفضاء الشعاعي 6. نالتمري( )pE ×= M ℝ 2 حيثp )من u وليكن .≤ )EL 
ي  لخطّي الذ ]1شعاعٍ  كل ب يقرنالتطبيق ا , , ]t

pX x x=  عاع، الشEمن الفضاء  …

1( ) [ , , ]t
pu X Y y y= =   المعرّف كما يلي : ،Eمن  …

{ }\

1
,

1
p

p i j
j i

i y x
p ∈

∀ ∈ =
− ∑

ℕ

ℕ  

)matعينّ  1. , , )A u= E E ،1و( , , )pe e=E   .Eهو الأساس القانوني في  …

) المصفوفة الواحديةّ في I كنلت 2. )pM ℝ ، لتكن وJ المصفوفة في ( )pM ℝ  التي جميع
  .1 تساوي ثوابتها
  .ℕمن  n في حالة nJاحسب  �
)توجد ثنائية  ،ℕمن  nكانت   أياًّ أثبت أنه  � , )n na b  قيطلب تعيينهاتحق  

n
n nA a A b I= +  

  .−1Aقلَوبة واحسب  Aأثبت أن  �
1يوجد  أثبت أنه � 2( , )λ λ  2فيℝ ،1 تحُقّق 2( )( ) 0A I A Iλ λ− − =.  

1لتكن  3. 1p
C A Ip p

−
= . Eفي الأساس  qمصفوفة لإسقاط  C. أثبت أنّ +

1عينّ كلاً من  ImE q= 2 و kerE q= ًثم عينّ أساسا ،F لفضاءل E  تكون
)المصفوفة عنده  )mat , ,A u= F Fɶ مصفوفة قطريةّ، وعينّ مصفوفة قلَوبة Q  تحُقّق

1A Q AQ−= ɶ.  
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  الحـل
  شرة أنّ في الحقيقة نجد مبا 1.

0 1 1

1 01

11

1 1 0

A
p

 
 
 
 =  −  
 
  

⋯

⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱

⋯

  

2Jنلاحظ أولاً أنّ  �2. pJ=  ّ1وينتج من ذلك أن, n nn J p J∗ −∀ ∈ =ℕ.  

)نلاحظ أنّ  �2. 1)p A J I− =   تتبادلان استنتجنا أنّ  Jو I، ولأنّ المصفوفتين −

0

1

( 1) ( ) ( 1)

1
( 1) ( 1)

( 1) ( 1)
( 1)

n
n n n k n k k

n
k

n
n k n k k

n
k

n n
n

p A J I C J

I C p J
p

p
I J

p

−

=

−

=

− = − = −

  = − + −    

− − −
= − +

∑

∑  

  وأخيراً 

( )
( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)
n n

n n n p
p A I I p A

p

− − −
− = − + + −  

  ومنه

1 1

1 ( 1) 1 ( 1)

( 1) ( 1)

n n

n n
n

n n

a b

p
A I A

p pp p p p− −

   − − −   = + + −     − −   

���������������
 
�������������������


  

2nوبوجه خاص، نجد في حالة  �2.   أنّ  =
2 1 1 1 1

( 1) ( 1)
1 2

1 1

p
A I A

p p p p p p

p
I A

p p

   −  = + + −     − −   
−

= +
− −

  

) ومنه )( 1) ( 2)p A p I A I− − −   لديناقلَوبة، و  Aإذن المصفوفة . =
1 ( 1) ( ( 2))A p A p p I− = − − − −  
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)2لقد رأينا أنّ  �2. 1) ( 2) 0p A p A I− − − −   وهذا يُكافئ =
( )( )( 1) 0p A I A I− + − =  

  ومنه

( )
1

0
1

A I A I
p

  + − =  − 
  

1إذن يكفي أن نعرّف 

1

1p
λ = −

−
2و  1λ   لنجد المطلوب. =

1لتكن  3. 1 1p
C A I J

p p p

−
= + 2Cعندئذ نرى مباشرة أنّ . = C=  ّوهذا يثُبتُ أن

  إسقاطٌ خطّي.هو الأساس القانوني،  لىإ، بالنسبة Cمصفوفته  الذي qالتطبيق الخطّي 

,1,1]وإذا عرفّنا الشعاع  ,1]t= 1لاحظنا أنّ  1111… tC
p

= ×1 11 11 11   وعليه، 1

1

1
( ), ( )t

nX CX X
p

×∀ ∈ =M ℝ 1 11 11 11 1  

  وهذا يثبتُ أنّ 

1 ImE q= = ℝ1111  و{ }2 1ker ( ) : 0t
nE q X X×= = ∈ =M ℝ 1111  

1ليكن إذن الأساس  2( , , , )pf f f=F كما   Eالمعرّف بدلالة الأساس القانوني  Eللفضاء  …
  : أتيي

1 1
1

, ,
p

p j p k k k
j

f e k f e e− +
=

= = ∀ ∈ = −∑ ℕ1111  

1فيكون  vect( )pE f= 2و 1 1vect( , , )pE f f −= ….  

1وبالاستفادة من كون  1p
q u I

p p

−
=   نجد +

1
, ( ) ( )

1 1p k k k

p
k u f q f f

p p
∀ ∈ = −

− −
ℕ  

  ومنه

1

1
( ) , , ( )

1p p p k ku f f k u f f
p

−= ∀ ∈ = −
−

ℕ  



تمرينـات  157  

  

  فيكون

�

1 0 0

0
1

mat( , , )
1

1 0

0 0 1

A u
p

p

 −
 
 
 
 = =  −  − 
 

−  

F F

⋯

⋱ ⋮

⋱ ⋱ ⋱

⋮ ⋱

⋯

  

  استنتجنا أنّ  ااوروإذا تأمّلنا المخطط التبديلي 
� 1A Q AQ−=  

)mat حيث , , )Q I= F Eأي .  

1 0 0 1

1 1 1

0 1 0

1 1

0 0 1 1

Q

 
 
 − 
 −=  
 
 
 

−  

⋯

⋱ ⋮

⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱

⋯

  

  ú  .المطلوب وهو

Jليكن 7. التمرين u  3التطبيق الخطّي من( )L ℝ  لأساس إلى امصفوفته بالنسبة  تعطىالذي
)القانوني  )1 2 3, ,e e e=E  : كما يلي   

1 2 3

2 3 1

3 1 2

M

 
 
 

=  
 
 
 

  

)matالمصفوفة  اكتب , , )M u′ ′ ′= E E 1 في حالة 2 3( , , )e e e′ ′ ′ ′=E  هو الأساس
  المعرّف كما يلي :

1 1 2 3 2 2 3 3 3, ,e e e e e e e e e′ ′ ′= + + = + =  
  

 ( ) ( )

( ) ( )

1

, ,

, ,

u
E E

I I

u
E E

−

E E

F F
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  الحـل
  لدينا 1.

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

( ) 2 3

( ) 2 3

( ) 3 2

u e e e e

u e e e e

u e e e e

= + +

= + +

= + +

  

  ونجد بحساب بسيط أنّ 
1 1

2 1 2 3

3 1 2 3

( ) 6

( ) 5

( ) 3 2

u e e

u e e e e

u e e e e

′ ′=

′ ′ ′ ′= − −

′ ′ ′ ′= − +

  

  إذن
6 5 3

mat( , , ) 0 1 2

0 1 1

u

 
 
 ′ ′ = − − 
 −  

E E  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

J1 ليكن الفضاء الشعاعي 8. التمرين( )nE ×= M ℝ ،2 حيثn  nSمن  σ. وليكن ≤
)من  pσ. ولننظر في التطبيق الخطّي nℕتبديلاً على اموعة )EL  يقرن بالذي كل 

]1شعاع  , , ]t
nX x x= (1)الشعاع  … ( )( ) [ , , ]t

np X x xσ σ σ= ….  

) عن المصفوفةكرونيكر   رمز عمال باستعبرّ  1. )mat , , ( )ij ijP p aσσ σ= =E E . في
)1حالة  , , )ne e=E   .Eهو الأساس القانوني في  …

) لتكن 2. )ij ijM m= من ( )nM ℝاحسب ، P Mσ وM Pσ 1وP M Pσ σ
−.  

  : استنتج أن المصفوفتين التاليتين متشاتان 3.
1 4 2 3 2 3 1 4

3 2 4 1 4 1 3 2
,

4 1 3 2 3 2 4 1

2 3 1 4 1 4 2 3

A B

   
   
   
   = =   
   
   
   
   

.  
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  الحـل

]1هو  Eمن الأساس القانوني في  jeا كان الشعاع لـمّ  1. , , ]t
j j nje δ δ= استنتجنا أنّ  …

( )jp eσ  1هو الشعاع( )j
e
σ−

بالنسبة إلى الأساس القانوني هي  pσ، وعليه فإنّ مصفوفة 
( )ijP aσσ   حيث =

2
( )( , ) ,n ij i ji j aσ σδ∀ ∈ =ℕ  

) لتكن 2. )ij ijM m= من ( )nM ℝعندئذ .  

1

( ) ( )
1

( ) ( )
1

[ ]

[ ]

n

ij i k kj i j
k
n

ij ik k j i j
k

P M m m

MP m m

σ σ σ

σ σ σ

δ

δ −

=

=

= =

= =

∑

∑
  

)كان   nSمن  تبديلين ′σو σوبوجه خاص، إذا كان  )( )i jPσ σδ′   ومن ثمَّ  =′

( )[ ] [ ]ij i j ijP P Pσ σ σ σ σ σδ′ ′ ′= =	 	  

1إذن نستنتج بوجه خاص أنّ 
1P Pσσ−

  . ومنه، نجد مباشرة أنّ =−
1

( ) ( )[ ]ij i jP MP mσ σ σ σ
− =  

1فإذا عرفّنا التبديل  3. 2 3 4

2 1 4 3
σ

  =   
والمصفوفة  ،

1 4 2 3

3 2 4 1

4 1 3 2

2 3 1 4

A

 
 
 
 =  
 
 
  

  كان لدينا  

1

2 3 1 4

4 1 3 2

3 2 4 1

1 4 2 3

P AP Bσ σ
−

 
 
 
 = =  
 
 
  

  

  ú  متشاتان. Bو Aوعليه فإنّ المصفوفتين 
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J1الشعاعان ليكن  9. التمرين[ , , ]t
nX x x= ]1و … , , ]t

nY y y= )1من  … )n×M ℝ ،
  نفترض أنّ 

2

1

1
n

k
k

x
=

2و   ∑=

1

1
n

k
k

y
=

و   ∑=
1

n

k k
k

x y θ
=

=∑  

t ونعرّف المصفوفة tM aX X bY Y= ⋅ + ) حيث ⋅ , )a b  2منℝ أثبت أنه .
3يحُققان  µو λيوجد عددان  2 0M M Mλ µ+ + =.  

) ادرس حالة المصفوفة )ijM m=  من( )nM ℝ : المعرفّة كما يلي  
: 0mod 2

: 1mod 2ij

i j
m

i j

α

β

+ == 
 + =

  

  الحـل

tA لنعرّف 1. X X= tBو  ⋅ Y Y=   . ولنلاحظ أنّ ⋅
2

1
2

1

,

,

.

t t t

t t t

t t t

t t t

A X X X X X X A

B Y Y Y Y Y Y B

AB X X Y Y X Y

BA Y Y X X Y X
θ

θ

θ

θ

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅


�����



�����



�����



�����


  

  وأخيراً نستنتج مما سبق أنّ 
2ABA Aθ= 2وBAB Bθ=.  

Mا كان لـمّ و  aA bB=   استنتجنا أنّ  +
2 2 2

3 2 2

3 3 2 2 2 2

3 2 2 3 2 2

( )( ) ( )

( ( ))( )

( )( )

( ) ( ) ( )( )

M aA bB aA bB a A b B ab AB BA

M a A b B ab AB BA aA bB

a A b B a b ab AB BA a bABA ab BAB

a a b A b ab B ab a b AB BAθ θ

= + + = + + +

= + + + +

= + + + + + +

= + + + + + +

  

  وعليه نرى أنّ 
3 2 2 2( ) ( 1)( ) ( 1)M a b M ab aA bB ab Mθ θ− + = − + = −  
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  وأخيراً 
3 2 2( ) (1 ) 0M a b M ab Mθ− + + − =  

) درس حالة المصفوفةلن 2. )ijM m=  من( )nM ℝ  يأتيالمعرّفة كما :  

: 0mod2

: 1mod2ij

i j
m

i j

α

β

 + == 
 + =

  

  نّ نلاحظ مباشرة أ

( 1)
2 2

i j
ijm

α β α β ++ −
= + −  

  كما يلي :  Yو Xفإذا عرفّنا الشعاعين 
1

11

1

X
n

 
 
 
 =  
 
 
  

⋮
و  

1

11

( 1)n

Y
n

 −
 
 
 =  
 
 
−  

⋮
  

ووضعنا 
2

a n
α β+

و  =
2

b n
α β−

  كان  =

t tM aX X bY Y= ⋅ + ⋅  
  ونلاحظ مباشرة أنّ 

( 1) 1
1, 1,

2

n
t t tX X Y Y Y X

n

− −
⋅ = ⋅ = ⋅ =  

  إذن في هذه الحالة لدينا
2 2

3 2 2 1 ( 1)
0

4 2

n

M n M n M
α β

α
 − − −  − + − =   

  

  وبصيغة مُكافئة

( )3 2 2 2 0
2 2

n n
M n M n Mα α β

         − + − − =         
  

  ú  وهي الصيغة المرجوّة.
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Jكان   أياًّ  10. التمرينa  منℝ نعرّف المصفوفة ،( )a ijM m=  من( )nM ℝ  : كما يلي  
1
1 :

0 :

i j i
j

ij

C a j i
m

j i

− −
− ⋅ ≥= 

 <

  

} أثبت أن اموعة 1. }( ) :a nG M a= ∈ ∈M ℝ ℝ زمرة جزئية من ( )nGL ℝ 
)شاكِل تقابلياً تُ  ),+ℝ.  
)تكن ل 2. )ijA a= و( )ijB b= من ( )nM ℝ.  ّ0ولنفترض أنija عندما  =

i j≥ ّ0، وأنijb iين يكون ح = j s≥ ,0} حيث − , 1}s n∈ −… .
)وأخيراً لتكن المصفوفة  )ijC AB c= 0ijc. أثبت أن =  يتحقق الشرط، عندما =

1i j s≥ − ). واستنتج أن − ) 0n
a nM I− =.  

]ن م Pأثبت أنه مهما يكن كثير الحدود  3. ]Xℝ ،يكن  
1

1

deg ( ) ( 1) ( )
n

k k
n

k

P n P X C P X ka−

=

< ⇒ = − +∑  

)لتكن  4. , )p n  2منℕ  0تحُقّقn p≥ p. نرمز بالرمز<
nS  إلى عدد التطبيقات الغامرة

. أثبت أن pℕإلى  nℕمن 
1

n
n k k

p n
k

p C S
=

= : يمكن حساب عدد   مساعدة. ∑

  بطريقتين.  pℕإلى  nℕالتطبيقات من 
pاستنتج قيمة  5.

nS 1. واحسب بوجه خاص
nS 2وnS.  

  الحـل

  بملاحظة أنّ  1.

( )
1

1 1 1 1
1 1

0 1

j j
j i j i i i j i i

j j
i i

X a C a X C a X

−
− − − − − −

− −
= =

+ = =∑ ∑  

  هي مصفوفة التطبيق الخطّي aM نستنتج أنّ 

1 1: [ ] [ ], ( )a n nX X P P X aτ − −→ +ℝ ℝ ֏  

)1بالنسبة إلى الأساس القانوني  )
n

k
kX −
∈=E ℕ  1للفضاء[ ]n X−ℝأي .  

( )mat , ,a aM τ= E E  
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0Mوهذا يفيدنا في إثبات أنّ  I= 1و
a aM M−

aو =− b a bM M M+ ، وعليه تكون =
)زمرة جزئيّة من  Gاموعة  )nGL ℝ ًتُشاكل تقابليّا ،( , )+ℝ  وفق التشاكل الزمري

aa M֏.  
) تكنل 2. )ijA a= و( )ijB b= من ( )nM ℝ ّ0.ولنفترض أنija iعندما  = j≥ ،

0ijbوأنّ  iحين يكون  = j s≥ ,0} حيث − , 1}s n∈  . وأخيراً لتكن المصفوفة…−
( )ijC AB c= )، وليكن = , )i j  2من

nℕ  1يحُقّقi j s≥ −   عندئذ .−

1 ( ) ( ) ] , [

0

( , )
n

n ij ik kj ik kj ik kj
k i k k j s k i j s

i j c a b a b a b
= ≥ ∨ ≥ − ∈ −

∀ ∈ = = +∑ ∑ ∑ℕ


���������������


  

1iفإذا كان  j s≥ − [كان   − , [i j s− = 0ijcومن ثمَّ  ∅ =.  
iوبناءً على كون  ،نستنتج مما سبق 3. j≥  يقتضي[ ] 0a ijM I−   أنّ ، =

1[( ) ] 0s
a iji j s M I +≥ − ⇒ − =  

,0}من  sوذلك بالتدريج على العدد  , 1}n 1s. وفي حالة …− n=   نجد −
[( ) ] 0n

a iji j n M I> − ⇒ − =  
)أي  ) 0n

aM I− iلأنّ الشرط  = j n> )كان   أياًّ محقق  − , )i j  2من
nℕ نستنتج إذن .

  أنّ 

0

( 1) ( ) 0
n

k n k k
n a

k

C M−

=

− =∑  

  وهذا يُكافئ
1

( 1) 0
n

k k
n ka

k

I C M
=

+ − =∑  

  الآتيةوهذه المساواة المصفوفيّة تُكافئ المساواة 

1

1

( 1)
n

k k
E n ka

k

I C τ−

=

= −∑  

]1بين تطبيقات خطيّة على  ]nE X−= ℝوهذه المساواة تُكافئ .  

1

1

deg ( ) ( 1) ( )
n

k k
n

k

P n P X C P X ka−

=

< ⇒ = − +∑  
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)لتكن  4. , )p n  2منℕ 0 تحُقّقn p≥ p . نرمز بالرمز<
nS  إلى عدد التطبيقات الغامرة من

nℕ إلى pℕ . لتكن( , )n pF ℕ ℕ  مجموعة التطبيقات منnℕ إلى pℕ.  وفي حالة مجموعة
B، نرمز بالرمز pℕمن  Bجزئيّة غير خالية 

nS  من إلى مجموعة التطبيقاتnℕ إلى pℕ  التي
). عندئذ من الواضح أنّ Bصورا  )

p

B
n B∅≠ ⊂S ℕ  تجزئة للمجموعة( , )n pF ℕ ℕإذن .  

card ( , ) card

p

B
n p n

B∅≠ ⊂

= ∑F S

ℕ

ℕ ℕ  

cardcardأنّ  أيضاً  من الواضحو  B B
n nS=Sإذن .  

card

1

card ( , )

p

B k k
n p n p n

B k p

S C S
∅≠ ⊂ ≤ ≤

= =∑ ∑F

ℕ

ℕ ℕ  

  أو
1

p
n k k

p n
k

p C S
=

= ∑  

  بالشكل pيمكننا كتابة النتيجة السابقة عندما تتحول قيمة  5.
0 0
0

0 0 1 1
1 1

0 0 1 1 2 2
2 2 2

0 0 1 1 2 2 3 3

0 0 1 1 2 2 3 3
0

0

1

2

n
n

n
n n

n
n n n

n j j
j n j n j n j n j n

n j j p p
n p n p n p n p n p n

C S

C S C S

C S C S C S

j C S C S C S C S C S

p C S C S C S C S C S C S

=

= +

= + +

= + + + + +

= + + + + + + +

⋮

⋯

⋮

⋯ ⋯

  

1من  Vو Sالشعاعين  عرفّنا فإذا ( 1)( )p× +M ℝ  كما يأتي  

1 20, , , , p
n n nS S S S =   

0و  … ,1 ,2 , ,n n n nV p =   
…  

1Vأمكن كتابة الجملة السابقة بالصيغة المصفوفاتية  SM=  1حيثM  هي المصفوفة التي
1aدرسناها سابقاً والتي توافق حالة  = .  
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0 0 0 0
0 1 2

1 1 1
1 2

2 2
1 2

0

0 0

p

p

p

p
p

C C C C

C C C

M C C

C

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋱

⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋯ ⋯

  

1ا كان لـمّ و 
1 1M M−

  أي =−
0 0 2 0 0
0 1 2

1 1 1 1
1 2

2 2 2
1 2

1

( 1) ( 1) ( 1)

0 ( 1) ( 1)

( 1)
( )

0 0

p
p

p
p

p
p

p
p

C C C C

C C C

C C
M

C

−

−
−

 − − − 
 − − 
 

− 
=  

 
 
 
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋱

⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋯ ⋯

  

1استنتجنا من 
1( )S V M   أنّ  =−

1 1 2 2

1

1 ( 1) 2 ( 1) ( 1)

( 1)

p n p n p n p p p
n p p p

p
p k k n

p
k

S C C p C

C k

− − −

−

=

= − + − + + −

= −∑

⋯

  

  وبوجه خاص 
1

2

3

1

2 2

3 3 2 3

n

n
n

n n
n

S

S

S

=

= −

= − ⋅ +

  

  ويمكننا أن نثبت أيضاً بالتدريج أنّ 
1

1 ( )p p p
n n nS p S S −
+ = +  

  مما يتيح لنا أن نبرهن أنّ : 
2

1 1!n
n nS n C+ += ⋅  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.



 166 المصفوفات

Jليكن  11. التمرين[ ]nE X= ℝ  فضاء كثيرات الحدود الحقيقية التي لا تزيد درجتها علىn. 
)التطبيقين الخطيّين من  δو dوليكن  )EL :المعرفّين كما يلي  

: : ( ) ( )

: : ( ) ( 1) ( )

d E E P X P X

E E P X P X P Xδ

′→

→ + −

֏

֏
    

)0 ليكن 1. )k k ne ≤ ≤=B أساس E :المعّرف كما يلي 

0
( 1) ( 1)

1, ,
!n k

X X X k
e k e

k

− − +
= ∀ ∈ =

⋯
ℕ  

)اكتب  � )mat , ,δ∆ = B B  مصفوفة التطبيقδ  لأساس إلى ابالنسبةB. 

)احسب المصفوفات  � )
n

k
k∈∆ ℕ.  

)اكتب  � )mat , ,D d= B B  مصفوفة التطبيقd  لأساس إلى ابالنسبةB.  
)بدلالة  dاستنتج عبارة  � )

n

k
kδ ∈ℕ.  

)بدلالة  δعبارة أيضاً  استنتجبالاستفادة من منشور تايلور.  2. )
n

k
kd ∈ℕ.  

  الحـل

)0حظ أنّ نلا �1. ) 0eδ 1و = 0( )e eδ 1kوأنهّ في حالة  =   لدينا ≤

( )

1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( )
( )

( 1)! ( 1)!
( 1) ( 1)

( 1) ( )
( 1)!

k

k

X X X X k X X X k
e

k k

X X X k
X X k e

k

δ +

+ − − + − −
= −

+ +
− − +

= + − − =
+

⋯ ⋯

⋯
  

  وعلى هذا يكون

1, 1

0 1 0 0

0 1

0 0 ( ) ( )

1

0 0

i j nδ + +

 
 
 
 
 ∆ = = ∈ 
 
 
 
  

M

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ℝ

⋮ ⋱

⋯ ⋯ ⋯

  

  هو رمز كرونيكر. αβδ حيث
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),أنّ  nℕمن  kلنثبت بالتدريج على العدد  �1. )k
i k jδ +∆ ، فإذا كان هذا صحيحاً في =

  كان  1n−ℕمن  kحالة 
1 1

1
, 1, 1,

1 1

[ ] [ ] [ ]
n n

k k
ij i j i k j i k j

k

δ δ δ

+ +
+

+ + + +
= =

∆ = ∆ ∆ = =∑ ∑ℓ ℓ ℓ ℓ
ℓ

  

  أي 

  
)0نلاحظ أنّ  �1. ) 0d e 1و = 0( )d e e=  ّن بحساب مباشر أنونتيق  

2 2 1 0

3 3 2 1 0

1
( )

2
1 1

( )
2 3

d e e e e

d e e e e e

′= = −

′= = − +

  

  لنثبت إذن بوجه عام أنّ 

1

1

1
, ( ) ( 1)

k
j

n k k k j
j

k d e e e
j

−
−

=

′∀ ∈ = = −∑ℕ  

1، فإذا استفدنا من المساواة kلنفترض صحّة هذه النتيجة في حالة 

1
( )

1k ke X k e
k

+ = −
+

 

  وجدنا

1

1
( ) ( )

1 1k k k

X k
d e e d e

k k
+

−
= +

+ +
  

  وإذا استفدنا من فرْض التدريج كتبنا

1
1

1

1 1
( ) ( 1)

1 1

k
j

k k k j
j

X k
d e e e

k k j

−
+ −

=

−
= + −

+ +
∑  

0 0 1 0 0

0 1

0

1

0

0 0

k

 
 
 
 
 
 
 ∆ =  
 
 
 
 
 
  

⋯ ⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱

⋮ ⋱

⋮

⋮ ⋮

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0

k
←→
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  ولكن

1

1 1

( ) ( )

( 1 )

( 1) ( )

k j k j k j

k j k j

k j k j k j

X k e X k j e je

k j e je

k e j e e

− − −

+ − −

+ − + − −

− = − + −

= + − −

= + − +

  

  إذن

( )

( )

( )

1

1 1 1
1

1
1

1 1
1 1

1
1

1 1
1 1

1

1

1 ( 1)
( )

1 1

1 ( 1) 1
( 1)

1 1

1 ( 1) 1
( 1) ( 1)

1 1

1 ( 1)

1

k j

k k k j k j k j
j

k kj
j

k k j k j k j
j j

k kj
j j

k k j k j k j
j j

j

k k j
j

j
d e e e e e

k j k

e e e e
k j k

e e e e
k j k

e e
k j

−

+ + − + − −
=

−
−

+ − + − −
= =

−
−

+ − + − −
= =

−

+ −
=

 − = + − +  + + 

−
= + − − +

+ +

−
= + − − − −

+ +

−
= +

+

∑

∑ ∑

∑ ∑

( )0
1

1
( 1)

1

k
k

ke e
k

− − −
+

∑

  

  وعليه نجد
11 1

1 1 0 1
1 1

( 1) ( 1) ( 1)
( )

1

k kj k j

k k j k j
j j

d e e e e
j k j

+− −

+ + − + −
= =

− − −
= + =

+
∑ ∑  

)وهي العلاقة المطلوبة. وعليه تأخذ المصفوفة  )mat , ,D d= B B : الشكل التالي  
1( 1)1 1

2 3
1 1
2 3

1
3
1
2

0 1

0 1

1

1

0 0

n

n

D

−−−

−

−

 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 
  

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱

⋮ ⋱ ⋱ ⋱

⋮ ⋱ ⋱

⋮ ⋱

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

  

  وهذا يثبتُ أنّ  �1.
1 1

2 3

1

1 1 ( 1) ( 1)

2 3

nn k
n k

k

D
n k

− −

=

− −
= ∆− ∆ + ∆ + + ∆ = ∆∑⋯  

  وينتج من ذلك أنّ 
1

1

( 1)k k

k

d
k

δ
−

≥

−
= ∑  
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  بالاستفادة من منشور تايلور. يمكننا أن نكتبَ  2.

( )( )

0 0

1 1
( 1) ( ) ( )

! !
k k

k k

P X P X d P X
k k≥ ≥

+ = =∑ ∑  

  ومنه

( ) ( )
1

1
( ) ( 1) ( ) ( )

!
k

k

P X P X P X d P X
k

δ
≥

= + − = ∑  

  أو
1

1

!
k

k

d
k

δ
≥

= ∑  ú  

  تعبر النتيجتان السابقتان عن المساواتين : .ملاحظة �
exp( )I dδ+ )Log  و  = )d I δ= + .!  

Jليكن  12. التمرينu 3من( )L ℝ ولتكن ،M  مصفوفةu  بالنسبة إلى الأساس القانونيE ،
Mهي  Fبالنسبة إلى أساس آخر  uأنّ مصفوفة  نفترض أيضاً    فإذا كان  ′

5 1 ?
1
2 1 ?

2
1 0 ?

M

 
 
 = −
 
  

و    
1 1 0
0 1 1
0 0 1

M

 
 

′  =
 
  

  

  ؟ ما هي مصفوفة الانتقال بين الأساسين
  الحـل

  بملاحظة أنّ 
0 1 0

0 0 1

0 0 0

M I

 
 
 ′ − =  
 
  

  

)3نرى أنّ  ) 0M I′ − )3وينتج من ذلك أنّ  = ) 0u I− . وهذا بدوره يقتضي أنّ =
3( ) 0M I−   . فإذا افترضنا أنّ =

5 1
1
2 1

2
1 0

a

M b

c

 
 
 = − 
 
  
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  وجدنا  

( )

2

2

3

2

3 1 3 1
1

( ) 2 3 2 3
4
1 0 2 1 0 2

11 0
1

11 2 5
4

1 1 2

3 1 11 0
1

( ) 2 3 11 2 5
8
1 0 2 1 1 ( 2)

1

8

a a

M I b b

c c

a a b ac

b a b bc

c a c

a a a b ac

M I b b a b bc

c c a c

   
   
   − = − ⋅ −   
   − −      
 

+ + + 
 
 = − +
 
 + + −  

   + + +  
  − = − ⋅ − +  
  − + + −     

=
2

33 4 11

22 2 2 33

9 2

a b ac a

a b bc b

a c c c

 + + + + ∗ 
 + − + − ∗ 
 

+ − + − ∗  

  

)3وهكذا نرى أنّ  ) 0M I− يقتضي أن يكون العمود الثاني في هذه المصفوفة على الأقل  =
  معدوماً، أي أن يكون

11a = 33bو   − 2cو   = =  
)3وفي هذه الحالة نجد بالتعويض أنّ  ) 0M I−   وأنّ  =

2

0 0 0
1

( ) 33 11 121
4

3 1 11

M I

 
 
 − = − 
 −  

  

)2يحُقق  Xلنختر إذن أيّ شعاع  ) 0M I X− 3، مثلاً الشعاع ≠ [0,1,0]tf . ولنضع =
  بالتعريف

2 3

1
1

( ) 3
2

0

f M I f

 
 
 = − = − 
 
  

2و    
1 2 3

0
1

( ) ( ) 11
4

1

f M I f M I f

 
 
 = − = − =  
 
  

  

)1نستنتج من  ) 0M I f− 1و = 2( )f M I f= 2و − 3( )f M I f=   أنّ  −

1 1Mf f=  2و 2 1Mf f f= 3و  + 3 2Mf f f= +  
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1وهذا يثبت أنهّ إذا عرفّنا  2 3( , , )f f f=F  كان mat( , , )u M ′=F F أمّا مصفوفة .
  ال فهيالانتق

( )3

0 2 0
1

mat , , 11 6 4
4

1 0 0

P I

 
 
 = = − 
 
  

F
E

F E
ℝ

  

)1وهي تحقّق  )M P M P −′= F F
E E

.  ú  

Jنتأمّل في هذا التمرين الأساس القانوني  13. التمرين( )
( ) 2, n

ij i j
E

∈ℕ
لفضاء المصفوفات المربعّة  

( )nM K ، حيثK  حقلٌ جزئي منℂ.  

)لتكن  1. )ijM m=  من( )nM K  ًّمن احسب كلا ijME وijE M.  

)لتكن  2. )( )nZ M K أو مركز ،( )nM K مجموعة المصفوفات التي تتبادل مع جميع ،
) عناصر )nM K عين .( )( )nZ M K.  

)أثبت أنهّ مهما يكن  3. ),i j  2من
nℕ يكن ،( )

def

ij ij nF I E= + ∈GL K واستنتج .
)أنّ  )( ) ( )vect n n=GL MK K.  

.4  عين( )( )nZ GL K .أي مجموعة المصفوفات التي تتبادل مع جميع المصفوفات القَلوبة ،  

 f. نفترض أنّ للتطبيق Kتطبيقاً خطياًّ على فضاء شعاعي منتهي البُعد على  fليكن  5.
 أساس. عين المصفوفة نفسها بالنسبة إلى أيf.  

  مجموعة المصفوفات المثلثيّة العليا التي تساوي جميع عناصرها القطرية الواحد أي: Uلتكن  6.

( ) ( ) ( ){ }: 0 1ij ij iiM a i j a a= = > ⇒ = ∧ =U  

)هي زمرة جزئيّة من  Uأثبت أنّ  )nGL K ثمُّ عين ،( )Z Uة المصفوفات التي ، أي مجموع
)، وبين أنّ Uتتبادل مع عناصر  ) ∩Z U U  زمرة بالنسبة إلى ضرب المصفوفات تشاكل

)تقابلياًّ الزمرة  ),+K.  
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  الحـل
)لتكن  1. )ijM m=  من( )nM K  ّعندئذ نجد مباشرة أن  

1 1

1 1

[ ] [ ]

[ ] [ ]

n n

ij k ks ij s ks is j ki j
s s
n n

ij k ij ks s ik js s j ik
s s

ME m E m m

E M E m m m

δ δ δ

δ δ δ

= =

= =

= = =

= = =

∑ ∑

∑ ∑

ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ

  

  ومنه

  
)لتكن  2. ( ))nZ M K مجموعة المصفوفات التي تتبادل مع جميع عناصر ،( )nM K ولتكن .

)وفة المصف )ijM m=  من( ( ))nZ M K 1. عندئذ يكون 1,n i ii ME E M∀ ∈ =ℕ ،
  هذا يُكافئ فإنّ وبناءً على نتيجة السؤال السابق، 

2
1 1 1 1, ( , ) , [ ] [ ]n n ki i k i k iki k m ME E M mδ δ∀ ∈ ∀ ∈ = = =ℓ ℓ ℓ ℓℕ ℓ ℕ  

  ، يكونℓ=1وبوجه خاص، في حالة 
11, ,n n ki iki k m m δ∀ ∈ ∀ ∈ =ℕ ℕ  

11Mومن ثمَّ  m I= مصفوفة من هذا النمط تتبادل مع جميع عناصر وبالطبع كل .( )nM K ،
  إذن

{ }( ( )) :n Iλ λ= ∈Z M K K  
  في الحقيقة، لقد أثبتنا أنّ :

{ } { }1 1: , :n i iM i E M ME Iλ λ∀ ∈ = = ∈ Kℕ.  
)ليكن  3. , )i j  2من

nℕ ولنعرّف ،ij ijF I E= . عندئذ نتحقق مباشرة أنهّ في حالة +
i j≠ لدينا  

( )ij ijF I E I− =  

10 0 0 0

0 0 0 0

i

ij

ni

j

m

ME

m

↓

 
 
 =  
 
  

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯
1

0 0

0 0

0 0

0 0

ij j jnE M m m i←

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
  

⋯

⋮ ⋮
⋯
⋯

⋯

⋮ ⋮
⋯
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)وهذا يثبتُ أنّ  )ij nF ∈ GL K  ّ1وأن
ij ijF I E− = iفي حالة  − j≠ ق منهة ج. ونتحق

  أخرى أنّ 
( )1

2ii iiF I E I− =  
)وهذا يثبتُ أنّ  )ii nF ∈ GL K  ّ1وأن 1

2ii iiF I E− =   . إذن في جميع الأحوال لدينا−
2( , ) , ( )n ij ni j F∀ ∈ ∈ GL Kℕ  

)ا كان لـمّ و  )nI ∈ GL K  ّاستنتجنا أن  
( )2( , ) , vect ( )n ij ij ni j E F I∀ ∈ = − ∈ GL Kℕ  

)ولكن  )2( , )
vect ( ) ( )

n
ij ni j

E
∈

=M K
ℕ

)، إذن  )vect ( ) ( )n n=GL MK K.  

)لتكن  4. ( ))nZ GL K  .ا كانت لـمّ مجموعة المصفوفات التي تتبادل مع جميع المصفوفات القَلوبة
موعة فضاءً شعاعيّاً جزئيّاً استنتجنا أنّ هذه ا  

( )
{ }

( ( )) vect( ( ))

( ( )) :
n n

n Iλ λ

=

= = ∈

Z GL Z GL

Z M

K K

K K
  

 f. ولنفترض أنّ للتطبيق Kتطبيقاً خطياًّ على فضاء شعاعي منتهي البُعد على  fليكن  5.
)1بالنسبة إلى أي أساس. لنتأمّل إذن أساساً  Cلمصفوفة نفسها ا , , )ne e=E  ، ومصفوفة…

( )ijP p=  من( )nGL K 1. نعرّف عندئذ الأساس( , , )nf f=F بالعلاقات  …

1

n

j ij ii
f p e

=
= P. فتكون ∑ P= F

E
)1matويكون   , ) mat( , )u P u P−=E F ،

)matا كانلـمّ و  , ) mat( , )u u C= =E F  ّاستنتجنا أنPC CP=.  
، أي إّا تنتمي إلى Pتتبادل مع جميع المصفوفات القَلوبة  Cإذن لقد أثبتنا أنّ المصفوفة 

( ( ))nZ GL K  فهي إذن من الشكلIλ حيث λ ∈ K ّوهذا يثُبتُ أن .Ef I∈ K ،
  بتغيير الأساس.  EIKوبالعكس، لا تتغيرّ مصفوفة أي من التطبيقات الخطيّة في 

  مجموعة المصفوفات المثلثيّة العليا التي تساوي جميع عناصرها القطرية الواحد أي : Uلتكن  6.

{ }( ) : ( 0) ( 1)ij ij iiM a i j a a= = > ⇒ = ∧ =U  
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Iمن الواضح أنّ  � ∈ U  ّوأنU .مغلقة بالنسبة إلى ضرب المصفوفات 

Nولنعرّف  Uمن  Mلتكن  � M I=  الخاصّة N. عندئذ تحُقق المصفوفة −

[ ] 0iji j N≤ ⇒ =  
0nNنّ وهذا يثُبتُ أ   أنّ  nℕمن  kإذ نبرهن بالتدريج على  =

1 [ ] 0k
iji j k N≤ + − ⇒ =  

Mوعليه تكون  I N=   قلَوبة ويكون  +
1 2 1 1( 1)n nM I N N N− − −= − + + + −⋯  

زمرة جزئيّة من  U. فنكون بذلك قد أثبتنا أنّ Uأيضاً إلى  −1Mإذن تنتمي المصفوفة 
( )nGL K. 

 في الحقيقة، �

{ }
( ){ }
( ){ }

2

2

( ) ( ) : , ( )

( ) : ( , ) ,

( ) : ( , ) ,

n

n n ij ij

n n ij ij

M U MU UM I

M i j i j ME E M

M i j i j MF F M

= ∈ ∀ ∈ = = − +

= ∈ ∀ ∈ < ⇒ =

= ∈ ∀ ∈ < ⇒ =

Z U M U Z U

M

M

K

K

K

ℕ

ℕ

  

)ليكن  � )ijM m=  عنصراً  من( )Z Uعندئذ نستنتج من المساواة . 

1 1{2, , }, j jj n ME E M∀ ∈ =…  
  أنّ 

11 1 1 1 1{2, , }, , [ ] [ ]n j j j jj n m ME E M mδ∀ ∈ ∀ ∈ = = =ℓ ℓ ℓ ℓ… ℓ ℕ  

0ijmومنه  1)في حالة  = ) ( )i i j< ∧ 11iimو ≠ m=  في حالةni ∈ ℕ.  
inوكذلك، نستنتج من المساواة  inME E M=،  في حالةi  1منn−ℕ ، ّأن  

1 1 1 1{2, , 1}, [ ] [ ] 0i in n in n nn ii n m ME E M m δ∀ ∈ − = = = =…  

0ijmومنه  ))في حالة  = , ) (1, )) ( )i j n i j≠ ∧ 11iimو ≠ m=  في حالةi  من

nℕ . 11إذن 1, 1,n nM m I m E= . وبالعكس، تتبادل كل مصفوفة من الشكل +

1,nI Eλ µ+  مع جميع مصفوفاتU .  
  إذن
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{ }21,( ) : ( , )nI Eλ µ λ µ= + ∈Z U K  
  وبوجه خاص نرى أنّ 

{ }1,( ) :nI Eµ µ∩ = + ∈Z U U K  

nI,1والتطبيق  Eµ µ+֏ بين  تشاكل زمريّ تقابلي( , )+K  و( ( ) , )∩ ×Z U U.  ú  

Jليكن  14. التمرينa  ولتكن صفريعدداً حقيقياًّ غير ،A وB  مصفوفتين من( )nM ℝ .
tr)ادرس المعادلة  )aX X A B+ )من  Xبالنسبة إلى اهول  = )nM ℝ.  

  الحـل
tr)حلاً للمعادلة المدروسة كان  Xفي الحقيقة، إذا كان  )( tr ) trX a A B+ وهنا نناقش  =

  .الآتيةالحالات 
trحالة  � 0a A+ =.  

trن فإمّا أن يكو  � 0B   ، وعندئذ لا توجد حلول للمسألة.≠
tr أو أن يكون� 0B جميع مصفوفات اموعة تكون  وفي هذه الحالة، =

{ }1 ( ) :
a

B Aλ λ− ∈ ℝ  ًللمعادلة المدروسة. حلولا  
trحالة  � 0a A+   . وهنا يكون للمسألة المدروسة حل وحيد هو≠

 
1 tr

tr

B
X B A

a a A

 = −   + 
  ú  

Jلتكن  15. التمرينA  مصفوفة من( )nM ℝولنعرّف .  
( ){ }:A nM AM MA= ∈ =C M ℝ  

)جبر جزئي من  ACأثبت أنّ  1. )nM ℝ.  

)نفترض أنّ  2. )1diag , , nA λ λ= )وأنّ الأعداد  … )1i i nλ ≤   مختلفة مثنى مثنى. ≥
�  عينAC.  
  أثبت أنّ صورة التطبيق الخطّي �

( ) ( ): :n n M MA AMϕ → −M Mℝ ℝ ֏  

  .صفريةمكونة من المصفوفات التي ثوابت أقطارها الرئيسيّة 
  الحـل
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)جزئي من فضاء شعاعي  ACمن الواضح أنّ  1. )nM ℝ وإذا كانت .M وN  مصفوفتين من
AC  كان  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A MN AM N MA N M AN M NA MN A= = = = =  
AIت، ونرى وضوحاً أنّ مجموعة مغلقة بالنسبة إلى ضرب المصفوفا ACوهذا يثبتُ أنّ  ∈ C وهذا .

)جبرٌ جزئي من  ACيثبتُ أنّ  )nM ℝ .  
)لتكن  �2. )ijM m=  مصفوفة منACعندئذ .  

1

1

[ ]

[ ]

n

ij ik j kj j ij
k

n

ij i ik kj i ij
k

MA m m

AM m m

λ δ λ

λ δ λ

=

=

= =

= =

∑

∑
  

AMونستنتج من كون  MA=  ّأن  
2( , ) , ( ) 0n j i iji j mλ λ∀ ∈ − =ℕ  

)1ولأنّ الأعداد )i i nλ ≤   مختلفة مثنى مثنى، استنتجنا ≥
2( , ) , 0n iji j i j m∀ ∈ ≠ ⇒ =ℕ  

)تنتمي إلى مجموعة المصفوفات القطريةّ  Mأي إنّ  )nD ℝ وبالعكس، نرى من الواضح أنّ كل .
)مصفوفة قطريةّ من  )nD ℝ  تتبادل مع المصفوفةA ّوعليه فإن .  

( ) vect(( ) )
nA n ii iE ∈= =C D ℕℝ  

)2إذ رمزنا بالرمز  , )
( )

n
ij i j

E
∈ℕ

)نوني في إلى عناصر الأساس القا  )nM ℝ.  

kerفي الحقيقة، إنّ  �2. Aϕ = C . ّولأن dim A n=C  ّ2استنتجنا أنrg n nϕ = − .
  ولكن من الواضح بالحساب المباشر أنّ 

{ } 1Im ( ) : , 0 vect(( ) )ij n ii ij i j nM m i m Eϕ ≤ ≠ ≤⊂ = ∀ ∈ = =ℕ  
  كانا  لـمّ و 

2
1dim vect(( ) )ij i j nE n n≤ ≠ ≤ = −  

  استنتجنا أن الاحتواء السابق مساواة، أي إنّ 
  { }Im ( ) : , 0ij n iiM m i mϕ = = ∀ ∈ =ℕ  ú  
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Jلتكن  16. التمرينM  مصفوفة من( )nM ℝ تحُقّق ،( )tr 0M   معدومة. ، وغير =
)من  1Xأثبت أنهّ توجد مصفوفة عمود  1. )1n×M ℝ  تجعل الجملة( )1 1,X MX .ّحرة  

من الشكل  Nتشابه مصفوفة  Mاستنتج أنّ  2.
1

0

M
N

× ×

×

×

 
 =  
 
 

⋯

⋮
مصفوفة من  1M، و

( )1n−M ℝ  تحُقّق( )1tr 0M =.  
  .صفريتشابه مصفوفة قطرها الرئيسي  Mاستنتج أنّ  3.
)من  Bو Aاستنتج أنهّ توجد مصفوفتان  4. )nM ℝ قانتحق ،M AB BA= −.  
  الحـل
)يجَعل الجملة  Xلنفترض أنهّ لا يوجد شعاع عمود  1. , )X MX  جملة حرةّ. فإذا كانX 

)شعاعاً غير معدوم نتج من الارتباط الخطّي للجملة  , )X MX  أنهّ يوجد عددانα وβ  قانيحُق
( , ) (0,0)α β 0MXو ≠ Xα β+ 0αا كان لـمّ . و = 0βيقتضي  = استنتجنا   =

0α أنّ    . إذن≠
1( )\{0}, ,n X XX MX Xλ λ×∀ ∈ ∃ ∈ =M ℝ ℝ  

)1فإذا كان  , , )ne e=E )1الأساس القانوني في  … )n×M ℝ  وعرفّنا
ii eλ λ=  استنتجنا من

)1diagمصفوفة قطريةّ  Mالمساواة السابقة أنّ  , , )nM λ λ=   ا كانلـمّ . و …
1, ( )n n i n ii M e e Me Me−∀ ∈ + = +ℕ  

  استنتجنا أنّ 
1, ( )

n in e e n i n n i ii e e e eλ λ λ− +∀ ∈ + = +ℕ  
ومن ثمَّ 

11, nn i e e ni λ λ λ− +∀ ∈ = =ℕ وعليه ،nM Iλ=،ًا كان لـمّ  . وأخيرا
0 tr nM nλ= 0nλ، استنتجنا أنّ = 0Mومن ثمَّ  = لا وهذا يناقض الفرْض. إذن  =

)1في  1Xأن يوجد شعاع بدّ  )n×M ℝ  1يجعل الجملة 1( , )X MX .ّجملة حرة  

2نضع  2. 1X MX=م الجملة1 ، ونتم 2( , )X X 1 إلى أساس( , , )nX X=F  للفضاء …
1( )n×M ℝ ثمُّ لنتأمّل التطبيق  

1 1: ( ) ( ),M n nU Y MY× ×→M Mℝ ℝ ֏  
  . Mالمقرون بالمصفوفة 
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)عندئذ نعلم أنّ  )mat , ,MU M=E E  ّوأن  

( )
0

0

1

1

0

mat , ,MN U
M

× × 
 
 = =  
 
  

F F

⋯

⋮

  

أساسين مختلفين،  لىإنفسه بالنسبة  MUهما مصفوفتا التطبيق  Nو Mا كانت المصفوفتان لـمّ و 
10استنتجنا من جهة أولى أّما متشاتان، ومن جهة ثانية أنّ  tr tr trM N M= = =.  

  : الآتية nPلنتأمّل الخاصّة  3.

)في  ���� )nM ℝ   مصفوفة أثرُها معدوم تشابه مصفوفة عناصر قطرها الرئيسي صفريةكل .����  

 صحيحة على وجه التفاهة. 1Pالخاصّة  �

2nلنتأمّل حالة  � )وفة من مصف M، ولتكن = )nM ℝ  أثرها معدوم. فإمّا أن تكون
0Mأن يكون  وإمّاهي نفسها معدومة وهي من ثمَّ تحُقق الخاصّة المطلوبة،  وعندئذ  ≠

تشابه مصفوفة من الشكل  Mلنرى أنّ  2. يمكننا الاستفادة مما أثبتناه في
0

1

b
N

d

 
 =  
  

tr حيث  0d N=  N، أي إنّ عناصر القطر الرئيسي للمصفوفة =

 صحيحة. 2P. فنكون بذلك قد أثبتنا أنّ صفرية

3nلنفترض إذن أنّ  � مصفوفة من  Mصحيحة. ولتكن  1n−Pوأنّ الخاصّة  ≤
( )nM ℝ  ق الخاصّةأثرها معدوم. فإمّا أن تكون هي نفسها معدومة وهي من ثمَّ تحُق

0Mالمطلوبة، أو أن يكون  لنرى أنهّ توجد  2.كننا الاستفادة مما أثبتناه في وعندئذ يم ≠
)من  Pمصفوفة قلوبة  )nGL ℝ  ق1تحُق

1P MP N−  حيث =

1

1

0

N
M

× ×

×

×

 
 
 =
 
  

⋯

⋮

1  و   1tr tr 0M N= =  

)1من  Qɶلى فرْض التدريج، توجد مصفوفة واعتماداً ع )n−GL ℝ  تحُقّق
1

1 2Q M Q M− =ɶ ɶ 2 حيثM  من  صفريةمصفوفة عناصر قطرها الرئيسي
1( )n−M ℝ.  
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  فإذا  عرفنا
0 0

0

0

1

Q
Q

 
 
 =
 
  

⋯

⋮ ɶ
كان       

0 0

1 0
1

0

1

Q
Q

−

−

 
 
 =
 
  

⋯

⋮ ɶ
  

  ونتج من ذلك أنّ 

1 1 1

1
1 1 2

0 0 0

Q P MPQ Q Q
M Q M Q M

× × × × × ×

− − − × × ×
−

× × ×

     
     
     = = =
     
          

⋯ ⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ɶ ɶ
  

، وهذا يثبت صحة صفريةمصفوفةً عناصر قطرها الرئيسية  M ومن ثمَّ، تُشابه المصفوفة
nP .  

)مصفوفة من  Mلتكن  4. )nM ℝ  أثرها معدوم. عندئذ توجد مصفوفة قلوبةP  من
( )nGL ℝ  ق1تحُقP MP N− مصفوفة عناصر قطرها معدومة. لتكن  N، و=

diag(0,1, , )A n=ɶ )مصفوفة قطريةّ من  … )nM ℝ  .عناصر قطرها الرئيسي مختلفة مثنى مثنى
هي صورة  صفرينعلم استناداً إلى نتيجة التمرين السابق أنّ مجموعة المصفوفات التي قطرها الرئيسي 

Lالتطبيق  AL LA−ɶ ɶ֏ إذن توجد مصفوفة ،Bɶ تحُقّق AB BA N− =ɶ ɶɶ ɶ وعندئذ يكون  
1M PNP AB BA−= = −  

1A حيث PAP−= ɶ  1وB PBP−= ɶ.  ú  
  

  لقد أثبتنا في هذا التمرين الخاصّتين المهمّتين التاليتين : .ملاحظة �

)في  � )nM ℝ  مصفوفة أثرُها معدوم مصفوفةً عناصر قطرها الرئيسي صفريةتشابه كل .  

)في  � )nM ℝ  مصفوفة أثرُها معدوم بالشكل تُكتبُ كلAB BA− .  

J1لتكن  17.التمرين 1
1 1J
 
 =
  

)2من  Xالمصفوفات  عينّ .  )M ℝ  ق المعادلةالتي تحُق ،
2X X J+ = .  
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  الحـل
�  لنفترض أنهّ يوجد حلX  وجدنا  1.للمعادلة المدروسة. فإذا استفدنا من نتيجة التمرين

2يحُققان  ℝمن  βو αعددين 
2X X Iα β=  ، وعليه يكون+

2( 1) 0X J Iα β− − + =  
)2ا كانت الجملة لـمّ و  , )I J  ّ1جملة حرةّ استنتجنا أن 0α −  βو λ. إذن يوجد عددان ≠

 يحُققان ℝفي 

2X I Jλ µ= +  
2ولكن  � 2J J= إذن 

2 2 2
2 2

2
2

2

( (2 2 ) )

( ) (2 2 1)

0

(2 2 1) 1

X X J I J I J J

I J J

λ λµ µ λ µ

λ λ µ λ µ

λ λ

µ λ µ

+ = ⇔ + + + + =

⇔ + + + + =

 + =⇔ 
 + + =

  

  فإذا لا حظنا أنّ 
2 1 1

2 2
2 21 9 1

2 4 16 4
21 1

2 2 2 4

(2 2 1) 1 ( )

( ) ( )

( )( 1) ( )

λ

λ λ

µ µ λ µ µ λ

µ λ λ

µ µ λ λ

+ + = ⇔ + + =

⇔ + + = + +

⇔ + − + + = +

  

2Xاستنتجنا أنّ  I Jλ µ= 2Xتحُقق  + X J+   إذا وفقط إذا كان =
( )1 0λ λ + 1و    = 1 1

2 2 2
( )( 1) 0µ λ µ λ+ − + + =  

  أي إذ وفقط إذا كان
{ }1 1

2 2
( , ) (0, ),(0, 1),( 1,1),( 1, )λ µ ∈ − − − −  

  كان  إذاأو إذا وفقط 
{ }1 1

2 22 2
, , ,X J J I J I J∈ − − + − −  

وبالعكس، نتيقن بالحساب المباشر، أنّ المصفوفات الأربع السابقة هي حلولٌ للمعادلة  �
 ú  .إنجاز الحلالمدروسة. بذا يتمّ 
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ZXC  


