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  الثنويةّ في الفضاءات الشعاعيّة
 ثنوي فضاء شعاعي 1.

. نسمّي كل {0}، نفترضه مختلفاً عن Kفضاءً شعاعيّاً على حقل  Eليكن  .تعريف 1-1.
E . ونرمز بالرمزEعلىشكلاً خطياً  Kإلى  E طبيق خطي منت إلى الفضاء الشعاعي  ∗

( , )EL Kأي فضاء الأشكال الخطية على ؛ Eونسمّي .E الفضاء الشعاعي الثنويّ  ∗

Eمن  fكان   أياًّ . وأخيراً E لفضاءل f, الرمزنرمز ب Eمن  xو، ∗ x  إلى المقدار
( )f x.  

  
  .تعريف 2-1.
  نعرف Eمن  xكان   أياًّ    �

{ }: , 0x y E y x⊥ ∗= ∈ =  
Eفضاء شعاعي جزئي من  ⊥xإنّ    Eفي  xعلى  الفضاء العمودينسمّيه  ∗ ∗.  
  نعرّف: ، Eمن  Aكانت اموعة الجزئيّة غير الخالية   أياًّ وبوجه عام   �

{ }: , , 0
a A

A y E a A y a a⊥ ∗ ⊥

∈

= ∈ ∀ ∈ = = ∩  

Eفضاء شعاعي جزئي من  ⊥Aإنّ  Eفي  Aالفضاء العمودي على  سمّيهن ∗ ∗.  
Eمن  yكان   أياًّ   ،اثلبأسلوب مم  �   نعرف، ∗

{ }: , 0 kery x E y x y= ∈ = =�  
  .Eفي  yالفضاء الشعاعيّ الجزئي العمودي على  �yنسمّي

Eمن  Bكانت اموعة الجزئيّة غير الخالية   أياًّ وكذلك،   �    نعرّف  ،∗

{ }: , , 0 ker
y B

B x E y B y x y
∈

= ∈ ∀ ∈ = =� ∩  

  .Eفي  Bالفضاء الشعاعيّ الجزئي العمودي على  �Bونسمّي

 ثامنالفصل ال



في الفضاءات الشعاعية الثنويةّ  90 

مجموعة جزئية غير خالية من  Bو ،Eمجموعة جزئية غير خالية من  Aوأخيراً إذا كانت   �
E Bمتعامدتان إذا وفقط إذا كان  Bو Aفإننا نقول إنّ  ∗ A⊥⊂.  وهذا يكافئ كوْن

A B⊂ ,أو  � , , 0a A b B b a∀ ∈ ∀ ∈ = .  
  

  ملاحظات 3-1.

⊥E{0}من الواضح أنّ  � =.  
)وكذلك يكون  � ) {0}E∗  التي يكون فيهاصّة في الحالة إلا أنّ إثبات هذه الخا ،�=

dimE = يتطلب موضوعة الاختيار، وسنرى لاحقاً إثباتاً لهذه الخاصة في  ∞+
dimEحالة  < +∞.  

  . عندئذK، على حقل {0}فضاءً شعاعياً، مختلفاً عن  Eليكن  .مبرهنة 4-1.
A، كان Eمن  Bو A كان الجزءان غير الخاليين  أياًّ  1. B B A⊥ ⊥⊂ ⇒ ⊂.  
)vect) ، كانE من Aكان الجزء غير الخالي   أياًّ  2. ))A A⊥ )و =⊥ )A A⊥⊂ �.  
E من Bو A كان الجزءان غير الخاليين  أياًّ  3. A ، كان∗ B B A⊂ ⇒ ⊂� �.  
Eمن A كان  الجزء غير الخالي  أياًّ  4. )vect)، كان ∗ ))A A=� )و � )A A ⊥⊂ �.  
  الإثبات

  �  للقارئ.تمريناً إثبات هذه الخواص بسيط ومتروك 
  

فضاءً شعاعياً  H . وليكنKحقل  ، على{0}فضاءً شعاعياً، مختلفاً عن Eليكن .مبرهنة 5-1.
  : الآتية. هناك تكافؤ بين الخواص Eجزئياً من 

codimأي  ؛1يساوي  Hعد تمام بُ  � 1E H =.  
  هو نواة شكل خطي غير معدوم. Hالفضاء الجزئي  �
( يوجد مستقيم شعاعي � Dيحُقّق 1) أي فضاء جزئي بعده H D E⊕ =.  
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  الإثبات

⇐� dimكان   لـمّا � / dim 1E H = =K يوجد تشاكل خطي تقابلي ،: 
: /E Hθ → K  

: ليكن /Q E E H→ التطبيق عندئذ يكون .الغمر القانوني f Qθ=  قطياً يحق شكلاً خ �
kerH f= 0، وبالطبعf Eلأنّ  ≠ H≠.  
⇐� kerHلنفترض أنّ  � f=، وf  {0}\شكل خطّي منE ه غير غامرٌ لأنّ  f. إنّ ∗
,يحُقّق  Eفي  b عنصرٌ  ، إذن يوجدصفري 1f b D. لنضع = b= K.  

Dعنصراً من  x إذا كان � H∩   كانx bλ=  حيثλ ∈ K ،وكان , 0f x = ،
,ومن ثمَّ  0f bλ λ= 0x. ينتج من ذلك أنّ = D{0}ومنه  = H∩ =.  

  كان   Eمن  xكان   أياًّ من جهة أخرى،  �
, ,

D H

x f x b x f x b

∈ ∈

= ⋅ + − ⋅
��������� �������������

  

Eإذن  H D= ⊕.  
⇐� kerHنّ إ .Hتوازياً مع  Dالإسقاط على  P ليكن � P= وImD P=، 

/ومن ثمَّ هناك تقابلٌ خطيّ بين  /kerE H E P= وImP.  إذن  
codim dim / dim 1EH E H D= = =  

 �  الإثبات. يكتملوبذا 

  
كل فضاء شعاعي   Eفي  مستقيماً . نسمّي Kفضاءً شعاعياً على حقل  Eليكن  .تعريف 6-1.

 في 2 بعده P كل فضاء شعاعي جزئي  Eفي  مستوياً . ونسمّي E في 1بعده  Dجزئي
E ّفي  مستوياً فوقياً . وأخيراً نُسميE   جزئي كل فضاءٍ شعاعيH  تمام بعده فيE 

  .1يساوي 

ستوياً م H . وليكنK، على حقل {0}فضاءً شعاعيّاً، مختلفاً عن  Eليكن  .مبرهنة 7-1.
H. عندئذ يكونEفوقياً في  Eمستقيماً شعاعياً في  ⊥ ∗.  



في الفضاءات الشعاعية الثنويةّ  92 

  الإثبات

kerHلنفترض أنّ  y= يث حy  {0}\عنصرٌ منE غامر،  yل الخطيّ . لأنّ الشك∗
, يحُقّق Eفي  aيوجد  1y a =.  

yمن جهة أولى، من الواضح أنّ  � H⊥∈  َّومن ثمy H ⊥⊂K.  
Hعنصراً من  zومن جهة ثانية، ليكن  �   كان  لـمّا، عندئذ ⊥

, , ,

a H

x E x y x a x y x a

∈ ⋅ ∈

∀ ∈ = + −

K

������� �����������
  

  كان
, , , ( )x E z x y x z a∀ ∈ =  

z,أو  z a y= z . إذن⋅ y∈ K وهذا ما يثبتُ صحّةَ المساواة ،H y⊥ = ⋅K.  �  
  

}فضاءً شعاعيّاً، مختلفاً عن  Eليكن  .تعريف 8-1. شكلاً  y. وليكن K، على حقل 0{
}خطياًّ من  }\ 0E kerHن وليك ∗ y= عندئذ نسمّي المعادلة ., 0y x = 

,. ذلك لأنّ Hمعادلة المستوي الفوقيّ  0x H y x∈ ⇔ =.  
  

  منقول تطبيق خطّي 2.

 Eتطبيقاً خطيّاً من  u، وليكن Kين على حقل ن شعاعيّ يْ فضاءَ  Fو E ليكن .تعريف 1-2.
)أي  ؛F إلى , )u E F∈ L . ّنعرّف التطبيق الخطيtu من ( , )F E∗ ∗L  :كما يلي  

: , ( )t tu F E y u y y u∗ ∗→ =֏ �  

  : . لاحظ أنّ uالتطبيق  منقول  tuونسمّي

,,
, , ( ), , ( )t

F FE E
x E y F u y x y u x ∗∗

∗∀ ∈ ∀ ∈ =  
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  .Kثلاثة فضاءات شعاعيّة على حقل  Gو Fو E لتكن .مبرهنة 2-2.
:إن التطبيق  1. ( , ) ( , ), tE F F E u u∗ ∗Φ →L L   خطّي ومتباين.تطبيق ، ֏
)من  uكان   أياًّ  2. , )E FL وv  من( , )F GL كان ،( )t t tv u u v=� �.  
(ليكن  3. EI اليعلى التو(

E
I  عندئذ، ∗E)علىE(التطبيق المطابق على ∗

E
I ∗=t

EI.  
)من  uإذا كان  4. , )E FL  تقابلاً كانtu  1تقابلاً أيضاً وكان 1( ) ( )t tu u− −=.  
)من  uإذا كان  5. , )E FL   كانker( ) (Im )tu u غامراً كان  u. ومن ثمَ إذا كان =⊥

tu .ًمتباينا  
  الإثبات

)من  vو u ليكن 1. , )E FL  وλ  منKكان   أياًّ ندئذ، . ع( , )x y  منE F   كان،  ×∗

, ,

,

,

, ,

, ,

,

,

,

( )( ), ( )( ),

,( )( )

, ( ) ( )

, ( ) , ( )

( ), ( ),

( ) ( ),

( )( ),

( ( ) ( ))( ),

t

E E E E

F F

F F

F F F F

t t

E E E E

t t

E E

t t

E E

E E

u v y x u v y x

y u v x

y u x v x

y u x y v x

u y x v y x

u y v y x

u v y x

u v y x

λ λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

∗ ∗

∗

∗

∗ ∗

∗ ∗

∗

∗

∗

Φ + = +

= +

= +

= +

= +

= +

= +

= Φ + Φ

  

  خطيّ. Φفالتطبيق 
   ه لدينا سلسلة الاقتصاءات الآتية:متباين لأنّ  Φومن جهة أخرى، التطبيق 

{ }
,

ker ( , ) , , ( ) 0

, ( ) ( ) 0

, ( ) 0

0

F F
u x y E F y u x

x E u x F

x E u x

u

∗
∗

∗

∈ Φ ⇒ ∀ ∈ × =

⇒ ∀ ∈ ∈ =
⇒ ∀ ∈ =
⇒ =

�

  

  1.وهذا ما يثبت الخاصّة 
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)من  u ليكن 2. , )E FL وv  من( , )F GL . ،كان   أياًّ عندئذ( , )x y منE G∗×  ،كان 
  لدينا سلسلة المساويات الآتية:

,,

,

,

,

,

( )( ), , ( )

, ( ( ))

( ), ( )

( ( )),

( ),

t

G GE E

G G

t

F F

t t

E E

t t

E E

v u y x y v u x

y v u x

v y u x

u v y x

u v y x

∗∗

∗

∗

∗

∗

=

=

=

=

=

� �

�

  

)ومن ثمَّ  )t t tv u u v=� �.  
  واضح من التعريف. 3.
  : اتينتنتج هذه الخاصة من أخذ المنقول في طرفي المساو  4.

1
Fu u I− 1و    �=

Eu u I− =�  

  ما سبق أنّ  اعتماداً علىفنجد 

  1( )t t t
F F

u u I I ∗
− = =�  

)1  و )t t t
E E

u u I I ∗
− = =�  

1تقابلٌ و tuفالتطبيق  1( ) ( )t tu u− −= .  

  :الآتيةتنجم هذه الخاصّة من التكافؤات  5.

ker( ) 0

, , ( ) 0

Im , , 0

(Im )

tf u f u

x E f u x

y u f y

f u ⊥

∈ ⇔ =

⇔ ∀ ∈ =
⇔ ∀ ∈ =

⇔ ∈

�

  

  �  متبايناً. tuغامراً كان  uومن ثمَ إذا كان 
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  الثنّوية في الفضاءات الشعاعيّة المنتهية البُعد 3.

دئذ . عن{0}مختلفاً عن و ، Kمنتهي البُعد على حقل تبديلي  فضاءً شعاعياً  Eليكن 
E يكون الفضاء الثنوي dimمنتهي البعد ويكون  ∗ dim ( , ) dimE E E∗ = =L K .  

. K، منتهي البُعد على حقل تبديلي {0}فضاءً شعاعياً، مختلفاً عن  Eليكن  .تعريف 1-3.
) وليكن )1, , ne e=E )1. لنعرّف الجملة E لفضاءأساساً ل … , , )ne e∗ ∗ ∗=E … 

Eمن  : بالعلاقات ∗

1 :
( ) ,

0 :j i j i ij

i j
e e e e

i j
δ∗ ∗

 == = =  ≠
  

Eلفضاءأساساً ل E∗عندئذ تكون الجملة  . وتتحقّق E للأساسالأساس الثنوي نسمّيه  ∗
  العلاقات التالية:

1

, ,
n

i i
i

f E f f e e∗ ∗

=

∀ ∈ = ∑  

1

, ,
n

i i
i

x E x e x e∗

=

∀ ∈ = ∑  

  بالأساس الثنويّ. E∗التي تُبررّ تسمية الأساس  

 .{0} مختلفاً عن، و Kفضاءً شعاعياً منتهي البُعد على حقل تبديلي  Eليكن  .مبرهنة 2-3.
Eفي  f.عندئذ يوجد شكل خطيّ E{0}\من  x وليكن ) يحُقق ∗ ) 1f x =. 

  الإثبات
1eلنضع  x= 1 م، ولنتم( )e  إلى أساس( )1, , ne e=E الأساس  تأمّل. ثمُ لنE لفضاءل …
)1الثنوي  , , )ne e∗ ∗ ∗=E 1f الشكل الخطي لهذا الأساس. عندئذ يحقّق … e∗=  المطلوب. ينتج

)من هذه المبرهنة أنّ  ) {0}E∗ =�.  �  

. وليكن {0}مختلفاً عن و  ،K منتهي البعد على حقل فضاءً شعاعياً  Eليكن  .مبرهنة 3-3.

1( , , )nf f=F Eلفضاء أساساً ل … ) عندئذ يوجد أساسٌ  .∗ )1, , ne e=E … 
  أساسَه الثنّوي. Fيكون  Eلفضاء ل
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  الإثبات
  لنتأمّل التطبيق الخطّي 

( )1 2: , ( ), ( ), , ( )n
nE x f x f x f xΦ → K ֏ …  

kerxمن الواضح أنّ  ∈ Φ  إذا وفقط إذا كان
1
ker

n

k
k

x f
=

∈   ولكن ∩

( )
1
ker vect( ) ( ) {0}

n

k
k

f E ∗

=
= = =F

� �∩  

kerإذن  {0}Φ dimمتباينٌ. ولكن  Φوالتطبيق الخطّي  = dim nE = K  إذنΦ  ٌتقابل
}1 إذا كان خطّي. , , }nε ε=C nالأساس القانوني في  …

K  وعرفّنا( )1, , ne e=E … 
)1بالعلاقة  )k ke ε−= Φ  تيقّنّا مباشرة أنّ الأساس الثنوي للأساسE  هو الأساسF وبذا .

  �  .الإثبات يكتمل

  .{0}مختلفاً عن و  ،K منتهي البعد على حقل فضاءً شعاعياً  E: ليكن  مبرهنة 4-3.
  : لديناف Eمن  Fكان الفضاء الشعاعيّ الجزئيّ   أياًّ  1.

dim dim dimF F E⊥+ )و  = )F F⊥= �  

Eمن Gكان الفضاء الشعاعيّ الجزئيّ   أياًّ  2.   : لديناف ∗

dim dim dimG G E+ )و  �= )G G ⊥= �  

  الإثبات

)1 ليكن 1. , , )pe e… لفضاء الجزئي أساساً لFم، ولنه إلى أساس تم( )1, , ne e=E … 
)1، وليكن Eكامل الفضاء ل , , )ne e∗ ∗ ∗=E  كان  أياًّ . عندئذ، E لأساسالأساس الثنوي ل …
f  منE   كان،  ∗

1

1

, , 0

,

vect( ,.., )

p i

n

i i
i p

p n

f F i f e

f f e e

f e e

⊥

∗

= +
∗ ∗
+

∈ ⇔ ∀ ∈ =

⇔ = ⋅

⇔ ∈

∑

ℕ
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  إذن

1vect( ,.., )p nF e e⊥ ∗ ∗
dimو   =+ dimF n F⊥ = −.  

)1ليكن  2. , .., )nf f=F لفضاء أساساً لE )1حُصِل عليه بإتمام الأساس  ∗ , , )pf f… 
Eكامل الفضاءإلى أساس ل Gللفضاء الجزئي  ). وليكن ∗ )1, , ne e=E  Eالأساس في  …

  فلدينا  Eمن  xكان   أياًّ . عندئذ F الذي أساسه الثنوي هو

1

1

, , 0

,

vect( ,.., )

p i

n

i i
i p

p n

x G i f x

x f x e

x e e

= +

+

∈ ⇔ ∀ ∈ =

⇔ = ⋅

⇔ ∈

∑

� ℕ

  

  ومن ثمَّ يكون

1vect( ,.., )p nG e e+=�  و dim dimG n G= −�.  
)من ناحية أخرى، من الواضح أن  )F F⊥⊂   ، ولكن�

 dim( ) dim

( dim ) dim

F n F

n n F F

⊥ ⊥= −
= − − =

�

  

)ومنه المساواة  )F F⊥= �.  
)ونترك للقارئ أن يثبت بأسلوب مماثل أنّ  )G G ⊥= �.  �  

. Kلبعد على حقل فضاءين شعاعيين، غير تافهين، ومنتهيي ا Fو E ليكن .مبرهنة 5-3.
)من  uوليكن  , )E FL عندئذ يكون ،rg( ) rg( )tu u=.  

  الإثبات

kerفي الحقيقة، لقد وجدنا أنّ  (Im )tu u   ، إذن:=⊥
rg( ) dim dimker

dim dim(Im )

dim (dim dim Im )

dim Im rg( )

t tu F u

F u

F F u

u u

∗

∗ ⊥

∗ ∗

= −

= −

= − −

= =

  

  �  لوب إثباته.وهذا هو المط
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)1. ولتكن Kفضاءً شعاعياً منتهي البعد على حقل  E ليكن .مبرهنة 6-3. , , )rf f…  جملة
  : ن التاليتان متكافئتين. عندئذ تكون الخاصتاEمن الأشكال الخطيّة على 

	 1
1

( ,.., ) ,
r

r
r k k

k

f fλ λ λ
=

∃ ∈ = ∑K   


 
1
ker , ( ) 0

r

k
k

x f f x
=

∀ ∈ =∩  

  الإثبات
  في الحقيقة، لدينا

  { }( )
( )

1
1

1 1

ker ,..,

(vect( ,.., )) vect( ,.., )

r

i r
i

r r

f f f

f f f f

⊥
⊥

=

⊥

   =   

= =

�

�

∩  

  �  وهذا يعُبر عن التكافؤ المطلوب.

  
QWE 

AgD  
ZXC  
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  اتـتمرين

J3تأمّل في ن 1. لتمرينا( )∗ℝ  1الأشكال الخطيّةf 2وf 3وf : التالية  
1

2

3

( , , )

( , , )

( , , )

f x y z x y z

f x y z x y z

f x y z x y z

= + −

= − +

= + +

  

1أثبت أنّ الجملة    2 3( , , )f f f=F  3أساس للفضاء( )∗ℝ ِ3أساساً للفضاء  دْ ، وجℝ 
  أساسه الثنوي. Fيكون 

  الحـل

)ليكن  , , )a b c  3منℝ ولنبحث إذا كان هناك ،( , , )X x y z=  3منℝ  قيحُق  
( )1 2 3( ), ( ), ( ) ( , , )f X f X f X a b c=  

  في الحقيقة، يكافئ الشرطُ السابقُ قولنَا
x y z a

x y z b

x y z c

+ − =

− + =

+ + =

  

   ومن ثمَّ 

, ,
2 2 2

a b c b c a
x y z

+ − −
= = =  

  فنكون بذلك قد أثبتنا أنّ التطبيق الخطّي

( )3 3
1 2 3: ,( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )x y z f x y z f x y z f x y zΦ →ℝ ℝ ֏  

1إذن تقابلٌ. ليكن  2 3( , , )e e e  3الأساس القانوني فيℝ  1ولنعرّف( )k keε −= Φنجد. ف  

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1
1 2 32 2 2 2 2 2

, 0, , , , 0 , 0, ,ε ε ε= − = − =  

)ونتيقن مباشرة أنّ  )i j ijf ε δ=  في حالةi وj  3منℕ . ما يثبتُ أنّ الجملة وهذاF  أساس
)3للفضاء  )∗ℝ  ّ1ا الأساس الثنوي للأساس وأ 2 3( , , )ε ε ε=E.  ú  
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J3تأمّل في ن 2. التمرين( )∗ℝ  1الأشكال الخطيّةf 2وf 3وf : التالية  
1

2

3

( , , ) 2 3

( , , ) 2 3 4

( , , ) 3 4 6

3f x y z x y z

f x y z x y z

f x y z x y z

= + +

= + +

= + +

  

1أثبت أنّ الجملة    2 3( , , )f f f=F  3أساس للفضاء( )∗ℝ ِ3أساساً للفضاء  دْ ، وجℝ 
  أساسه الثنوي. Fيكون 

  الحـل

)ليكن  , , )a b c  3منℝ ولنبحث إذا كان هناك ،( , , )X x y z=  3منℝ  قيحُق  
( )1 2 3( ), ( ), ( ) ( , , )f X f X f X a b c=  

  في الحقيقة، يكافئ الشرطُ السابقُ قولنَا
2 3

2 3 4

3 4 6

x y z a

x y z b

x y z c

+ + =

+ + =
+ + =

  

  ومن ثمَّ 
2 , 3 2 , 2x c a y b c z c a b= − = − = + −  

  فنكون بذلك قد أثبتنا أنّ التطبيق الخطّي

( )3 3
1 2 3: ,( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )x y z f x y z f x y z f x y zΦ →ℝ ℝ ֏  

1تقابلٌ. ليكن إذن  2 3( , , )e e e  3الأساس القانوني فيℝ  1ولنعرّف( )k keε −= Φنجد. ف   

( ) ( ) ( )1 2 32, 0,1 , 0, 3, 2 , 1, 2,1ε ε ε= − = − = −  

)ونتيقن مباشرة أنّ  )i j ijf ε δ=  في حالةi وj  3منℕ،  ما يثبتُ أنّ الجملة وهذاF  أساس
)3للفضاء  )∗ℝ  ا الأساس الثنوي للأساسّ1وأ 2 3( , , )ε ε ε=E.  ú  

Jليكن  3. التمرينE وF  َين شعاعيّين على الحقل فضاءK وليكن ،u  من( , )E FL  ًتطبيقا
  متباين. tu التطبيق الخطي خطياً غامراً. أثبت أنّ 
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  الحـل
  في الحقيقة، لدينا التكافؤ

ker ( ) 0

, ( ), 0

, , ( ) 0

(Im )

t t

t

f u u f

x E u f x

x E f u x

f u ⊥

∈ ⇔ =

⇔ ∀ ∈ =

⇔ ∀ ∈ =

⇔ ∈

  

kerإذن لدينا بوجه عام  (Im )tu u   غامراً كان  u. فإذا كان =⊥

ker (Im ) {0}tu u F⊥ ⊥= = =  
  ú  متبايناً. tuومن ثمَّ كان 

Jليكن 4. التمرين E وF يّين منتهيي البعد على الحقل فضاءين شعاعKالتطبيق  ، وليكنu  من
( , )E FL : ّأثبت أن  

Im (ker )⊥=tu u    و  ker (Im )⊥=tu u  

  الحـل

kerلقد أثبتنا صحة المساواة  � (Im )⊥=tu u .دون شرط البُعد المنتهي في التمرين السابق 

 ومن جهة أخرى لدينا التكافؤ التالي �

(Im ) Im , , 0

, ( ), 0

, , ( ) 0

( ) 0

ker

t t

t

x u f u f x

g F u g x

g F g u x

u x

x u

∗

∗

∈ ⇔ ∀ ∈ =

⇔ ∀ ∈ =

⇔ ∀ ∈ =

⇔ =

⇔ ∈

�

  

Im)إذن  ) kertu u=الفضاءَيْن  ا، فإذا استفدنا من كوْن بعُد�E وF نّ منتهيين، استنتجنا أ  

( )(ker ) (Im ) Imt tu u u
⊥⊥ = =�  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
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Jليكن  5. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً منتهي البعد على الحقلK 1،  وليكنV 2وV  فضاءين
Eفضاءين شعاعيّين جزئيّين من  2Wو 1W ، وليكنEشعاعيّين جزئيّين من   . قارن بين∗

  الفضاءين المعطيين في كل من الحالات الآتية:
1 1 2( )V V 1و  +⊥ 2V V⊥ ⊥∩.  
2 1 2( )V V 1و   ∩⊥ 2V V⊥ ⊥+.  
3 1 2( )W W+ 1و  � 2W W∩� �.  
4 1 2( )W W∩ 1و  � 2W W+� �.  

  الحـل
 لنلاحظ أوّلاً أنّ  1

( )1 2 1 2 1 2vect( ) ( )V V V V V V
⊥⊥ ⊥ ⊥= ∪ = +∩  

 منتهياً. Eوهذه النتيجة لا تشترط أن يكون بعُدُ الفضاء 

 ونجد بأسلوب مماثل لما سبق أنّ  2

( ) ( )1 2 1 2 1 2vect( )W W W W W W∩ = ∪ = +
� �� �  

  منتهياً. Eوهذه النتيجة لا تشترط أن يكون بعُدُ الفضاء 

1من الواضح أنّ كل شكل خطّي من  3 2V V⊥ 1ينعدم على  +⊥ 2V V∩  فهو إذن عنصر من
1 فضاءال 2( )V V 1ومن ثمَّ  .∩⊥ 2 1 2( )V V V V⊥ ⊥ ⊥+ ⊂ منتهي البُعد   Eكان   لـمّا. ولكن ∩

 كان

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

dim( ) dim dim dim( )

2dim dim dim dim( )

dim dim( ) dim dim

dim dim( )

dim( )

V V V V V V

E V V V V

E V V V V

E V V

V V

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

⊥

⊥

+ = + − ∩

= − − − +

= + + − −

= − ∩

= ∩

  

1إذن  2 1 2( )V V V V⊥ ⊥ ⊥+ = ∩.  
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1يّة في وأخيراً من الواضح أنّ الأشكال الخط 4 2W W∩  1تنعدم عند عناصر 2W W+� ومن  ،�
1ثمَّ  2 1 2( )W W W W+ ⊂ ∩� �  منتهي البُعد كان Eكان   لـمّا. ولكن �

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

dim( ) dim dim dim

2dim dim dim dim( )

dim dim( ) dim dim

dim dim

dim( )

W W W W W W

E W W W W

E W W W W

E W W

W W

+ = + − ∩

= − − − +

= + + − −

= − ∩

= ∩

� � � � � �

�

�

  

1إذن  2 1 2( )W W W W+ = ∩� � �.  
  ú  .يكتمل الحلوبذا 

Jليكن  6. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً على الحقلK وليكن ،f وg  منE   أياًّ  ،. نفترض أنّه∗
) كان  Eمن  xكان  ) ( ) 0f x g x 0f. أثبت أنّ = 0gأو  = =.  

  الحـل
kerيقُرأ الفرْض بالقول إنّ  kerE f g⊂ kerومن ثمَّ  ،∪ kerE f g= . ونستنتج من ∪

  أمرين : ذلك
kerإنّ  .أوّلاً  � kerf g∪  ّفضاءٌ شعاعي جزئي، وهذا يقتضي أن 

ker kerf g⊂    أو  ker kerg f⊂. 
kerاستناداً إلى ما سبق، وإلى كون . ثانياً  � kerE f g=  نجد ∪

kerE g=   أو   kerE f=  
  وهذا يعني أنّ 

0g 0fأو  = =. 
  ú  المطلوب.هو و 
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Jليكن  7. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً على الحقلKاليتينت، أثبت صحّة القضيتين ال :  
: Pk   1لتكن( , , )kℓ … ℓ  جملة حرةّ من عناصرE )1وجد جملة ، فت∗ , , )kx x…  من عناصر

E قتحُق ( )i j i jx δ=ℓ  ًّكان   أيا( , )i j  2من
kℕ.  

:Qk   1لتكن( , , )kℓ … ℓ جملة حرةّ من عناصر E Eمن شكلاً خطياً  ℓ. وليكن ∗  يحُقق ∗

1
ker ker

k

i
i=

⊂ℓ ℓ∩. في وجدعندئذ ت K 1 أعداد( ) ≤ ≤i i kλ قتحُق 
1

k

i i
i

λ
=

= ∑ℓ ℓ.  

)1 كانت الجملة  أياًّ واستنتج أنهّ    , , )kℓ … ℓ من عناصر E   الخاصتين ، هناك تكافؤ بين∗

1
ker ker

k

i
i=

⊂ℓ ℓ∩     و ( )1vect , , k∈ℓ ℓ … ℓ  

  الحـل
غامراً،  1ℓ، كان Eشكلاً خطيّاً غير معدوم على  1ℓصحيحة. لأنهّ إذا كان  1Pالخاصّة  �

1يحُقق  Eمن  1xأي وُجِدَ عنصرٌ  1( ) 1=ℓ x 1. ومنهP. 
� ⇒P Qk k ّ1. في الحقيقة، لنفترض أن( , , )ℓ … ℓk  جملة حرةّ منE عنصراً  ℓ، وليكن ∗

Eمن  ، يحُقق ∗
1
ker ker

k

i
i=

⊂ℓ ℓ∩ توجد استناداً إلى .Pk  1جملة( , , )… kx x  قتحُق

)الشرط  ) =ℓ i j ijx δ.  ليكنx  عنصراً منE ّف، ولنعر 

( )
1

k

i ii
y x x x

=
= − ∑ ℓ. 

ينتمي إلى التقاطع  yعندئذ نتيقن مباشرة أنّ 
1
ker

=
ℓ∩

k

i
i

kerفهو إذن عنصر من   ℓ .

  وعليه

1 1

0 ( ) ( ) ( ) ( )
= =

  = − = −   
∑ ∑ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ

k k

i i i i
i i

x x x x x x  

وهذا يثبتُ أنّ 
1

( )
=

= ∑ℓ ℓ ℓ

k

i i
i

xقضيّة . فالQk .صحيحة 

� 1+⇒Q Pk k ّ1. في الحقيقة، لنفترض أن 1( , , )+ℓ … ℓk  جملة حرةّ منE . عندئذ ∗

)لا ينتمي إلى  jℓفإنّ الشكل الخطّي  ℕk+1من  jمهما تكن  ) { }( )
1\

vect
k

i i j+∈ℕ
ℓ ،
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فإنّ  Qkواستناداً إلى الفرْض 
{ }1\

ker ker
k

i j
i j+∈

   ⊂/   ℕ
ℓ ℓ∩ وعليه يوجد في ،E  ٌعنصر

ɶ
jx  قيحُق 

{ }1\
ker

+∈
∈

ℕ

ɶ ℓ∩
k

j i
i j

x   وker∉ɶ ℓj jx  

1فإذا عرفّنا 

( )
= ɶ

ɶℓ
j j

j j

x x
x

1، حققت الجملة  2 1( , , , )+… kx x x  الخاصّة  

2
1( , ) , ( )+∀ ∈ =ℕ ℓk j i iji j x δ  

)إذن، لقد أثبتنا أنّ الخواصّ  .Pk+1وهذا يثبتُ صحّة  ) ∗∈P
ℕk k

)و  ) ∗∈Q
ℕk k

 صحيحة. 

)إنّ الاقتضاء من جهة أخرى،  )1
1

vect , , ker ker
k

k i
i=

∈ ⇒ ⊂ℓ ℓ … ℓ ℓ ℓ∩  ٌواضح.  

عاكس صحيحاً وضوحاً. الـمُ معدومة كان الاقتضاء  iℓوبالعكس، إذا كانت جميع الأشكال الخطيّة 
)1ل الخطيّة في الجملة لنفترض إذن أنّ واحداً على الأقل من الأشكا , , )ℓ … ℓk  ولتكن صفريغير .

A  أكبر مجموعة جزئيّة منkℕ  تكون عندها الجماعة( )i i A∈ℓ  حرةّ. عندئذ 

{ }( ) ( )( )

( )( )( )
1 1

1
ker , , vect , ,

vect ker

k

i k k
i

i ii A i A

=

∈ ∈

= =

= =

� �

�

ℓ ℓ … ℓ ℓ … ℓ

ℓ ℓ

∩

∩

  

 ، لأنهّ عندئذ نستنتج منالإثباتتم  Qkفإذا استفدنا من الخاصّة 
1
ker ker

k

i
i=

⊂ℓ ℓ∩  ّأن  

  ( )( ) ( )( )vect vect
k

i ii A i∈ ∈
∈ =

ℕ
ℓ ℓ ℓ  ú  

  
Jليكن  8. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً منتهي البعد على الحقلK 1، ولتكن( , , )ℓ … ℓk  ّجملة حرة

Eمن عناصر    . أثبت أنّ ∗
1

dim ker dim
k

i
i

E k
=

= −ℓ∩.  

)1جملة  نتأمّل .تطبيق   , , )ℓ … ℓk من عناصر ( )n ∗ℝ ونفترض وجود شعاع غير معدوم ،
x  فيnℝ  قيحُق, ( ) 0∀ ∈ =ℕ ℓn kk x لجملة الارتباط الخطّي ل. أثبت

1( , , )ℓ … ℓk.  
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  الحـل
  في الحقيقة، لدينا

{ }( ) ( )1 1
1
ker , , vect( , , )

=
= =

� �
ℓ ℓ … ℓ ℓ … ℓ∩

k

i k k
i

  

  إذن

1
1

dim ker dim dim vect( , , ) dim
=

   = − = −   
ℓ ℓ … ℓ∩

k

i k
i

E E k  

,يحُقّق أنّ  xنستنتج من وجود شعاع غير معدوم  .تطبيق ( ) 0∀ ∈ =ℕ ℓn kk x  ّأن  

1
dim ker 1

n

i
i=

   ≥   
ℓ∩  

)1ولكن لو كانت الجملة  , , )ℓ … ℓn حرةّ لكان 
1

dim ker 0
n

i
i

n n
=

   = − =   
ℓ∩ 

)1استناداً إلى ما سبق. وعليه لا بدُ أن تكون الجملة  , , )ℓ … ℓn .مرتبطة  ú  

J 2ليكن  9. ينالتمر[ ]= ℝE X  فضاء كثيرات الحدود ذات الأمثال الحقيقيّة التي لا تزيد درجتها
Eمن  العناصر 3ϕو 2ϕو 1ϕ، ولتكن 2عن    : كما يليالمعرفّة   ∗

   1

1 2 3 0
( ) (1), ( ) (1), ( ) ( )d′= = = ∫P P P P P P t tϕ ϕ ϕ  

1 أثبت أنّ    2 3( , , )ϕ ϕ ϕ الثنوي أساس للفضاء E يكون  Eلفضاء أساساً ل عينّ و  ،∗
1 2 3( , , )ϕ ϕ ϕ ثنوي.أساسه ال  

  الحـل
  لنتأمّل التطبيق الخطّي 

3
1 2 3: , ( ( ), ( ), ( ))Φ → ℝ ֏E P P P Pϕ ϕ ϕ  

dimفيكون عندئذ تقابلاً لأنّ  ،ولنثبت أنهّ غامرٌ  3E =.  

)ليكن  , , )a b c  3منℝ ق كثير الحدودعندئذ يحُق  
2( 1) ( 1)= + − + −P X Xα β γ  
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)الشرط تحقّق ي ) ( , , )Φ =P a b c إذا وفقط إذا كان  

, , ( , , )
2 3

  − + =  
a b c

β γ
α β α  

  كان  إذاأي إذا وفقط 
3

, , 3 3
2

a b c b aα β γ= = = + −  

  ومنه، فإنّ كثير الحدود 

( ) ( )

( )

2

2

3
1 3 3 1

2
1 3

3 2 6 2 6 3 3
2 2

P a b X c b a X

c b a X a b c c b a X

 = + − + + − −  
 = + − + − − + + −   

  

)هو كثير الحدود الوحيد الذي يحُقّق  ) ( , , )Φ =P a b c إذن .Φ .تقابلٌ خطّي  

1إذا كان ف 2 3( , , )ε ε ε  3الأساس القانوني فيℝ  1وعرفّنا الأساس 2 3( , , )=E e e e  أتيكما ي :  
1 2

1 1

1 2
2 2

1 2
3 3

( ) 2 6 3

1 3
( ) 2

2 2
( ) 3 6 3

−

−

−

= Φ = − + −

= Φ = − +

= Φ = − +

X X

X X

X X

ϕ ε

ϕ ε

ϕ ε

  

1 كان 2 3( , , )=F ϕ ϕ ϕ  الأساس الثنوي للأساسE.  ú  

  

Jليكن  10. التمرين[ ]= ℝnE X  لا تزيد لحقيقيّة التي  ل ا لأمثا ت ا لحدود ذا ت ا فضاء كثيرا
2nنفترض أنّ ، nدرجتها عن  Eمن  ϕ. نتأمّل شكلاً خطيّاً ≤   يحُقّق ∗

2
2[ ], (( ) ) 0−∀ ∈ − =ℝnP X X a Pϕ  

  يحُققان µو λ. أثبت أنهّ يوجد عددان عددٌ حقيقي a حيث  

, ( ) ( ) ( )′∀ ∈ = +P E P P a P aϕ λ µ  
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  حـلال
  . استناداً إلى منشور تايلور لديناEمن  Pفي الحقيقة، ليكن 

2( ) ( )( ) ( )′= + − + −P P a P a X a X a Q  

 حيث
( )

2

2

( )
( )

!
−

=

= −∑
n k

k

k

P a
Q X a

k
  . ومن ثمَّ يكون 

( ) ( ) (1) ( ) ( )′= + −P P a P a X aϕ ϕ ϕ  
)يكفي إذن أن نضع  , ) ( (1), ( ))= −X aλ µ ϕ ϕ  الإثباتليتم.  ú  

J3 ليكن 11. التمرين[ ]= ℝE X التي لا تزيد  ،فضاء كثيرات الحدود ذات الأمثال الحقيقيّة
E العناصر من 4ϕو  3ϕو  2ϕو  1ϕ، ولتكن 3درجتها عن    : كما يليالمعرفّة   ∗

1 2

3 4

( ) (0), ( ) (1)

( ) (0), ( ) (1)

= =
′ ′= =

P P P P

P P P P

ϕ ϕ

ϕ ϕ
  

1أثبت أنّ  1. 2 3 4( , , , )ϕ ϕ ϕ ϕ لفضاءأساس ل E يكون  E لفضاءوحدّد أساساً ل ،∗
1 الأساسُ  2 3 4( , , , )ϕ ϕ ϕ ϕ  َه الثنوي.أساس  

Eمن  ψعبرّ عن الشّكل الخطّي  2. 1المعرّف بالعلاقة ، ∗

0
( ) ( )d= ∫P P t tψ  بدلالة

  الأساس السّابق.
  الحـل
  لنتأمّل التطبيق الخطّي  1.

( )4
1 2 3 4: , ( ), ( ), ( ), ( )Φ → ℝ ֏E P P P P Pϕ ϕ ϕ ϕ  

1وليكن  2 3 4( , , , )ε ε ε ε  4الأساس القانوني فيℝ.  
1الشرط  � 1( )Φ =P ε  َجذرٌ مضاعف لكثير الحدود  1يقتضي أنّ العددP إذن يُكتب ،

1P2 ، في حال وجوده، بالشكل( 1) ( )− +X aX b  ً(0)1فإذا اشترطنا أيضا 1=P 
(0)1و 0′ =P  ّ1استنتجنا أنb 2aو = 2. إذن=

1 ( 1) (2 1)= − +P X X 
1الذي يحُقق  Eلحدود الوحيد في هو كثير ا 1( )Φ =P ε.  

2وإذا عرفّنا  �
2 1(1 ) (3 2 )= − = −P P X X X  ّقنا مباشرة أن2 تحق 2( )Φ =P ε. 
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3أمّا الشرط  � 3( )Φ =P ε  َجذرٌ مضاعف لكثير الحدود  1فيقتضي أنّ العددP ّ0، وأن 
)2، في حال وجوده، بالشكل 3Pجذرٌ بسيط له، إذن يُكتب  1)a X X− فإذا اشترطنا .

(0)3أيضاً أن يكون  1′ =P 1 أنّ  استنتجنا=a 2. إذن
3 ( 1)= −P X X  هو كثير

3الذي يحُقق  Eالحدود الوحيد في  3( )Φ =P ε.  
2وإذا عرفّنا  �

4 3(1 ) ( 1)= − − = −P P X X X  ّقنا مباشرة أن4تحق 4( )Φ =P ε.  

1ذا، نرى أنّ الجملة وعلى ه 2 3 4( , , , )=P P P P P  قتحُق( ) =i j ijPϕ δ  في حالةi وj  من

4ℕ 1. إذن الجملة 2 3 4( , , , )ϕ ϕ ϕ ϕ  أساس للفضاءE وهي الأساس الثنوي للأساس  ∗
1 2 3 4( , , , )=P P P P P.  

نعلم أنّ  2.
4

1

( )
=

= ∑ k k
k

Pψ ψ ϕ إذن نجد بحساب بسيط  

( ) ( )1 2 3 4

1 1

2 12
= + + −ψ ϕ ϕ ϕ ϕ  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

  
Jليكن  12. التمرين[ ]nE X= ℝ ذات الأمثال الحقيقيّة التي لا تزيد  فضاء كثيرات الحدود

:: نضع a. في حالة عدد حقيقيّ n لىدرجتها ع , ( )→ ℝ ֏a E P P aϕ.  
Eعنصراً من  aϕكان ،  aكان العدد الحقيقيّ   أياًّ تحقّق أنهّ    1. ∗.  
0 لتكن 2. 1, , , nx x x…  ّالآتيةالجملة أعداداً حقيقيّةً مختلفةً مثنى مثنى. أثبت أن 

0 1
( , , , )

nx x xϕ ϕ ϕ… أساس للفضاء  هيE   أساسه الثنّويّ.جِدْ و  ∗
)0أثبت أنهّ توجد متتالية منتهية وحيدة   3. ) ≤ ≤i i nλ  ُمن الأعداد الحقيقيّة تح قق :  

1

00

, ( )d ( )
=

∀ ∈ = ∑∫
n

i i
i

P E P x x P xλ  

  الحـل
  أمرٌ بسيط نترك تفاصيله للقارئ. Eشكلٌ خطّي على  aϕإثبات أنّ التطبيق  1.
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,0,1}من  kلنعرّف في حالة  2. , }… n   كثير الحدودkℓ بالعلاقة  

( )
0

n
j

k
j k j
j k

X x
X

x x=
≠

 −  =   − 
∏ℓ  

)عندئذ نتيقن مباشرة أنّ  ) =ℓ
ix j ijϕ δ  في حالةi وj  0,1}من, , }… n ُأنّ . وهذا يثبت

الجملة 
0 1

( , , , )
nx x xϕ ϕ ϕ…  أساسٌ للفضاء∗E ا في الحقيقة الأساس الثنوي للأساسوأ ،

( )0 1, , , nℓ ℓ … ℓ.  

كانت   لـمّا 3.
0 1

( , , , )
nx x xϕ ϕ ϕ…  أساساً للفضاء∗E أمكن التعبير عن الشكل الخطّي ،  

1

0

: , ( )d→ ∫ℝ ֏E P P t tψ  

ة خطيّة في عناصر الأساس عبار ب بطريقة وحيدة
0 1

( , , , )
nx x xϕ ϕ ϕ…توجد متتالية أي توجد  ؛

)0منتهية وحيدة  ) ≤ ≤i i nλ  ُمن الأعداد الحقيقيّة تح قق 
0=

= ∑
i

n

i x
i

ψ λ ϕوهذا يُكافئ ،  
1

00

, ( )d ( )
=

∀ ∈ = ∑∫
n

i i
i

P E P x x P xλ  

)في الحقيقة  )= ℓk kλ ψالإثباتا يتمّ . وبذ.  ú  

Jليكن13.التمرين [ ]nE X= ℝ لىفضاء كثيرات الحدود الحقيقيّة التي لا تزيد درجتها ع n.  
) يكنل 1. )= − k

ke X a ، ْ0 الأساس الثنّويّ  جِد( )k k ne∗ ≤ )0 ساسللأ ≥ )k k ne ≤ ≤. 

1 عبرّ عن الشكل الخطّيو 

0
: ( )d∫֏P P t tϕ .بدلالة عناصر هذا الأساس  

) العلاقةالمعرّف ب ∆ ليكن التطبيق الخطّي 2. ) ( 1) ( )∆ = + −P P X P X وليكن ،
)ف بالعلاقة المعرّ  kϕ الشكل الخطّي ) ( )(0)= ∆kk P Pϕ ّ0. أثبت أن( )k k nϕ ≤ ≤ 

Eأساس للفضاء  )0 الأساس عينو  ،∗ )k k ne ≤  الذي أساسه الثنويّ  Eفي  ≥
0( )k k nϕ ≤ ≤.  
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  الحـل
  ، أمكننا أن نكتب استناداً إلى منشور تايلورEمن  Pقة، مهما كان في الحقي 1.

( ) ( )

0 0

( ) ( )
( )

! != =

= − =∑ ∑
n nk k

k
k

k k

P a P a
P X a e

k k
  

  وهذا يبرهن على أنّ 
( )( )

, ( )
!

∗∀ ∈ =
k

k

P a
P E e P

k
  

)0وهذا يعرّف الأساس الثنوي  )k k ne∗ ≤ )0للأساس  ≥ )k k ne ≤ ≤.  

1أمّا الشكل الخطي

0
: ( )d∫֏P P t tϕ : فيمكن التعبير عنه بدلالة هذا الأساس كما يلي  

1 1

0 0

(1 ) ( )
( )

1

+ +
∗ ∗

= =

− − −
= =

+∑ ∑
n n k k

k k k
k k

a a
e e e

k
ϕ ϕ  

0 لنضع تعريفاً  2. 1e   وكذلك =
( 1) ( 1)

,
!

− − +
∀ ∈ =

⋯
ℕn k

X X X k
k e

k
  

)0عندئذ نلاحظ أنّ  ) 0∆ =e 1و 0( )∆ =e e  ّ2ه في حالة وأن k n≤   لدينا ≥

1

( 1)( ) ( 2) ( 1) ( 1)
( )

! !
( 1) ( 2)

( 1)! −

+ − + − − +
∆ = −

− − +
= =

−

⋯ ⋯

⋯

k

k

X X X k X X X k
e

k k
X X X k

e
k

  

  وعلى هذا نستنتج أنّ 
:

( ) 1 :

0 :

−
 >∆ = = <

k p
p

k

e k p

e k p

k p

  

  ومن ثمَّ 
1 :

( )(0)
0 :

 =∆ =  ≠

p
k

k p
e

k p
  

)وهذا يثبتُ أنّ  ) =p k pkeϕ δ 0. إذن( )k k nϕ ≤ )0هو الأساس الثنوي للأساس  ≥ )k k ne ≤ ≤.ú  
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J0لتكن متتالية كثيرات الحدود  14. التمرين( ) ≥n nP :المعرّفة كما يلي  
1

0 1

1
( ) 1, ( ) , 2, ( ) ( )

!
−= = ∀ ≥ = − n

nP X P X X n P X X X n
n

  

1ن كا  أياًّ تحقّق أنهّ  1. n≤  1 كان( ) ( 1)−′ = −n nP X P X: ّواستنتج أن .  
( ), , ( ) ( )−∀ ∈ ∀ ≥ = −ℕ k
n n kk n k P X P X k   

] ، نعرّف علىℕمن  k لتكن 2. ]ℝ X الشكل الخطّي kϕ بالعلاقة :  
( )( ) ( )= k

k P P kϕ  
)أوجد  )k nPϕ.  

] الرمزونرمز ب .عدد طبيعيّ موجب تماماً  mنفترض الآن أنّ  3. ]= ℝmE X  فضاء  إلى
الجملة . أثبت أنّ mالأمثال الحقيقيّة التي لا تزيد درجتها على  كثيرات الحدود ذات

0 1( , , , )… mP P P لفضاءأساس ل E . أساسه الثنّويّ.  عينو  

): أثبت أنّ  4. )

0

, ( ) ( ) ( )
=

∀ ∈ = ∑
m

k
k

k

Q E Q X Q k P X.  

:  استنتج أنّ  5.
0

, ( ) ( ) ( )−
=

∀ ∈ + = ∑ℝ

m

m m k k
k

a P X a P a P X.  

  الحـل

  نلاحظ مباشرة أنّ  1.
1 0( ) 1 ( 1)′ = = −P X P X  2  و 1( ) 1 ( 1)′ = − = −P X X P X  

3 ليكن n≤ عندئذ  

( )

( )

1 2

2

2

1

1
( ) ( ) ( 1) ( )

!
1
( ) ( )
!
1

1 ( 1) ( 1)
( 1)!

( 1)

− −

−

−

−

′ = − + − −

= − −

= − − − −
−

= −

n n
n

n

n

n

P X X n n X X n
n

X n nX n
n

X n X
n

P X

  

  أنّ  kريج على العدد وهكذا نثبتُ بالتد
( ), , ( ) ( )−∀ ∈ ∀ ≥ = −ℕ k
n n kk n k P X P X k  
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] ، نعرّف علىℕمن  k لتكن 2. ]ℝ X الشكل الخطّي kϕ بالعلاقة ( )( ) ( )= k
k P P kϕ .

deg، بالاستفادة من نتيجة السؤال السابق ومن كون عندئذ يكون لدينا nP n=،  يأتيما  :
( ) =k n nkPϕ δ وnkδ .هو رمز كرونيكر  

] الرمزونرمز ب .عدد طبيعيّ موجب تماماً  mنفترض الآن أنّ  3. ]= ℝmE X  فضاء كثيرات إلى
الجملتين  عندئذ نتأمّل. mالحدود ذات الأمثال الحقيقيّة التي لا تزيد درجتها على 

0 1( , , , )=P … mP P P  فيE 0و 1( , , , )=F … mϕ ϕ ϕ في E نستنتج من السؤال . ∗
  السابق أنّ 

2( , ) {0,1, , } , ( )∀ ∈ =… i j iji j m Pϕ δ  

  هو أساسه الثنوي. Fوأنّ  Eأساسٌ للفضاء  Pوهذا يبرهن أنّ 
  من المعروف أنّ  4.

( )

0 0

, ( ) , ( ) ( ) ( )
= =

∀ ∈ = =∑ ∑
m m

k
k k k

k k

Q E Q X Q P X Q k P Xϕ  

حالة ℝعدداً من  aليكن  5. في  طبّقنا المساواة السابقة  ذا  ). فإ ) ( )= +mQ X P X a ،
  ل الأوّل، وجدناواستفدنا من نتيجة السؤا

( )

0

0

0

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

=

−
=

−
=

+ = +

= + −

=

∑

∑

∑

m
k

m m k
k
m

m k k
k
m

m k k
k

P X a P a k P X

P a k k P X

P a P X

  

  الآتيةونحصل من ثمَّ على النتيجة 

0

, ( ) ( ) ( )−
=

∀ ∈ + = ∑ℕ

m

m m k k
k

m P X Y P Y P X  

  ú  المطلوب. وهو
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Jليكن  15. التمرين[ ]nE X= ℝ لىالتي لا تزيد درجتها ع الحقيقيّة فضاء كثيرات الحدود n .
0 ، وأعداداً n درجته Eمن  Qحدود  ونتأمّل كثير 1, , , nx x x…  .مختلفة مثنى مثنى  

)أثبت أنّ الجملة  1. )( ), , , ,′ ′′… nQ Q Q Q .ّجملة حرة  

0. أثبت أنهّ توجد Eعلى  شكلاً خطيّاً  fليكن  2. 1( , , , )… nα α α  1فيn+ℝ تحُقّق  

( )

0

, ( ) (0)
=

∀ ∈ = ∑
n

k
k

k

P E f P Pα  

  . نفترض أنّ Eعلى  شكلاً خطيّاً  fليكن  3.
{0,1, , }, ( ( )) 0∀ ∈ + =… kk n f Q X x  

0fأثبت أنّ    )0. واستنتج أنّ الجملة = ( )) ≤ ≤+ k k nQ X x  أساس للفضاءE.  
  الحـل

)كان   لـمّافي الحقيقة،  1. )deg = −kQ n k  لجملة نّ ا )استنتجنا أ )( , , , , )′ ′′… nQ Q Q Q 
  جملةٌ حرةّ. لأنّ درجات كثيرات الحدود التي تكوا مختلفة مثنى مثنى. 

1ولنعرّف . Eعلى  خطيّاً  شكلاً  fليكن  2.
( )

!
= k

k f X
k

α.  ثمُّ لنتأمّل كثير حدودP  من

E  ّعندئذ يمكننا أن نكتبَ، استناداً إلى منشور تايلور، أن  

( )

0

1
(0)

!=

= ∑
n

k k

k

P P X
k

  

  على طرفي هذه المساواة نجد fل الخطّي تطبيق الشكبو 

( ) ( )

0 0

1
( ) (0) ( ) (0)

!= =

= =∑ ∑
n n

k k k
k

k k

f P P f X P
k

α  

  . ولنفترض أنّ Eعلى  خطيّاً  شكلاً  fليكن  3.

  {0,1, , }, ( ( )) 0∀ ∈ + =… kk n f Q X x  ( )H  

0نعلم استناداً إلى ما سبق أنهّ توجد أعداد  1( , , , )… nα α α  قتحُق  

( )

0

, ( ) (0)
=

∀ ∈ = ∑
n

i
i

i

P E f P Pα  
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)واستناداً إلى الفرْض  )H  يكون لدينا  

( )

0

{0,1, , }, ( ) 0
=

∀ ∈ =∑…

n
i

i k
i

k n Q xα  

)ولكنّ درجة كثير الحدود  )

0=

= ∑
n

i
i

i

S Qα  لا تتجاوزn 1، وهو ينعدم عندn نقطة مختلفة  +

0Sاستناداً إلى ما سبق، فلا بدُّ أن يكون  . وإذا استفدنا من الاستقلال الخطّي للجملة =
( )( , , , , )′ ′′… nQ Q Q Q  ّ0استنتجنا أن 1 0nα α α= = = وهذا يقتضي أنّ  ،⋯=
0f =.  

  نكون بذلك قد أثبتنا أنّ 

( )( )0vect ( ( )) {0}≤ ≤+ =
�

k k nQ X x  
  إذن 

( )0vect ( ( )) ≤ ≤+ =k k nQ X x E  

)0فالجملة  ( )) ≤ ≤+ k k nQ X x  دة وعدد حدودها المختلفة يساوي1مولn أي يساوي  ،+
dimE ا أساس للفضاء ي. وهذا ماّثبت أE.  ú  

Jلتكن 16. التمرين R  مجموعة المصفوفات( )ijM a=  من( )M ℝn التي تحقّق :  

1 1

, , , ,
n n

n ij n ij
j i

s i a s j a s
= =

∃ ∈ ∀ ∈ = ∀ ∈ =∑ ∑ℝ ℕ ℕ  

) الرمزنرمز ب   )Mδ  إلىs.  
)فضاء شعاعيّ جزئيّ من  Rأثبت أنّ   1. )M ℝn  ّوأنδ شكل خطّيّ على R.  

  .Rهو عنصر من  Rعنصرين من ضرب ثبت أنّ جداء أ 2.

) لتكن المصفوفة 3. )ijJ a= من ( )M ℝn  2قّق تحُ التي( , ) , 1n iji j a∀ ∈ =ℕ .
):  أثبت أنّ  ) ( : )∈ ⇔ ∃ = =RA s AJ JA sJ.  

−1Aقلَوبةً فإنّ  R من Aأثبت أنهّ إذا كانت المصفوفة  4. ∈ R.  

kerأثبت أنّ  5. Jδ= ⊕R ℝ،  وأوجدdimR.  
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)مجموعة المصفوفات  Rɶكن تل 6. )ijM a=  من( )M ℝn  قّقتحُ التي  : 

1 1

, 1
1 1

, , , , ,
n n

n ij n ij
j i

n n

kk k n k
k k

s i a s j a s

a a s

= =

+ −
= =

∃ ∈ ∀ ∈ = ∀ ∈ =

= =

∑ ∑

∑ ∑

ℝ ℕ ℕ

  

)فضاء شعاعيّ جزئيّ من  Rɶأثبت أنّ  )M ℝn  ُعده.واحسب ب  

  الحـل

)لنعرّف على الفضاء  1. )M ℝn  الأشكال الخطيّة( ) ∈ℕnk kρ و( ) ∈ℕnk kλ  : كما يلي  

2

2

( , )
1

( , )
1

: ( ) , ( ) ( )

: ( ) , ( ) ( )

∈
=

∈
=

→ = =

→ = =

∑

∑

M

M

ℕ

ℕ

ℝ ℝ ֏

ℝ ℝ ֏

n

n

n

k n ij k kji j
j

n

k n ij k iki j
i

M a M a

M a M a

ρ ρ

λ λ

  

  نجد مباشرة أنّ عندئذ 
1

1 1
ker( ) ker( )

−

= =

       = − −         
R � ∩∩ ∩

n n

k n k n
k k

ρ ρ λ ρ  

)هو فضاءٌ شعاعي جزئي من  Rذن إ )M ℝn ّكما نلاحظ أن .δ  من  ينطبق على مقصور أي
nδ، فمثلاً Rالأشكال الخطيّة السابقة على  ρ=

R
شكلٌ خطّي على  δ، وهذا يثبت أنّ 

R.  
)2لنتأمّل مصفوفتين 2. , )

( ) ∈=
ℕnij i j

A a 2و( , )
( ) ∈=

ℕnij i j
B b  من( )M ℝn  ّولنفترض أن 

)2المصفوفة  , )
( ) ∈=

ℕnij i j
C c  تساويAB ،كان   أياًّ . عندئذk  منnℕ  كان  

1 1 1

1 1 1 1 1

( )

( )

= = =

= = = = =

= =

  = = =   

∑ ∑∑

∑∑ ∑ ∑ ∑

ℓ ℓ
ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ
ℓ ℓ ℓ

n n n

k kj k j
j j

n n n n n

k j k j k
j j

C c a b

a b a b a B

ρ

ρ
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1 1 1

1 1 1 1 1

( )

( )

= = =

= = = = =

= =

  = = =   

∑ ∑∑

∑∑ ∑ ∑ ∑

ℓ ℓ
ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ
ℓ ℓ ℓ

n n n

k ik i k
i i
n n n n n

i k k i k
i i

C c a b

a b b a A b

λ

λ

  

  كان  nℕمن  kكان   أياًّ استنتجنا مما سبق أنهّ  Rتنتميان إلى  Bو Aفإذا افترضنا أنّ 

( )

( )
1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= =

= =

= = =

= = =

∑ ∑

∑ ∑

ℓ ℓ ℓ
ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ
ℓ ℓ

n n

k k k

n n

k k k

C a B a B A B

C A b A b A B

ρ ρ δ δ δ

λ λ δ δ δ

  

)، ويكون Rإلى  Cوعليه، تنتمي المصفوفة  ) ( ) ( )=C A Bδ δ δ.  

) لمصفوفةلتكن ا 3. )ijJ a= من ( )M ℝn  2 قّقتحُ التي( , ) , 1n iji j a∀ ∈ =ℕ.  ولتكن
)2المصفوفة  , )

( ) ∈=
ℕnij i j

A a  من( )M ℝnعندئذ .  

1 1 1 1 2

2 2 2 1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

   
   
   
   = =   
   
   
      

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

n

n

n n n n

A A A A A A

A A A A A A
AJ JA

A A A A A A

ρ ρ ρ λ λ λ

ρ ρ ρ λ λ λ

ρ ρ ρ λ λ λ   

)وعليه، نستنتج أنّ  ) ( )A AJ JA∈ ⇔ =R وفي حالة ،A ∈ R يكون  
( )= =AJ JA A Jδ  

  عندئذ يكون لدينا .قلَوبةٌ  ، ولنفترض أاR من Aالمصفوفة لتكن  4.
( ) ( ) ( )1 1 1A AJ JA JA A J A− − −∈ ⇒ = ⇒ = ⇒ ∈R R.  

1، ويكون Rإلى  −1Aي أي تنتم 1
( )

( )
− =A

A
δ

δ
  في هذه الحالة. 

)لنلاحظ أنّ  5. ) 0= ≠J nδ  إذنker {0}∩ =ℝJδ .  
  تُكتب بأسلوب وحيد بالشكل �Rمن  Mإنّ كل مصفوفة  ثمُّ 

( ) ( )M M
M M J J

n n

δ δ = − +  
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) حيث )( )
ker− ∈M

n
M J

δ
δإذن لا بدُّ أن يكون .  

ker= ⊕R ℝJδ  
) كنيل )1 1 1vect , , , , , ,−= … …n n nF ρ ρ ρ λ λ، أنّ  ةلاحظبم

1 1

n n

k k
k k

ρ λ
= =

=∑ ∑ 

  نستنتج 

1 1vect , , ,n nF ρ ρ ρ−= …( )1, , , nλ λ…  

)2 ليكنومن جهة أخرى،  , )
( ) ∈ℕnij i j
E  الأساس القانوني في( )M ℝn عرّفلن، و n nnEε′ = 

1و ,1k k nE Eε = 1و − 1k k n nnE E Eε′ = −   :ℕn−1 من kفي حالة  +

  
  لدينا 1n−ℕمن  jه في حالة عندئذ نتيقّن بسهولة أنّ 

1, ( )−∀ ∈ =ℕn j i iji ρ ε δ  و, ( ) 0′∀ ∈ =ℕn j ii ρ ε  
  الدين nℕمن  jوفي حالة 

1, ( ) 0−∀ ∈ =ℕn j ii λ ε   و, ( )′∀ ∈ =ℕn j i iji λ ε δ  
)وهذا يثُبتُ أنّ الجملة  )1 1 1, , , , ,−… …n nρ ρ λ λ حرةّ، لأنهّ إذا كان  

1

1 1

n n

i i i i

i i

f α ρ α λ

−

= =

′= +∑ ∑  

  كان
1, ( )−∀ ∈ =ℕn k kk fα ε    و, ( )′ ′∀ ∈ =ℕn k kk fα ε  

0fوعليه، فإنّ    يقتضي أنّ  =

1 1 1 0n nα α α α− ′ ′= = = = = =⋯ ⋯.  

0 0 1 0 0 1

0 0

0 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

−⋯ ⋯

⋮ ⋮

⋮ ⋮

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0

0 0 1 0 0 1

0 0

0 0

0 0 0 1

↓

−

′ =

⋯ ⋯

⋮ ⋮

⋮ ⋮

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

k

kε

0 0 0

0 0

1 0

0 0

0 0

1 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
−  

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋮

⋮

⋮

⋮ ⋮ ⋮

⋮

⋯ ⋯

0 0 0

0 0

1 0

0 0

0 0

1 0 0

→

−

=

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋮

⋮

⋮

⋮ ⋮ ⋮

⋮

⋯ ⋯

k

kε 0
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)الجملة ن كو تإذن لا بدُّ أن  )1 1 1, , , , ,−… …n nρ ρ λ λ  أساساً للفضاءF ومنه ،
dim 2 1F n= −.   

  ولكن

{ }( )
( )( )

1 1

1 1 1

1 1 1

ker ker( ) ker( )

, , , , , ,

vect , , , , , ,

= =

−

−

       =          

=

=

=

�

�

�

∩

… …

… …

∩ ∩
n n

k k
k k

n n n

n n n

F

δ ρ λ

ρ ρ ρ λ λ

ρ ρ ρ λ λ

  

  إذن

2 2

dimker dim ( ) dim

2 1 ( 1)

= −

= − + = −

M ℝn F

n n n

δ  

  وهذا يثبتُ أنّ 
2 2dim ( 1) 1 2 2= − + = − +R n n n  

)مجموعة المصفوفات  Rɶكن تل 6. )ijM a=  من( )nM ℝ  قّقتحُ التي  : 

1 1

, 1
1 1

, , , , ,
n n

n ij n ij
j i

n n

kk k n k
k k

s i a s j a s

a a s

= =

+ −
= =

∃ ∈ ∀ ∈ = ∀ ∈ =

= =

∑ ∑

∑ ∑

ℝ ℕ ℕ

  

1nفي حالة  =يكون  = =R Rɶ ℝJ ّ1، لذلك سنفترض أنn نتيقّن مباشرة . عندئذ <
0 وإذا عرّفنا على ،Rفضاءٌ شعاعي جزئي من  Rɶأنّ  ker=R δ ينالشكلين الخطي  

2

2

0 ( , )
1

1( , )
1

: , ( ) ( )

: ( ) , ( ) ( )

∈
=

+ −∈
=

→ = =

→ = =

∑

∑

R

M

ℕ

ℕ

ℝ ֏

ℝ ℝ ֏

n

n

n

ij iii j
i

n

n ij in ii j
i

M a M a

M a M a

τ τ

µ µ

  

  ثلٍ لما سبق أنّ مما أثبتنا بأسلوبٍ 
( )ker ker= ∩ ⊕Rɶ ℝJτ µ  
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2nوهنا نلاحظ أنهّ في حالة  0dimلدينا  = 1=R ولكن ،τ µ= ، إذن −
ker kerτ µ= 0. ولكنτ kerيجب أن يكون ف ≠ ker {0}= =τ µ،  َّومن ثم

=Rɶ ℝJ.ًفي هذه الحالة أيضا ،  
2nلندرس إذن حالة    . ولنعرّف المصفوفتين<

1
n

A I J= 1و      −
n

B L J= −  

,2 حيث 1 ( , )
( )+ − ∈=

ℕni n j i j
L δ. ما  مباشرة لاحظنّ0تميان إلى تنأ ker δ=R  ، كما

  : يأتينلاحظ ما 
  عدداً زوجياًّ كان nإذا كان  �

   ( ) 1= −A nτ  و  ( ) 1= −Bτ    
)  و   ) 1= −Aµ    و( ) 1= −B nµ  

)لجملة وهذا يثبت أنّ ا ),τ µ .حرةّ في هذه الحالة  
  عدداً فردياً كان nوإذا كان  �

   ( ) 1= −A nτ  و  ( ) 0=Bτ   
)  و  ) 0=Aµ     و( ) 1= −B nµ  

)الخطّي للجملة وهذا يبرهن الاستقلال  , )τ µ .ًيكونومن ثمَّ  في هذه الحالة أيضا  

( ) ( )

2

dim ker ker dim vect( , )

dim dim vect( , )

( 1) 2

∩ =

= −

= − −

�

n

τ µ τ µ

δ τ µ  

  وعليه نستنتج أنّ 
1 : 2

dim
( 2) : 2

 ≤=  − >
Rɶ

n

n n n
  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
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Jليكن  17. التمرينE وF  َي البعد على حقليمنته يْنفضاء Kنذكّر بأن .E يمثّل الفضاء  ∗
)، وبأنّ Eلفضاء الثنوي ل , )E FL  هو فضاء التطبيقات الخطيّة منE  إلىF.  

E من fو Fمن aفي حالة ، نعرّف f، التطبيق ∗ a⊗  من( , )E FL على النحو 
  الآتي

: : ,f a E F x f x a⊗ → ֏  
E من fو، Fمن  aفي حالة  1. fما رتبة التطبيق الخطّي ، ∗ a⊗ ؟  
)تطبيقاً خطياً من  uأثبت أنهّ إذا كان  2. , )E FL  فيوجد 1رتبته تساوي ،a  منF 

Eمن  fو uيحُققان  ∗ f a= ⊗.  
1 تإذا كان 3. 2( , , , )ma a a=A )1، وFلفضاء أساساً ل … , , )nf f=F أساساً  …

Eلفضاءل ) أثبت أنّ الجملةف. ∗ , )( ) ∈ ×ℕ ℕn mij i ju حيث i j i ju f a= هي أساس  ⊗

)لفضاء ل , )E FL.  
)من  uاستنتج مما سبق أنّ كل تطبيق خطّي  4. , )E FL يُساوي مجموع ،p خطياًّ  اً تطبيق 

) وقد عرفّنا، 1رتبة كل منها على الأكثر  )min dim , dimp E F=.  
)من  uأثبت، على وجه الدقةّ، أنهّ إذا كان  5. , )E FL  تطبيقاً خطياًّ رتبتهr فتوجد ،

)من  ruو …و 2uو 1uتطبيقات خطيّة  , )E FLقتحُق ،  

1

r

k
k

u u
=

= ,و    ∑ rg 1r kk u∀ ∈ =ℕ  

  الحـل

Eمن fو، Fمن  aفي حالة  1. 0a كان  إذانلاحظ أنهّ ، ∗ 0fأو = كان   =
0f a⊗ 0a ، أمّا إذا كان= 0fو ≠ )Imفعندئذ يكون  ≠ )⊗ = Kf a a وعليه ،

rg( ) 1⊗ =f a .في هذه الحالة  

) من تطبيقاً خطياً  uليكن  2. , )E FL  فيوجد، 1رتبته a  {0}\منF  قيحُق
Imu a= K .1 عنصراً  لنتأمّلe  منE  ق1يحُق( ) =u e a ّعندئذ من الواضح أن ،

{ }1ker 0u e∩ =K كان   لـمّا، و  

dim ker dim rg 1u E u n= − = −  
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1kerEاستنتجنا أنّ  u e= ⊕ K ً2. لنتأمّل إذن أساسا( , , )… ne e  للفضاءkeru فتكون ،
لجملة  : Eا )1 التالية , , )… ne e  أساساً للفضاءEس الثنوي لأسا مّل ا ثمُّ لنتأ  ، 1( , , )∗ ∗… ne e 
  . عندئذ نجدEللأساس

1

1 1 1
1

, ( ) ,

, ( ) , ( ) ,

∗

=

∗ ∗ ∗

=

  ∀ ∈ =    

= = =

∑

∑

n

k k
k

n

k k
k

x E u x u e x e

e x u e e x u e e x a

  

1uأي إنّ  e a∗=   . وهي النتيجة المطلوبة.⊗
1 ليكن 3. 2( , , , )ma a a=A )1، وFلفضاء أساساً ل … , , )nf f=F  لفضاءأساساً ل …
E ) ولنثبت أنّ الجملة .∗ , )( ) ∈ ×ℕ ℕn mij i ju ثحي i j i ju f a= لفضاء هي أساس ل ⊗

( , )E FL.  من الواضح أنّ عدد حدود هذه الجملة يساويnm  أي يساويdim ( , )L E F ،
  ، ولتكنلذلك يكفي أن نثبت أا حرةّ. لنتأمل إذن عبارة خطيّة معدومة بعناصر هذه الجملة

1 1

0
n m

ij ij
i j

uλ
= =

=∑∑  

  نستنتج إذن أنّ 

1 1

, ( ) 0
= =

  ∀ ∈ =   
∑ ∑
m n

ij i j
j i

x E f x aλ  

  حرةّ، نستنتج من ذلك أنّ  Aولأنّ الجملة 

1

, , ( ) 0
=

∀ ∈ ∀ ∈ =∑ℕ

n

m ij i
i

j x E f xλ  

  أو

1

, 0
n

m ij i
i

j fλ
=

∀ ∈ =∑ℕ  

Eضاً في جملة حرةّ أي Fولكنّ الجملة    ، إذن ∗
1 2, 0m j j njj λ λ λ∀ ∈ = = = =ℕ ⋯  

)والجملة  , )( ) ∈ ×ℕ ℕn mij i ju .ّحرة  
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)تطبيقاً خطيّاً من  uلنحتفظ برموز السؤال السابق. وليكن  4. , )E FL جد جملة من ، عندئذ تو
)ولتكن  Kعناصر  , )( ) ∈ ×ℕ ℕn mij i jλ قتحُق  

1 1

( )
= =

= ⊗∑∑
n m

ij i j
i j

u f aλ  

  كن كتابة هذه العبارة بالشكلين المتكافئين التاليين :يمولكن 

1 1 1 1

i j

n m m n

i ij j ij i j
i j j i

b g

u f a f aλ λ
= = = =

       = ⊗ = ⊗         
∑ ∑ ∑ ∑

����������� ���������

  

  أو

1 1

n m

i i j j
i j

u f b g a
= =

= ⊗ = ⊗∑ ∑  

)min حيث، 1تطبيقاً خطياًّ على الأكثر رتبة كل منها  pيُساوي مجموع  uإذن  , )=p n m.  

)من  u ليكن 5. , )E FL  ّاً رتبته تطبيقاً خطيr  فيكونdim keru n r= نختار ، −
1( , , )+ …r ne e  أساساً للفضاءkeruمه إلى أساسونتم ،  

1 1( , , , , , )+=E … …r r ne e e e  
) لنعرّف جملة العناصرثمُّ  .Eللفضاء  ) ∈ℕrj ja  بالعلاقات( )=k ka u eوليكن .  

1 1( , , , , )∗ ∗ ∗ ∗ ∗
+=E … …r r ne e e e  

  . عندئذEالأساس الثنوي للأساس 

1

, ,
n

k k
k

x E x e x e∗

=

∀ ∈ = ∑  

  ومن ثمَّ 

1

1 1

, ( ) , ( )

, ( ) ( )

∗

=

∗ ∗

= =

∀ ∈ =

  = = ⊗    

∑

∑ ∑

n

k k
k
r r

k k k k
k k

x E u x e x u e

e x u e e a x
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  أو

1

,
r

k k
k

x E u e a∗

=

∀ ∈ = ⊗∑  

  ú  ي النتيجة المطلوبة.وه
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