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  الفضاءات الشعاعيّة المنتهية البُعد

   اتعموميّ  1.

) . ولتكنKفضاءً شعاعياً على حقل  Eليكن  .مبرهنة 1-1. )i i Ie . E جماعة من عناصر ∋
  : متكافئة الآتيةإنّ الخواص 

)الجماعة  � )i i Ie   .E لفضاء الشعاعيأساس ل ∋
) الجماعة � )i i Ie } أي إنّ الجماعة جماعة مولّدة أصغرية. ∋ }\( )i i I je كان   أياًّ  Eلا تولّد  ∋
j  منI.  
) الجماعة � )i i Ie د تماماً الجماعة جماعة تمُد  خطياً كل  أي تكون مرتبطةً جماعة حرةّ أعظمية.  ∋

  .السابقة

  الإثبات 

⇐� } إذا لم يكن ذلك صحيحاً أمكن توسيع مجموعة الأدلةّ إلى � }J I j=  حيث، ∪
j I∉ إيجاد عنصرٍ أمكن ، وje  فيE  تكون الجماعة الجديدةعلى أن ( )i i Je حرةًّ.  ∋

)ولكنّ الجماعة  )i i Ie )إذن توجد جماعة شبه معدومة  E لفضاءأساس ل ∋ )i i Iα من  ∋
( )IK تحُقّق j i i

i I

e eα
∈

)ون الجماعة كناقض  وهذا ي ∑= )i i Je   حرةّ. ∋

⇐� } نضع. Iعنصراً لا ينتمي إلى  j وليكن، Eعنصراً من  xليكن  � }J I j= ∪ 
jeونعرّف  x= .كانت الجماعة   لـمّا( )i i Ie ) حرةً أعظميّة كانت الجماعة ∋ )i i Je ∈ 

)معدومة  مرتبطة. إذن توجد جماعة شبه )i i Jα ) من ∋ )IK 0 قّقتحi i
i J

eα
∈

=∑ 

)و ) 0i i Iα ∈ 0jα افتراض . ولأنّ ≠ )يناقض كون الجماعة  = )i i Ie وجب أن حرة،  ∋
0jα يكون    عندئذ يكونو . jα وبالإمكان القسمة على ≠

i
j i

i I j

x e e
α

α∈

= = −∑  

) الجماعة ،من ثمَّ  ،تكونو  )i i Ie   ا حرةّ.مولّدة، وهي أصغرية لأّ جماعةً  ∋

 الفصل السابع
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⇐� )إذا لم تكن الجماعة � )i i Ie  العنصر يحُقق أنّ  Iفي  0i حرةً وُجِدَ  ∋
0i
e  ٌفي  خطي تركيب

}الجملة  عناصر }0\( )i i I ie }. ومن ثمَّ تكون الجماعة ∋ }0\( )i i I ie ناقض  وهذا ي ،مولّدة ∋
)كون الجماعة  )i i Ie   �  جماعة مولّدة أصغرية. ∋

  
1. ولتكن K فضاء شعاعياً على حقل E ليكن .مبرهنة 2-1. 2( , , , )ne e e…  جملة منE .

1نضع  2vect( , , , )nF e e e= … 1جملة  . عندئذ تكون كل 2 1( , , , )nf f f  F من …+
  خطيّاً. مرتبطةً 

  الإثبات
  .n العدد سنثبت هذه المبرهنة بالتدريج على

1n إذا كان � }1 كان  = : }F eλ λ= ∈ K 1. فإذا كانf 2وf منF  وُجِدَ عددان
1λ 2وλ من K 1 يحُقّقان 1 1f eλ= 2و 2 1f eλ= . 2 عندئذو 1 1 2 0f fλ λ−  والجملة، =

1 2( , )f f  .ً1لاحظ أنّ حالة (مرتبطة خطيا 2 0λ λ=   .)تافهةحالة  =
1n لنفترض صحة الخاصة عند قيمة � 1ولنفترض أنّ  .− 2 1( , , , )nf f f جملة من  …+

1 2vect( , , , )nF e e e= 1. عندئذ توجد جملة … 1
1

( )i j i n
j n

α ≤ ≤ +
≤ ≤

  تحُقّق : K من 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1,1 1 1,2 2 1,

n n

n n

n n n n n n

f e e e

f e e e

f e e e

α α α

α α α

α α α+ + + +

= + + +

= + + +

= + + +

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋯

  

1إذا كان ف 2 1, 0n n n nα α α += = = 1 كانت الجملةُ   ⋯= 2( , , , )nf f f…  جملةً من
1عناصر  2 1vect( , , , )ne e e   قتضى فرْض التدريج تكون هذه الجملة مرتبطة خطياًّ.، وبم…−

,لنفترض إذن أنّ  0k nα }\1من  j في حالة ،، ولنضع≠ }n k+ℕالتعريف الآتي ،:  

,
1 1

,

vect( , , )
j n

j j k n
k n

f f f e e
α

α
−= − ∈ɶ …  
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} عندئذ تكون }1\( )
nj j kf
+∈ℕ

ɶ 1من  جملة 1vect( , , )ne e فهي إذن مرتبطة خطياً بمقتضى  …−
}ومن ثمَّ توجد جملة غير معدومة  فرْض التدريج. }1\( )

nj j kλ
+∈ℕ  منK  0تحُقّقj j

j k

fλ
≠

=∑ ɶ 

  نهمو 
,

,

0
j j n

j j k
j k j k n k

f f
λ α

λ
α≠ ≠

  − =  
∑ ∑  

1الجملة وهذا يثبت أنّ  2 1( , , , )nf f f   �  .خطياً  لة مرتبطةجم …+

1 . إذا كانتKشعاعياً على حقل  فضاءً  E ليكن .نتيجة 3-1. 2( , , , )ne e e…  ّدة جملة مول
) كل جماعة  كانت  E لفضاءل )j j Jf )cardالشرط تحُقّق  ∋ )J n> .ًّمرتبطةً خطيا  

   بعُد فضاء شعاعي 2.

إذا وفقط إذا  منتهي البعد E. نقول إنّ Kشعاعياً على حقل  فضاءً  E ليكن .تعريف 1-2.
) وُجدتْ فيه جماعة )i i Ie )card)مولّدة ومنتهية  ∋ ) )I < +∞.  

) كن. ولتKفضاء شعاعياً على حقل  Eليكن  .مبرهنة 2-2. )i i Ie . E جماعة من عناصر ∋
) نفترض أنّ الجماعة )i i Ie  Iمن  J جماعة مولدة وأنه توجد مجموعة جزئية غير خالية ∋

) الجماعة تكون عندها )i i Je أي  Jتحوي  Iمن  Kحرةً. عندئذ توجد مجموعة جزئية  ∋
( )I K J⊃ )الجماعة تكون، في حالتها، و  ⊂ )i i Ke   .Eللفضاء  اً أساس ∋

  الإثبات 
الحالة العامة تقنيات  تتطلّبإذ  منتهي البعد. Eسنقدّم البرهان فقط في حالة كون الفضاء الشعاعي 

  الكتاب.هذا إطار  وهي خارج Zorn) زورن وطئةت( إضافية مثل
)جملةٍ  كل   يجعل nطبيعي  عددٌ  دَ جِ فضاءً منتهي البُعد وُ  Eكان   لـمّا )j j Lf تحُقق الشرطَ  ∋

card( )L n>  ًف  1-3.وذلك استناداً إلى النتيجة  ،مرتبطةً خطياإذنلنعر  

  
J من الواضح أنّ  ∈ A وأنهّ بمقتضى الملاحظة السابقة :  

, card( )H H n∀ ∈ ≤A  

{ }: ( ) ( ( ) )i i HH I J H e ∈= ⊂ ⊂ ∧A   جماعة حرةّ
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  ، وتحُققAتنتمي إلى  K وجدتإذن  
{ }card( ) max card( ) :K H H= ∈ A  

Kكان   لـمّامن جهة أولى،  � ∈ A   كانت الجملة( )i i Ke J حققتحرةّ و  ∋ K I⊂ ⊂.   

)ومن جهة ثانية، إذا لم تكن الجملة  � )i i Ke I\في وُجِدَ  ،مولّدةً  ∋ K عنصر j  قيحُق
( )vect ( )j i i Ke e } الجملة تكون ، ولكنّ هذا يقتضي أن∌∋ }( )i i K je ∈  Eجملة حرةّ في  ∪

} اموعة تكون أنو  }K j∪  عنصراً منAوهذا يناقض تعريف ، Kلجملة. إذن ا ( )i i Ke ∈ 
  �  .E لفضاءكون أساساً ل تُ ي من ثمَّ مولدة وهجملة 

)1. لنفترض أنّ K فضاء شعاعياً على حقل Eليكن  .نتيجة 3-2. , , )re e=E جملة حرةّ  …
)1و Eمن  , , )mg g=G إلى  Eم . عندئذ يمكننا أن نتمّ E لفضاءجملة مولّدة ل …

1أساس  1( , , , , , )r r ne e e e+… ,1 ، وذلك بعناصرEللفضاء  … ,r ne e+ مأخوذة  …
}اموعة  من : }kg k m≤.  

، نفترض أنّ Kفضاءً شعاعياً منتهي البعد على حقل  E ليكن .مبرهنة وتعريف 4-2.
{0}E )أساس  بحيث يحقّقُ كلn ، يعيٌ وحيدٌ . عندئذ يوجد عددٌ طب≠ )i i Ie للفضاء  ∋
E  َالشرطcard( )I n= .  

بالرمز عادة ، ونرمز إليه Kالحقل على  E بعُدَ الفضاء الشعاعي nنسمّي العددَ 
dim EK أو ببساطة ،dimE.إذا لم يكن هنالك مجال للالتباس ،  

  الإثبات

)1أساسين  نتأمّلل , , )ne e=E )1و … , , )mf f=F جملة  Eكانت   لـمّا. E لفضاءل …
nجملة حرةّ، كان  F مولّدة، ولأنّ الجملة m≥  وبأسلوب مماثل،  1-3.وذلك بمقتضى النتيجة

mجملة حرةّ إذن  Eوالجملة  ،جملة مولّدة Fالجملةُ  n≥ َّومن ثم ،m n=.  �  

dim{0}نصطلح أنّ  .ملاحظة 5-2. منتهي البعد  E، وأنهّ إذا لم يكن الفضاء الشعاعي =0
dimفإنّ  Kعلى  E = +∞K.  
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شعاعياً جزئياً  فضاءً  F. وليكن Kعد على حقل فضاء شعاعياً منتهي البُ  Eليكن  .نتيجة 6-2.
  يحُقّقعد فضاءً شعاعياً منتهي البُ  F ذ يكون. عندئE من

dim dimF E≤  
  الإثبات

F{0}إذا كان  F{0}أنّ  إذن . نفترضالإثباتتمّ  = مجموعة الأعداد  Nونعرف  ≠
)1جملة  ،التي توجد، في حالة كل منها ℕ∗من  qالطبيعية  , , )qx x…  حرةّ فيF.  

∅dimEكان   Eحرةًّ في  F كانت كل جملٍة حرةٍّ في  لـمّا ≠ ⊂N ℕ ّ{0}، لأنF ≠ .
maxليكن  dimp E= ≤N  1عندئذ توجد جملة( , , )px x… حرةّ في F،  جملة وهي
dimp. ومنه F لفضاءل أساسٌ فهي  ،Fأعظمية في حرةّ  F= ويكتمل الإثبات .  �  

وكان بعُداهما منتهيين كان  ،Kفضاءين شعاعيين على حقل  Fو Eإذا كان  .مبرهنة 7-2.
E F×  ًلى الحقل شعاعياً منتهي البُعد ع فضاءK،  الآتيةالمساواة وتحقّقت.  

dim dim dimE F E F× = +  
  الإثبات

)1 إنّ هذه النتيجة صحيحة لأنه إذا تأملنا أساساً  , , )ne e=E  ، وتأملنا كذلكE لفضاءل …
)1أساساً  , , )mf f=F  . كانت الجملةFلفضاء ل  …

( )1 2 1 2( ,0),( ,0), ,( ,0),(0, ),(0, ), ,(0, )n me e e f f f… …  
E لفضاءأساساً ل F×.  �  

1لتكن  .تعميم8-2. 2, , , nE E E… قلٍ ضاءات شعاعية منتهية البعد على حف Kندئذ يكون . ع
1 2 nE E E× ×   ويكون  ،فضاءً شعاعياً منتهي البعد أيضاً  ⋯×

1 2
1

dim( ) dim
n

n i
i

E E E E
=

× × × =∑⋯  

  الإثبات

  �  .الإثبات مباشرٌ بالتدريج اعتماداً على الخاصّة السابقة
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 Eمن  . نفترض أنّ بعُد كلK  على حقل فضاءين شعاعيين Fو Eليكن  .مبرهنة 9-2.
  : متكافئتين الآتيتان. عندئذ تكون الخاصّتان هياً منت Fو

E)ونكتب عندئذ (، Fو Eبين  uيوجد تقابلٌ خطي  � F≅.  
� dim dimE F=.  

  الإثبات
⇐� )1 ليكن � , , )ne e=E ). ولنعرّف Eلفضاء أساساً ل … )i if u e=  ًّكان  أيا i  من

nℕ 1. إنّ الجملة( , , )nf f=F   :الآتيينللسببين . وذلك Fلفضاء أساس ل …
 .جملة حرةّ Fمتباينٌ إذن  uوالتطبيق  ،جملة حرةّ E الجملة �

 جملة مولّدة. F إذنغامرٌ  u مولّدة والتطبيقجملة  Eالجملة   �

dimومن ثمَّ  dimF n E= =.  
⇐� )1 ليكن � , , )ne e=E )1وليكن  ،E لفضاءأساساً ل … , , )nf f=F أساساً  ،…

u:. إنّ التطبيق الخطي Fضاءلفل E F→   أتيكما يالمعرّف   
, ( )n i ii u e f∀ ∈ =ℕ  

  �  هو التقابل الخطّي المطلوب.  

مُشاكِلاً  E. عندئذ يكون Kفضاءً شعاعياً منتهي البعد على حقل  Eليكن  .نتيجة 10-2.
dimEE. أي dimEKتقابلياً للفضاء  ≅ K.  

  .تطبيق

)حقلاً منتهياً، إذن  Fليكن  )card np=F حيث n ∗∈ ℕ وp  ٌأولي. عدد  

حلقة تامّة.  Fلأنّ  أولي  عددٌ  p . نعلم أنّ Fالعددَ المميّز للحقل  pفي الحقيقة، ليكن 
p=K/ومن ثمَّ يكون  ℤ ℤ  حقلاً جزئياً منFويمكن اعتبار ، F  ًشعاعياً على  فضاء

K كان  لـمّا. و F  حقلاً منتهياً كان بعُدُ الفضاء الشعاعيF  على الحقلK  منتهياً. لنضع
dimn = K F عندئذ يكون .n≅F K بمقتضى النتيجة السابقة ومنه  

( )card np=F  
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1 . نفترض أنّ Kفضاء شعاعياً على حقل  E ليكن .نتيجة 11-2. 2, , , nE E E…  فضاءات

 ونفترض أنّ اموع ،أبعادها منتهية Eمن ة ة جزئيّ يّ شعاع
1

n

i
i

E
=
مباشر. عندئذ يكون  ∑

1 الفضاء 2 nE E E⊕ ⊕   منتهي البعد، ويكون  ⋯⊕

11

dim dim
nn

i i
ii

E E
==

=∑⊕  

  الإثبات
  التطبيق نعلم أنّ في الحقيقة، 

1 2 1
11

: , ( , , )
nn

n i n i
ii

E E E E x x x
==

ϕ × × × → ∑⊕⋯ … ֏  

  �  .تقابلٌ خطي
  

شعاعياً  فضاءً  F . وليكنK فضاء شعاعياً منتهي البُعد على حقل Eليكن  .مبرهنة 12-2.
E يحُقّق Eمن  Gيوجد فضاء شعاعي جزئي عندئذ . Eجزئياً من  F G= ⊕.  

  الإثبات 
)1ليكن  , , )re e… لفضاءأساساً لF عناصر  أن نجد 2-3.. يمكننا بناءً على المبرهنة

1, ,r ne e+ 1 تجعل الجملة E في … 1( , , , , , )r r ne e e e+…   . نعرّف إذنEلفضاء أساساً ل …
1vect( , , )r nG e e+= …  

Eونتحقّق بسهولة أنّ  F G= ⊕.  �  

dimEيكن لم  إذاإنّ الخاصة السابقة صحيحة  .ملاحظة � < +∞.  

شعاعياً  فضاءً  F ، وليكنKفضاء شعاعياً منتهي البُعد على حقل  E ليكن .مبرهنة 13-2.
E/. عندئذ يكون بعُد Eجزئياً من  F ونمنتهياً، ويك  

dim / dim dimE F E F= −  
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  الإثبات
Eيحقّق  Eمن  G شعاعياً جزئياً  فضاءً  2-12.لنتأمّل استناداً إلى المبرهنة  F G= ⊕ ،

: التطبيق ولنتأمّل / , [ ]G E F x xΦ → مقصور الغمر القانوني على الفضاء الجزئي وهو  ֏
G ّإن .Φ .تشاكل تقابلي خطي  

وهو  ه مقصور تطبيق خطي على فضاء شعاعي جزئي من منطلقه.لأنّ  خطيΦ   في الحقيقة، إنّ 
  لأنّ  متباينٌ 

) ([ ] 0)ker (

(

0

) ( )

{0}

x x

x

x x

G x

G x F

G F

∈ ∧ =

∈

∈ Φ ⇔

⇔ ∧ ∈
∈ ∩ = ⇔ =⇔

  

Fكان   Eعنصراً من  xوأخيراً إذا كان  Gx x x= Fx حيث + F∈ وGx G∈،  ومن
]ثمَّ  ] [ ] ( )G Gx x x= = Φ ّوهذا يثبت أن ، Φ .ينتج من ذلك أنّ  غامر  

dim / dim dim dimE F G E F= = −  
  �  وهو المطلوب إثباته.

. Eشعاعياً جزئياً من  فضاءً  F، وكان Kشعاعياً على حقل  فضاءً  Eن إذا كا .تعريف 14-2.
codimEمنتهٍ ونكتب  F تمام بعُد نقول إنّ  F < ا وفقط إذا كان بعُد إذ ∞+
E/الفضاء  F منتهياً. ويكون بالتعريفcodim dim /E F E F= لقد أثبتنا في .

  :يأتيما المبرهنة السابقة 
codim dim imdim dE FE E F∞ ⇒ = −< +  

تطبيقاً  u. وليكن Kحقل فضاءَين شعاعيينّ منتهيي البُعد على  Fو Eليكن  .مبرهنة 15-2.
) ، أيFإلى  Eخطياً من  , )u E F∈ Lعندئذ يكون بعُد . Imu  منتهياً ويكون 

dim dim(ker ) dim(Im )E u u= +  
  الإثبات 

  أنّ  في بحث الفضاءات الشعاعيّة والتطبيقات الخطيّةلقد أثبتنا 
/ker ImE u u≅  

  ومن ثمَّ يكون
  dim Im dim /ker dim dim keru E u E u= = −  �  
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. عندئذ يكون K شعاعيين بعداهما منتهيان على حقل فضاءين Fو E: ليكن  مبرهنة16-2.
)بعُد الفضاء  , )E FL  ًويكون  ،منتهياdim ( , ) dim dimE F E F= ⋅L.  

  الإثبات
)1ليكن  , , )ne e=E وحيد  أسلوبيق الخطي يتعينّ بكان التطب  لـمّا. E لفضاءأساساً ل …

  انطلاقاً من صورة أساس للمنطلق، كان التطبيق

1 2: ( , ) , ( ( ), ( ), , ( ))n
nE F F u u e u e u eΦ →L ֏ …  
  تقابلاً خطياً، ومن ثمَّ 

  
1

dim ( , ) dim dim dim dim
n

n

i

E F F F E F
=

= = = ⋅∑L  �  

  رتبة جماعة أشعة ورتبة تطبيق خطي 3.

) لتكن .تعريف 1-3. )i i Ix ))vect. إذا كان بعُد Eجماعة من فضاء شعاعي  ∋ ) )i i Ix ∈ 
) رتبة الجماعةمنتهياً قلنا إنّ  )i i Ix   منتهية وكتبنا ∋

rg(( ) ) dim vect(( ) )i i I i i Ix x∈ ∈=  

) . ولتكنFو Eين ن شعاعي يْ تطبيقاً خطياً بين فضاءَ  uليكن  .مبرهنة 2-3. )i i Ix جماعة من  ∋
E  رتبتها منتهية. عندئذ تكون رتبة الجماعة( ( ))i i Iu x   منتهية أيضاً ويكون ∋

rg(( ( )) ) rg(( ) )i i I i i Iu x x∈ ∈≤  
  الإثبات

))vect ليكن ) )i i IG x dim ولنضع ،=∋ rg(( ) )i i Ir G x ∈= التطبيق الخطّي  نتأمّل. =
v مقصور u لىع Gأي  ؛( , )Gv u G F= ∈ L ّإن .  

Im vect(( ( )) )i i Iv u x ∈=  
  ومن ثمَّ 

  dim dim ker dim Im dim Im rg( ( )) )i i Ir G v v v u x ∈= = + ≥ =  
  �  وهي النتيجة المرجوة.
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منتهياً  Imu . إذا كان بعُدFو E تطبيقاً خطياً بين فضاءين شعاعيين u ليكن .تعريف 3-3.
rgمنتهية وكتبنا  u التطبيق الخطي رتبةقلنا إنّ  dim Imu u=.  

dimEفي حالة أنهّ  ،من جهة أولى ،نلاحظ <   لدينا ∞+
dim dim ker rgE u u= +  

dimFإذا كان  ،من جهة ثانية ،وأنه < rgكان   ∞+ dimu F≤إذن .  

( , ), rg min(dim ,dim )u E F u E F∀ ∈ ≤L  

  :الآتيانالتكافؤان المهمّان لدينا منتهياً كان  Fو Eلاحظ أيضاً أنهّ إذا كان بعُد كلّ منون
	   u  متباينdim rgE u= ⇔.  
	   u  غامرdim rgF u= ⇔.  

dim بعُداهما منتهيان ويحُققانين ين شعاعي فضاءَ  Fو E ليكن .مبرهنة4-3. dimE F= .
)تطبيقاً خطيّاً من  uوليكن  , )E FL متُكافئة. الآتيةكون الخواص ت. عندئذ  

� u .غامر  
� u .متباين  

 u .تقابل  
� rgn u=.  
� u  ٌأي يوجد (من اليسار.  قلَوبv  من( , )F EL  يحُقّق( Ev u I=�.  
 u .أي يوجد ( قلَوب من اليمينv  من( , )E FL  يحُقّق( Fu v I=�.  

  الإثبات
  �  الإثبات سهل ومتروك للقارئ.

. Kثلاثة فضاءات شعاعية ذات أبعاد منتهية على حقل  Gو Fو E لتكن .مبرهنة 5-3.
) نفترض أنّ  , )u E F∈ L و( , )v F G∈ Lعندئذ .  

� rg( ) min(rg , rg )v u u v≤�.  
)rg كانغامراً   uإذا كان  � ) rgv u v=�.  
)rg كانمتبايناً   vإذا كان  � ) rgv u u=�.  
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  الإثبات

)Imلدينا من جهة أولى  � ) (Im( ))v u v u=�  َّومن ثمrg( ) rgv u u≤� ومن جهة .
)Imثانية  )u F⊂  إذنIm( ) Imv u v⊂�  َّومن ثمrg( ) rgv u v≤� .  

)Imغامراً كان  uإذا كان  � ) Imv u v=� .  

  متبايناً كان vإذا كان  �
rg( ) dim (Im( )) dim Im( ) rgv u v u u u= = =�  

 �  .المبرهنة إثباتيكتمل وبذا 

  

   ملاحظة عملية 6-3.
)1رتبة جملة أشعة لتعيين  , , )pa a… من فضاء شعاعي E  ٍيساوي بعُده منته n نكتب ،

)1بعناصر أساس  خطيّةً  أولاً كلّ شعاع منها عبارةً  , , )ne e=E ظ أنّ . ثمُّ نلاحE لفضاءل …
)1vectالفضاء  , , )pa a…  لا يتغيرّ إذا ضُرِبَ أحد الأشعةia أو إذا ، 0 بثابت مختلف عن

1 تركيب خطي في بقية الأشعة ia أُضيف إلى أحد الأشعة 1 1, , , , ,i i pa a a a− +… ذلك . ل…
)1نسعى للحصول على جملة  , , )pb b…  1من أشعةvect( , , )pa a…  وتحويتولّد الفضاء نفسه 

)1مركباا على الأساس  , , )ne e=E نسعى لأن يكون تمثيل  ،العديد من الأصفار. في الحقيقة …
,1الأشعة  , pb b… 1ساس على الأ( , , )ne e=E   : من النمط التالي …

1 2

1

2

0 0
0

0

p

n

b b b

e

e

e

×
× ×
× ×

× ×

× × ×

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮

⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱

⋮

⋮ ⋮

⋯ ⋯
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1 الجملة نحسب رتبة إذ، الآتيسنوضّح هذا الأسلوب في المثال  2 3 4( , , , )a a a a  5منℝ  تعُطى التي
  : أتيمركباا على الأساس القانونيّ كما ي

1

2

3

1

5

9

a

 
 
 
 
 −=  
 
 
 
  

2و   

5

1

1

2

7

a

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  

3و   

1

2

3

5

1

a

 − 
 
 
 =  
 
 
 
  

4و   

2

7

0

13

12

a

 − 
 
 
 =  
 
 
 
  

  

   :نبينّ فيما يلي العمليات التي يمكن إجراؤها على هذه الأشعّة للحصول على الشكل السابق
1 2 3 4 1 2 3 4

2 5 1 2 1 0 0 0

3 1 2 7 2 7 11 3

1 1 3 0 3 5 16 6

5 2 5 13 5 15 27 3

9 7 1 12 1 11 12 10

a a a a b b b b

   − − −   
   
   →   − −   
   
   
   
      

  

1 حيث 3b a=  2و 1 32b a a= 3و   + 2 35b a a= 4 و  + 4 32b a a=   ثمُّ  .−
1 2 3 4 1 3 2 4

1 0 0 0 1 0 0 0

2 7 11 3 2 1 7 3

3 5 16 6 3 17 5 6

5 15 27 3 5 9 15 3

1 11 12 10 1 9 11 10

b b b b b c b b

   − −   
   
   →   − −   
   
   
   −      

  

3 حيث 3 2 4 1 2 3 45c b b b a a a a= − − = − + +   ثمُّ  .−
1 3 2 4 1 3 2 4

1 0 0 0 1 0 0 0

2 1 7 3 2 1 0 0

3 17 5 6 3 17 114 57

5 9 15 3 5 9 48 24

1 9 11 10 1 9 74 37

b c b b b c c c

   − −   
   
   →   − − −   
   − −   
   − −      
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  وقد عرّفنا
2 2 3 1 2 3 4

4 4 3 1 2 3 4

7 8 7 33 7

3 3 3 17 4

c b c a a a a

c b c a a a a

= − = − − +
= − = − − +

  

  ثمُّ 

1 3 2 4 1 3 4 2

1 0 0 0 1 0 0 0

2 1 0 0 2 1 0 0

3 17 114 57 3 17 57 0

5 9 48 24 5 9 24 0

1 9 74 37 1 9 37 0

b c c c b c c d

   − −   
   
   →   − − −   
   − − −   
   − −      

  

2 حيث 2 42 0d c c= − 1 تساوي من جهة ثانية 2dلكن ، و = 2 3 42a a a a− + − .
1نستنتج أنّ  2 3 4rg( , , , ) 3a a a a  3aو 2aو 1aوأنه توجد علاقة ارتباط خطّي بين الأشعة  =

  هي 4aو
  

2 1 2 3 42 0d a a a a= − + − =.  

�
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  تمرينات
J 3 نتأمّل في 1. التمرينℝ الأشعّة  

(1,1, 1)u = ) و  − 1,1,1)v = ,1) و  − 1,1)w = −  
)أثبت أنّ  , , )u v w  3أساسٌ للفضاءℝ بات الشعاع2,1)، وأعطِ مرك, على هذا  (3
  الأساس.

  الحـل
)يكفي أن نثبتَ أنّ كل شعاع  , , )x y z ّة بالأشعّة يُكتب بأسلوب وحيد عبارة خطيu وv وw .

)ولكنّ المساواة  , , )x y z u v wα β γ= + ) حيث + , , )α β γ  3منℝ تُكافئ  
x

y

z

α β γ

α β γ

α β γ

= − +

= + −
= − +
−

+

−
  

  وهذا يُكافئ

2

2

x

y x

z x

α β γ

α

γ

= − +

+ =
+ =

  

  كافئيُ بدوره  اوهذ

, ,
2 2 2

x y y z z x
α β γ

+ + +
= = =  

)وحيد الثلاثيّة  كانت هذه الصيغة تعرّف بأسلوبٍ   لـمّاو  , , )α β γ ّاستنتجنا أن ،( , , )u v w  ٌأساس
  وأنّ  3ℝللفضاء 

3( , , ) , ( , , )
2 2 2

x y y z z x
x y z x y z u v w

+ + +
∀ ∈ = + +ℝ  

  يكون لديناوبوجه خاص 
3 5

(2,1,3) 2
2 2
u v w= + +  

  ú .ةالمطلوب هي النتيجةو 
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J رتبة جملة الأشعّة   2. التمرين عينF  من الفضاء الشعاعيE  من الحالات الآتيةفي كل :  
)الجملة  � )(1,0,1, 0),(1,1,0,0),( 1, 1,1, 0),(0, 0,2, 0)= − −F  4فيℝ.  
)الجملة  � )2 2 31, 3 1,2 , 3X X X X X X= + + + + +F  في[ ]Xℂ.  
)الجملة  � )1 2 3 4, , ,ϕ ϕ ϕ ϕ=F  4في( , )L ℝ ℝ المعطاة بالعلاقات  

1

2

3

4

( , , , )

( , , , ) 2

( , , , )

( , , , )

x y z t x z

x y z t x y

x y z t x y z t

x y z t y t

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

= +
= − +
= + − +
= +

  

  الحـل
1لنلاحظ أنّ  � 2 3 4( , , , )a a a a=F حيث  

1 2

3 4

(1, 0,1, 0), (1,1,0,0)

( 1, 1,1, 0), (0, 0,2,0)

a a

a a

= =
= − − =

  

)vectليكن  )V = F ّعندئذ نلاحظ أن .  
1

1 1 42

2 2 1

1
3 42

(1, 0, 0, 0)

(0,1, 0, 0)

(0, 0,1, 0)

e a a V

e a e V

e a V

= − = ∈
= − = ∈

= = ∈

  

2لاحظ أنّ نُ  وأخيراً  3 42 2a a a+   . إذن =

1 2 3 1 2 3vect( , , ) vect( , , )e e e V a a a⊂ ⊂  
1ولأنّ الجملة  2 3( , , )e e e  ّمستقلّة خطياًّ وضوحاً، استنتجنا أنrg( ) dim 3V= =F.  

1لنلاحظ أنّ  � 2 3 4( , , , )a a a a=F حيث  
2 2

1 2

3
3 4

1, 3 1

2 , 3

a X X a X X

a X a X

= + + = + +

= = +
  

)vectوليكن  )V = F ّ2. عندئذ نلاحظ أن 1 3a a a=   ، إذن+

1 3 4vect( , , )V a a a=  
1ولكنّ الأشعّة  3 4( , , )a a a ا مثنى مثنى. إذنمستقلّة خطيّاً بسبب اختلاف درجا  

rg( ) dim 3V= =F  
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1لنتأمّل الأساس  � 2 3 4( , , , )e e e e∗ ∗ ∗ ∗=E  4للفضاء( , )L ℝ ℝ  يأتيالمعرّف كما :  

2 1

4 3

( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ( , , , )

e x y z t y e x y z t x

e x y z t t e x y z t z

∗ ∗

∗ ∗

= =

= =
  

1عندئذ تعُطى مركّبات  2 3 4( , , , )ϕ ϕ ϕ ϕ=F 1 على الأساس 2 3 4( , , , )e e e e∗ ∗ ∗ ∗=E   يأتيكما:  
1 2 3 4

1 1 1 0

0 2 1 1

1 0 1 0

0 0 1 1

ϕ ϕ ϕ ϕ

 − 
 
 
 − 
 
  

  

  نجد ،ولكن، بإجراء تحويلات بسيطة على هذه الأشعّة

2 2 1

3 3 1 4 2

3 3 2

4 4 22

1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 2 1 1 0 2 1 1 0 1 1 2

1 0 1 0 1 1 2 0 1 0 2 1

0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 2 1

0 1 0 2

C C C
C C C C C

C C C
CC C C

← +
← −

← −
← −

     −     
     
     → →     − − −     
     
          

 
 
 
 → − 
 −

−

 

�

1
3 32

4 4 3

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 1

0 1 0 2

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 2

C

C C C

−←

← −

 
 
 
 →  
 
 −  

 
 
 
 →  
 
 − 

−



  
. وهذا يثبتُ أنّ الجملة kللدلالة على العمود ذي الدليل  kC وقد رمزنا بالرمز

1 2 3 4( , , , )ϕ ϕ ϕ ϕ=F  ّة خطيّاً، أي إنّ مستقل( )rg dim 4V= =F.  ú  

J ليكن  3. التمرينF وG  5فضاءَين شعاعيّين جزئيّين منℝ منهما يساوي أثبت  .3، بعُد كل
F{0}أنّ  G∩ ≠.  
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  الحـل

5Fفي الحقيقة، لدينا  G+ ⊂ ℝ إذن ،dim( ) 5F G+ كان   إذا، ولكن ≥
{0}F G∩   كان  =

F G F G+ = ⊕  
)dimومن ثمَّ  ) dim dim 6F G F G+ = +   ú  وهذا خُلفٌ واضحٌ. =

J ليكن  4. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً على الحقلK  وليكن 3بعُده يساوي .u  ًتطبيقاً خطيّا
2يحُقق  0u 3و ≠ 0u )من  fالتطبيقات الخطيّة  جِدْ . = )EL  التي تحُقّق

f u u f=� �.  
  الحـل

2كان   لـمّا 0u )2يحُقّق  Eفي  aاستنتجنا أنهّ يوجد عنصرٌ  ≠ ) 0u a . وعندئذ نتأمّل ≠
)2المعرفّة كما يأتي  Eمن   Eالجملة  , ( ), ( ))a u a u a=E .  
 ا أنّ حرةّ، لأنهّ إذا افترضن Eفي الحقيقة، إنّ الجملة  �

2( ) ( ) 0a u a u aλ µ ν+ + =  
  على طرفي هذه المساواة، أنّ  2uثمُّ  uاستنتجنا، بتطبيق 

2( ) ( ) 0u a u aλ µ+ )2و      = ) 0u aλ =  
)2ولأنّ  ) 0u a 0λأنّ ، نستنتج على التوالي ≠ 0µثمُّ  = 0νثمُّ  = =. 

dimولكن  � 3E )2، إذن تكون الجملة = , ( ), ( ))a u a u a=E  أساساً للفضاءE. 

)طبيقاً خطيّاً من ت fليكن  � )EL  قيحُقf u u f=� )كان   لـمّا. � )f a  عنصراً من
E  ً0وجدنا أعداداλ 1وλ 2وλ  تحُقّق  

2
0 1 2( ) ( ) ( )f a a u a u aλ λ λ= + +  

   وعندئذ يكون لدينا
2

0 1( ( )) ( ( )) ( ) ( )f u a u f a u a u aλ λ= = +  
  و

2 2
0( ( )) ( ( ( ))) ( )f u a u f u a u aλ= =  
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2هذا يثبت أنّ التطبيق الخطّي 
0 1 2Eg f I u uλ λ λ= − −  Eينعدم عند عناصر الأساس  −

  ، أي0فهو إذن يساوي 
2vect( , , )Ef I u u∈  

)2vectوبالعكس، من الواضح أنّ كل عنصرٍ من  , , )EI u u  يتبادل معu  ّوهذا ما يثبتُ أن  

{ }2vect( , , ) ( ) :EI u u f E f u u f= ∈ =L � �  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

J 4 ليكن 5. التمرينE = ℝ ولنتأمّل في .E : الأشعة  
(1,2,3, 4), (1,1,1,3), (2,1,1,1)

( 1, 0, 1,2), (2,3, 0,1)

a b c

d e

= = =
= − − =

  

  : وليكن الفضاءين الجزئيين
vect( , , )U a b c=  و  vect( , )V d e=   

Uو Vو Uمن  كل   بعُداحسب    V∩ وU V+.  
  الحـل
) من الجملتين نلاحظ أوّلاً أنّ كلاًّ  � , , )a b c  و( , )d e  ّجملةٌ حرةّ. وهذا يثبتُ أن 

dim 3U dimو     = 2V = 

)ينتمي الشعاع  أخرى ومن جهة � , , , )x y z t إلىU  إذا وفقط إذا وُجِدت أعدادα وβ 
) المساواة تحُقّق γو , , , )x y z t a b cα β γ= +  اة تُكافئوهذه المساو ، +

2 2

2 2

2

2

2

3

4 3

2

2

x

y

z

t

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

= + +

= + +

= + +

= + +

  

  أو
2 2

2 3 2 3

3 2 5 3 2( 2 )

4 7 4 ( 2 ) 4

2

2

3

2

x x

y x y x

z x z x y x

t x t x y x

α

α β γ α β γ

β γ β γ

β γ γ

β

α

α α β

α α βγ γ

 = + + = + +    − = − − − = − −  ⇔  − = − − − − − =   − = − − − −
−

− = −
−

 −  
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  وأخيراً 
2

2 3

2

4 9 2 0

3

x

y x

z y x

t z y x

γ β α

γ β

γ

= + +

− + = +
− + =

+ − + =

  

  وعليه
( , , , ) 2 9 4 0x y z t U x y z t∈ ⇔ − + + = 

Uكان   لـمّا � V V∩ dimاستنتجنا أنّ  ⊃ 2U V∩ ≤. 
Â  فإذا كانdim 0U V∩ U{0}كان   = V∩ ، ونتج من ذلك أنّ اموع =

U V+  َّمباشرٌ، ومن ثم 

dim( ) dim

dim dim 3 2 5

U V U V

U V

+ = ⊕
= + = + =

 

Uالفضاء  وهذا يناقض كون V+ 4 محتوى فيℝ  4الذي بعُده.  

Â  وإذا كانdim 2 dimU V V∩ = U كان  = V V∩ Vأو  = U⊂ .
dولكن نتيقّن بسهولة أنّ  U∉ .ًيجب أن يكون  إذن، وهذا تناقضٌ أيضا

dim 1U V∩ =. 
dimكان   لـمّا � dimU V V∩ Vاستنتجنا أنّ  > U⊂/ َّومن ثم ،U U V+� 

 إذن لا بدُّ أن يكون

43 dim dim dim 4U U V= < + ≤ =ℝ 

dim ومنه 4U V+ =.  ú  
  

J ليكن 6. التمرين E فضاءً شعاعياً على حقل K بعُده ،nوليكن . f تطبيقاً من ( )EL ،
)2نفترض أن الجملة  .E{0}\ عنصراً من xو ( ), ( ), , ( ))nf x f x f x=E أساس  …
)1تقابلٌ، وأنه يوجد  f . أثبت أنE لفضاءل , , )na a… في nK يحُقّق   

1
1 0n n

n Ef a f a I−+ + + =⋯  

  



 66 الفضاءات الشعاعية المنتهية البعد

  الحـل
حرةّ، استنتجنا أا نفسها حرةّ. فهي أساسٌ  fكانت صورة هذه الجملة وفق التطبيق الخطّي   لـمّا

)كان الشعاع   لـمّا. و nلأنّ بعُده يساوي  Eللفضاء  )nf x  عنصراً منE  أمكن تحليله على
1، أي توجد أعداد Eالأساس  2( , , , )na a a…  فيK تحُقّق  

1

1
0

( ) ( )
n

n k
k

k

f x a f x

−

+
=

= −∑  

  على طرفيَ العلاقة السابقة، أنّ  jfونستنتج من ذلك، بتطبيق 
1

1
0

{0,1, , 1}, ( ( )) ( ( ))
n

n j k j
k

k

j n f f x a f f x

−

+
=

∀ ∈ − = −∑…  

طّيوهذا يبرهن أنّ التطبيق الخ
1

1
0

n
k

k
k

g f a f

−

+
=

=  فهو إذن. و Eينعدم عند عناصر الأساس  ∑+

معدوم أي إنّ 
1

1
0

0
n

k
k

k

f a f

−

+
=

+   ú  وهي النتيجة المرجوّة. ،∑=

J ليكن  7. التمرينE وF  فضاءَين شعاعيين على حقلK وليكن .V  فضاءً شعاعياً جزئياً من
E  وكذلك ليكنW  فضاءً شعاعياً جزئياً منF نعرّف ., ( , )VW E FL  ّموعةبأا ا :  

{ }, ( , ) ( , ) : ker , ImVW E F u E F V u u W= ∈ ⊂ ⊂L L  
 أثبت أن, ( , )VW E FL  ٌجزئي من  شعاعيّ  فضاء( , )E FL  يُشاكِل تقابلياً الفضاء

( / , )E V WL ماذا يمكن أن نقول عن بعُد ., ( , )VW E FL إذا كان كل من ،
dimW وcodimV منتهياً ؟  

  الحـل
,من الواضح أنّ  � ( , )VW E FL  فضاءٌ جزئي من( , )E FL. 
:ليكن  � ,i W F x x→ :و التباين القانوني، ֏ / , [ ]Q E E V x x→ الغمر  ֏

  :يق الخطّيالقانوني. ثمُّ لنعرّف التطب

,: ( / , ) ( , ),V WE V W E F u i u Qϕ →L L ֏ � �  
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 متباينٌ. ϕإنّ التطبيق  �

0iكان   kerϕعنصراً من  uفي الحقيقة، إذا كان  u Q =� غامرٌ  Q، ولأنّ �
0uمتباينٌ استنتجنا أنّ  iو ker. أي = {0}ϕ =. 

 غامرٌ. ϕإنّ التطبيق وكذلك ف �

,عنصراً من  vفي الحقيقة، ليكن  ( , )VW E FL وليكن ،A  تكافؤ ما صف
E/من V موعةعندئذ تتكون ا .( )v A  من عنصرٍ واحدٍ ينتمي إلىW لإثبات .

] ونفيك Aمن  aذلك، نتأمّل عنصراً  ]A a= عندئذ ينتمي ،( )v a  إلى( )v A .
)عنصراً ما من  yوإذا كان  )v A  َوُجِدx  فيA قيحُق ( )y v x= ولكن . 

( ) ( ) 0y v a v x a− = − =  
  نفسه يعني أنّ  Aإلى صف التكافؤ  xو aلأنّ انتماء كل من 

kerx a V v− ∈ ⊂  
)إذن  ) { ( )}v A v a=  حيثa  هو عنصرٌ ما منA.  لنعرّف إذن في حالةA  من
/E V  العنصر( )u A  منW بالعلاقة ( ) { ( )}v A u A= ، بتحقّق عندئذ نتيقّن

E/تطبيق خطّي من  uأنّ  مباشر V  إلىW  يحُقّق( )u vϕ = .  
,تشاكل تقابلي خطّي من  ϕبذلك نكون قد أثبتنا أنّ  ( , )VW E FL  إلى( / , )E V WL  فإذا .

  منتهيين، كان Vوتمام بعُد  Wكان بعُد 
dim ( / , ) dim / dim codim dimEE V W E V W V W= ⋅ = ⋅L  

  ومن ثمَّ 
,dim ( , ) codim dimV W EE F V W= ⋅L  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

J ليكن 8. التمرين E  فضاءً شعاعياً على حقلK 1. وليكنE 2وE  فضاءين شعاعيين جزئيين
1. نفترض أن بعُد Eمن  2E E+  ّمنتهٍ. أثبت أن  

1 2 1 2 1 2dim( ) dim dim dimE E E E E E+ = + − ∩  
  :ثمُ أثبت أنّ   

( ) ( )1 2 1 2dim dim dim {0}E E E E E+ > ⇒ ∩ ≠  
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  الحـل
1 لنتأمّل التطبيق الخطّي 2 1 2 1 2: ,( , )E E E x x x xϕ × → عندئذ نلاحظ من جهة . ֏−

1أولى أنّ  2Im E Eϕ =   ، ونلاحظ من جهة ثانية أنّ +
{ }1 2 1 2ker ( , ) :x x x E E E Eϕ = ∈ ∩ ≅ ∩  

  إذن نستنتج من كون

1 2dim dim Im dim kerE E ϕ ϕ× = +  
  أنّ 

1 2 1 2 1 2dim dim dim( ) dimE E E E E E+ = + + ∩  

  ú  وهي المساواة المطلوبة. أمّا الاستنتاج الأخير فهو واضح استناداً إلى المساواة السابقة.

J لتكن  9. التمرينE وF وG ثلاثة فضاءات شعاعية منتهية الأبعاد على حقل K.  
)نفترض أنّ  � , )f E F∈ L  و( , )g F G∈ Lأثبت أن .  

( )rg( ) rg( ) dim rg( ) min rg( ),rg( )f g F g f f g+ − ≤ ≤�  
) نّ نفترض أ � , )f E F∈ L  و( , )g E F∈ L .أثبت أن  

rg( ) rg( ) rg( ) rg( )+rg( )f g g f f g− ≤ + ≤  
  الحـل
)نفترض أنّ  � , )f E F∈ L  و( , )g F G∈ L .  

Imنلاحظ أوّلاً أنّ  � f F⊂نّ ، يقتضي أIm Img f g⊂�  َّومن ثم 

rg( ) rg( )g f g≤� 

 التطبيق الخطي وإذا تأمّلنا �

: Im , ( )g f G x g x→ɶ ֏  

Imكان  Img g f=ɶ  ولأنّ  �

dim Im dim ker dim Imf g g= +ɶ ɶ  

dimاستنتجنا أنّ  Im dim Img f≤ɶ  أيrg( ) rg( )g f f≤المتراجحة ، ومنه�:  
( )rg( ) min rg( ), rg( )g f f g≤�  
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 في الحقيقة، لدينا �

rg( ) dim ker rg( )f g g f= +ɶ �  
kerولكن  Im kerg f g= ∩ɶ  َّومن ثم  

dim ker dim ker dim rg( )g g F g≤ = −ɶ  
 إذن

rg( ) dim rg( ) rg( )f F g g f≤ − + �  
  فنكون بذلك قد أثبتنا صحّة المتراجحة

( )rg( ) rg( ) dim rg( ) min rg( ), rg( )f g F g f f g+ − ≤ ≤� 

)نفترض أنّ  � , )f E F∈ L و( , )g E F∈ L. 

)Imنستنتج من الاحتواء  � ) Im Imf g f g+ ⊂  أنّ  +

rg( ) rg( ) rg( )f g f g+ ≤ + 

fكما نستنتج من كون  � f g g= + gو − f g f= +  أنّ  −

rg( ) rg( ) rg( )f f g g≤ + )rgو      + ) rg( ) rg( )g f g f≤ + + 

  من ثمَّ نكون قد أثبتنا أنّ و 
rg( ) rg( ) rg( ) rg( ) rg( )f g f g f g− ≤ + ≤ + 

 ú  .إثبات المطلوبوبذا يتمّ 

Jليكن 10. التمرين E  فضاءً شعاعياً على حقلKبعُده ، n 1. وليكنE 2وE  فضاءين
1قان يحقE  شعاعيين جزئيين من  2dim dimE E n p= = . أثبت أنه يوجد −

1ق يحقF   فضاء شعاعي جزئي 2E F E F E= ⊕ = ⊕.  
  الحـل
F. عندئذ يكون Eفضاءَين جزئيّين من  Gو Hكن : لي الآتيةلنذكر بالخاصّة المعروفة  � G∪ 

Fإذا وفقط إذا كان  Eفضاءً جزئياًّ من  G⊂  أوG F⊂ في الحقيقة، إنّ كفاية هذا .
Fالشرط واضحة، لنثبت إذن لزومه. نفترض أنّ  G∪  فضاء جزئي منE ّوأن ،F G⊂/ ،

كان   لـمّا. Gعنصراً ما من  x. ليكن Gولا ينتمي إلى  Fينتمي إلى  bفيوجد عنصرٌ 
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F G∪  ّاً كان فضاءً جزئيx b+  عنصراً منF G∪ فإمّا أن يكون .x b G+ ومن  ∋
bثمَّ  x b x G= + − xوهذا خُلفٌ، أو أن يكون  ∋ b F+ ومن ثمَّ  ∋

x x b b F= + − Gنا أنّ نكون قد أثبتف ،∋ F⊂،  ّالخاصة المشار إليها إثباتوتم. 
,0,1}من  pنتأمّل في حالة . n ، بعُدهKفضاءً شعاعياً على حقل  E ليكن � , }n… 

 : الآتية pPالخاصّة 
  ن يحُققانااللذ Eمن  2Eو 1Eكان الفضاءان الجزئيّان   أياًّ 

1 2dim dimE E n p= = −  
  يحُقق Eمن  Fفيوجد فضاءٌ جزئيٌ 

1 2E F E F E= ⊕ = ⊕ 

  .pبالتدريج على العدد  pPسنثبتُ صحّة 
F{0}نأخذ  إذصحيحة وضوحاً.  0Pفي الحقيقة،  � 1لأنّ  = 2E E E= في هذه  =

 الحالة.

1عدداً طبيعياًّ يحُقق  kليكن  � k n≤ . ولنتأمّل فضاءَيْن 1k−P، ولنفترض صحّة ≥
1يحُققان  Eمن  2Eو 1Eجزئيـينْ  2dim dimE E n k= = −. 
1إذا كان  2E E⊂  2أو 1E E⊂   1كان 2E E= ّ1، لأن 2dim dimE E= ،

  ليتحقق 1Eفضاءً يتمم  Fوفي هذه الحالة يكفي أن نختار 
1 2E F E F E= ⊕ = ⊕.  

1أمّا إذا كان  2E E⊂/ 2و 1E E⊂/ موعةن ا1، فعندئذ لا تكو 2E E∪  ًفضاء
1يكون  ، ومن ثمَّ Eجزئيّاً من  2E E E∪ من  a، نختار إذن عنصراً �

1 2\( )E E E∪ونعرّف ،  
1 1E E a′ = ⊕ K      2و 2E E a′ = ⊕ K  

1 فيكون 2dim dim 1 ( 1)E E n k n k′ ′= = − + = − يوجد، بناءً على و . −
F يفرْض التدريج، فضاء جزئ 1يحُقق  ′ 2E F E F E′ ′ ′ ′= ⊕ = . وعندئذ نعرّف ⊕
F F a′= ⊕ K 1. فيكون 2E F E F E= ⊕ = ، وبذا نكون قد أثبتنا ⊕

  .kPصحّة الخاصّة 
  ú  .بالتدريج النتيجة المطلوبة وهكذا يكتمل إثبات
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Jلتكن 11. تمرينال n من∗ℕ وليكن ،[ ]nE X= ℝ دود الحقيقية التي لا فضاء كثيرات الح
)من  u . وليكنnعلى  ة كل منهاتزيد درج )EL بالعلاقة : عرّفالتطبيق الخطّي الم  

( ) ( 1) ( 1) 2 ( )u P P X P X P X= + + − −  
  .rguو Imuو keruوعينّ  ،خطّي uتحقّق أنّ  �
  يحُقّق الشروط : Pكثير حدود وحيد   Eفي أثبت أنه يوجد  Imuمن  Qليكن  �

( )u P Q=   (0)   و (0) 0P P ′= =  

  الحـل

  ، ولنعرّفkeruعنصراً من  P ليكن �
( )( ) ( ) (0) (1) (0)Q X P X P P P X= − − −  

(0)فيكون  (1) 0Q Q= )، كما نلاحظ أنّ = ) 0u Q )لأنّ  = ) 0u P   ليه. وع=
, ( 1) ( ) ( ) ( 1)k Q k Q k Q k Q k∗∀ ∈ + − = − −ℕ  

,وهذا يتيح لنا أن نثبت بالتدريج أنّ  ( 1) ( ) 0k Q k Q k∀ ∈ + − =ℕ فالمتتالية .
( )( )

k
Q k

∈ℕ
(0)كان   لـمّامتتالية ثابتة، و   0Q ,استنتجنا أنّ  = ( ) 0k Q k∀ ∈ =ℕ ولا .

0Q. إذن صفرياً أن يقبل عدداً لاائياً من الجذور ما لم يكن  Qيمكن لكثير الحدود  أو  =
( )(0) (1) (0)P P P P X= − 1ker. وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ − [ ]u X⊂ ℝ أمّا .

  اكس فهو صحيح وضوحاً. إذنالـمُعالاحتواء 

1ker [ ]u X= ℝ  
2kنلاحظ أنهّ في حالة  ،ومن جهة أخرى   لدينا ≤

( )
2

0

( ) ( 1) ( 1) 2

1 ( 1)

k k k k

k
k

k

u X X X X

C X

−
−

=

= + + − −

= + −∑ ℓ ℓ ℓ

ℓ

  

degومن ثمَّ  ( ) 2ku X k≤ 2Im. إذن ℕمن  kفي حالة  − [ ]nu X−⊂ ℝ ، ولكن  

2

dim Im rg dim [ ] dim ker

1 2 1 dim [ ]
n

n

u u X u

n n X−

= = −
= + − = − =

ℝ

ℝ
  

rgإذن  1u n= 2Imو − [ ]nu X−= ℝ.  
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2ليكن  �
2[ ]nG X X−= ℝ ّإن .G  فضاء شعاعي جزئي منE  1بعُدهn   . ولنتأمّل−

2: [ ], ( )nG X P u Pϕ −→ ℝ ֏  
ker لـمّا كان من الواضح أنّ  ker {0}G uϕ = ∩ متباينٌ، وهو من ثمَّ  ϕ استنتجنا أنّ ، =

2dimتقابل لأنّ  dim [ ]nG X−= ℝ مهما يكن  نرى أنهّ، وعليهQ  2من[ ]n X−ℝ يوجد ف
)يحُقق  Pكثير حدود وحيد  )u P Q= (0) بالإضافة إلى الشرطين (0) 0P P ′= أي (، =

(P G∈، .وهكذا يكتمل الحل  ú  
J ليكن  12. التمرينE فضاءً شعاعياً على حقل تبديلي K ّنفترض أن . dimn E= وليكن .

u  عنصراً من( )EL ّأثبت أن .  
2ker Im ( 0) ( 2 rg )u u u n u= ⇔ = ∧ =  

  الحـل

kerلنفترض أنّ  � Imu u= ّ2. عندئذ من الواضح أن 0u   ، كما نستنتج من العلاقة=

dim dim ker dim Imn E u u= = +  
2أنّ  rgn u=.  
2نّ وبالعكس، لنفترض أ � 0u 2وأنّ  = rgn u= 2. عندئذ نستنتج من 0u   أنّ  =

, ( ) kerx E u x u∀ ∈ ∈  
Im إنّ  أي keru u⊂ ولكن .dim Im dim ker dimu u E n+ =   إذن =

rg dim ker 2 rgu u u+ =  
  ومن ثمَّ 

dim ker dim Imu u=  
Imإذن يجب أن يكون  keru u=.  ú  

J ليكن  13. التمرينE فضاءً شعاعياً منتهي البعد على حقل تبديلي K وليكن .u وv  عنصرين
)من  )EL ّنفترض أن .  

Im Im ker kerE u v u v= + = +  
  أثبت أنّ 

Im Im ker kerE u v u v= ⊕ = ⊕  
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  الحـل
dimnلنضع  E= الآتية، ولنستفد من الخواص:  

rg dim ker

rg dim ker

dim( ) dim dim dim

n u u

n v v

F G F G F G

= +

= +
+ = + − ∩

   

Imعندئذ نستنتج من الفرْض  Im ker kerE u v u v= + =   أنّ  +
rg rg dim(Im Im )

rg rg dim(ker ker )

n u v u v

n n u n v u v

= + − ∩
= − + − − ∩

  

  وبجمع هاتين المساواتين نجد

dim(Im Im ) dim(ker ker ) 0u v u v∩ + ∩ =  

  إذن 

ker ker {0}u v∩ Im و = Im {0}u v∩ =  
  ú  وهذا يثبتُ المطلوب.

J ليكن  14. التمرينE  فضاءً شعاعياً منتهي البعد على حقل تبديليK وليكن العنصران .u 
)من  vو )EL.2 فترض أنّ ن 0Eu u u v u I− + − =�  vو u أنّ ، أثبت �

uيتبادلان أي  v v u=� �.  
  الحـل

2في الحقيقة، نستنتج من المساواة  0Eu u u v u I− + − =�   أنّ  �
2 2 Eu v u u I= + −�  

  وكذلك أنّ 
( 2 )E Eu u v I I− + =�  

2قلوبٌ ومقلوبه هو التطبيق  uإذن  Eu v I−   وعليه يكون +
( 2 )E Eu v I u I− + =�  

2ومن ثمَّ  2 Eu v u u I− + 2 أو �= 2 Ev u u u I u v= + − =� فالتطبيقان . �
  ú  لان.يتباد vو uالخطيّان 
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J ليكن  15. التمرينE وF فضاءَين شعاعيين على حقل K نفترض أن .dimE n= .
)عنصراً من  uليكن  , )E FL ّه. أثبت أن  

  لدينا Eمن  Gكان الفضاء الشعاعي الجزئي   أياًّ  �
dim ( ) dim dim keru G G G u= − ∩  

  لدينا Fمن  Hكان الفضاء الشعاعي الجزئي   أياًّ  �
1dim ( ) dim ( ) rgu H n H u E u− = + ∩ −  

  الحـل

:في الحقيقة، نتأمّل التطبيق  � , ( )u G F x u x→ɶ . فنلاحظ من جهة أولى أنّ ֏
Im ( )u u G=ɶ  وأنهّ من جهة ثانيةker keru G u= ∩ɶ فإذا استفدنا من المساواة .

dim rg dim kerG u u= +ɶ ɶ  ّاستنتجنا أن  
dim ( ) dim dim keru G G G u= − ∩.  

:1هنا أيضاً نتأمّل التطبيق  � ( ) , ( )u u H F x u x− →ɶ . فنلاحظ أنّ ֏
Im ( )u H u E= ∩ɶ  وأنهّ من جهة ثانيةker keru u=ɶ فإذا استفدنا من المساواة .

1dim ( ) rg dim keru H u u− = +ɶ ɶ  ّاستنتجنا أن  
  1dim ( ) dim ( ) rgu H H u E n u− = ∩ + −.  ú  

J ليكن  16. التمرين( , )a b  عنصراً من∗×ℂ ℂموعةولنتأمّل ا .  
{ }2 1( ) : 0,n n n n nu n u au bu∈ + += ∈ ∀ ≥ = +S ℕ

ℕ ℂ  
  .2بعُده يساوي  ℕℂفضاء شعاعي جزئي من  Sأثبت أنّ  �
2نفترض أنّ المعادلة  � 0X aX b− − . أثبت أنّ 2λو 1λتقبل جذرين مختلفين  =

)الجملة  )1 0 2 0( ) ,( )n n
n nλ λ≥   .Sتكون أساساً للفضاء  ≤

2نفترض أنّ المعادلة  � 0X aX b− − . أثبت أنهّ في هذه λتقبل جذراً مضاعفاً  =
 ن الجملة الحالة تكو( )0 0( ) ,( )n n

n nn λ λ≥   .Sأساساً للفضاء  ≤
)لتكن  � )n nx ∈ℕ  َفيبوناتشي متتالية Fibonacci  يأتيالمعرّفة تدريجياً كما:  

1 01, 1x x= 2و   = 10, n n nn x x x+ +∀ ≥ = +  
  .nبدلالة  nxاحسب 
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المتتاليتين  Sللقارئ. لنتأمّل في  ℕℂفضاءً جزئيّاً من  Sنترك أمر التيقن من كون  �
( )n nA ∈= ℕA و( )n nB ∈= ℕB  يأتيالمعرفّتين كما:  

0 1 2 1

0 1 2 1

1, 0, ,

0, 1, ,
n n n

n n n

A A n A aA bA

B B n B aB bB

+ +

+ +

= = ∀ ∈ = +
= = ∀ ∈ = +

ℕ

ℕ
  

)من الواضح أنّ الجملة  , )A B  ّحرةّ لأن( )
0

λ µ λ+ =A B و( )
1

λ µ µ+ =A B .
λ الخطية فإذا كانت العبارة µ+A B  0معدومة كانλ µ= =.  

)ومن جهة أخرى، إذا كانت  )n nu ∈= ℕU  متتالية منS أثبتنا بالتدريج على العدد ،n  ّأن  

0 1, n n nn u u A u B∀ ∈ = +ℕ  
0ومن ثمَّ  1u u= +U A B .  

)تكون الجملة  إذن , )A B  أساساً للفضاءS ،وdim 2=S.  
)لنبحث متى تنتمي المتتالية الهندسيّة  � )n nλ ∈ℕ  إلىS ق العلاقة التدريجيّة إذا؟ في الحقيقة، تتحق

2وفقط إذا كان  a bλ λ= 1، أي إذا وفقط إذا كان + 2{ , }λ λ λ∈ .تنتمي المتتاليتان  إذن

1 0( )n nλ 2و ≤ 0( )n nλ )ا الجملة . أمّ Sإلى  ≤ )1 0 2 0( ) ,( )n n
n nλ λ≥  ،مستقلّة خطيّاً فهي جملة  ≤

1لأنهّ إذا كانت العبارة الخطيّة  0 2 0( ) ( )n n
n nα λ β λ≥ معدومة، استنتجنا، بملاحظة الدليلين  +≤

0n 1nو =   أنّ  ،فقط =
0α β+ 1و    = 2 0αλ βλ+ =  

0αوهذا يقتضي  β= 1لأنّ  = 2λ λ≠.  1ن الجملة وعلى هذا تكو 0 2 0(( ) ,( ) )n n
n nλ λ≥ ≥ 

  .2الذي بعُده يساوي  Sأساساً للفضاء 
2جذرٌ مضاعف للمعادلة  λنفترض في هذه الفقرة أنّ  � 0X aX b− − . عندئذ نعلم =

)استناداً إلى السؤال السابق أنّ المتتالية  )n nλ ∈ℕ  تنتمي إلىS وكذلك إذا عرّفنا ،n
nv nλ= 

  عندئذ يكون
2

2 1

2

(( 2) ( 1) )

( ( ) (2 )) 0

n
n n n

n

v av bv n a n nb

n a b a

λ λ λ

λ λ λ λ λ

+ +− − = + − + −

= − − + − =
  

)وهذا يثبتُ أنّ المتتالية  )n nnλ ∈ℕ  تنتمي أيضاً إلىS.  ن بسهولة أنّ الجملة ونتيق

1 0 2 0(( ) ,( ) )n n
n nλ λ≥   في هذه الحالة. Sجملة حرةّ، فهي إذن أساسٌ للفضاء  ≤
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1aنلاحظ في هذا المثال أنّ  � b= 2، وللمعادلة = 1 0X X− − جذران مختلفان  =
  هما

1 5

2
ω

+
1و    = 1 5

2ω

− −
=  

  إذن
{ }2( ( 1/ ) ) : ( , )n n

nαω β ω α β∈= + − ∈S ℕ ℂ  

  ليتحقق الشرطان  βو αنعين الثابتين 
0 0

0

1 1
1

( 1/ ) 1

( 1/ ) 1

x

x

αω β ω

αω β ω

+ − = =

+ − = =
  

  فنجد أنّ 

5

ω
α 1   و   =

5
β

ω
=  

  وعليه
1

11 1
,

5

n

n
nn x ω

ω

+
+

   −  ∀ ∈ = −        
ℕ  

  أو

( ) ( )1 1

1

1
, 1 5 1 5

2 5

n n

n n
n x

+ +

+

 ∀ ∈ = + − −   ⋅
ℕ  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

J ليكن  17. التمرينE وF  فضاءين شعاعيين منتهيَي البُعد على حقلK وليكن .f وg 
)من  ين خطيينتطبيق , )E FL و( , )F EL  .نفترض أنّ على التوالي  

g f g g=� f   و   � g f f=� �  

Imأثبت أن  � kerE g f= ⊕.  
rgقارن بين  � f  وrgg.  
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Imعنصراً من  yليكن  � kerg f∩  عندئذ( ) 0f y يحُقق  Fفي  x، ويوجد عنصرٌ =
( )y g x=ولكن .  

( ) ( ) ( ) (0) 0y g x g f g x g f y g= = = = =� � �  
Imإذن لقد أثبتنا أنّ  ker 0g f∩ =.  

  عرفّنا Eعنضراً من  xومن جهة أخرى، إذا كان 
1 ( )x g f x= 2و  � ( )x x g f x= − �  

1عندئذ من الواضح أنّ  Imx g∈ ،2إنّ  و( ) ( ) ( ) 0f x f x f g f x= − =� إذن  �
2 kerx f∈ ،ً1. وأخيرا 2x x x= Im. إذن + kerE g f⊂ . وعليه نكون قد أثبتنا +

  أنّ 
Im kerE g f= ⊕  

  نستنتج من المساواة السابقة أنّ  �
dim rg dim kerE g f= +  

dimونعلم من جهة أخرى أنّ  rg dim kerE f f= rg، إذن + rgf g=.  ú  

J ليكن  18. التمرينE  فضاءً شعاعياً منتهي البعد على حقلK وليكن التطبيق الخطّي .u  من
( )EL ّ0. نصطلح أن

Eu I= ونعرّف في حالة ،k  من∗ℕ  التطبيق الخطّيku 
kبالعلاقة 

k

u u u u= �   نعرّف. كما ��������������⋯�

ker k
kN u=    وIm k

kI u=    وdimk kNδ =  
1k يتحقّق الاحتواءان ،ℕمن  k في حالةه، أثبت أنّ  � kI I+ 1kو ⊃ kN N +⊂.  
1r يحُقّق ℕفي  rه يوجد أثبت أنّ  � rδ δ+   . نعرّف إذن=

1min{ : }k kp k δ δ+= ∈ =ℕ  
pكان   أياًّ ه، أثبت أنّ  � k≤ فلدينا ،k pI I= وk pN N=.  
dimp أثبت أنّ  � E≤.  
p أثبت أنّ وأخيراً  � pE N I= ⊕.  
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  الحـل

1kIعنصراً من  yيكن ل � )1يحُقق  Eمن  x، عندئذ نجد + )ky u x+=  َّويكون من ثم  
( ( ))k

ky u u x I= ∈  
1kوعليه  kI I+ 1k. ونبرهن بأسلوب مماثل أنّ ⊃ kN N +⊂.  
dimnلنضع  � E=ولنتأمّل التابع .  

: {0,1, , }, dimk kn k Nδ δ→ =ℕ … ֏  

1kاستناداً إلى الخاصّة  kN N تابعٌ متزايدٌ، وهو لا يمكن  δنستنتج أنّ التابع ، kكانت   أياًّ  ⊃+
,0,1}أن يكون متزايداً تماماً، وإلاّ كانت اموعة  , }n…  ًغير منتهية، فلا بدُّ أن نجد عدداr 

1rيحُقّق  rδ δ   . وعليه نعرّف=+

{ }1min : r rp r δ δ += ∈ =ℕ  

1pنعلم إذن أنّ  � pN N 1dimو ⊃+ dimp pN N 1p إذن =+ pN N . ليكن =+
k  قعدداً طبيعياًّ يحُقk p≥ . ّعندئذ نلاحظ أن  

1
1

1

1
1

( ) 0

( ( )) 0

( ) ker

( )

( ( )) 0

k
k

p k p

k p p
p

k p
p

p k p

k

x N u x

u u x

u x u N

u x N

u u x

x N

+
+

+ −

− +
+

−

−

∈ ⇒ =

⇒ =

⇒ ∈ =

⇒ ∈

⇒ =
⇒ ∈

  

1kومن ثمَّ  kN N+ ,أنّ  k. إذن نستنتج بالتدريج على العدد = k pk p N N∀ ≥ =.  
kومن جهة أخرى، لدينا، في حالة  p≥: ما يلي ،  

dim rg( ) dim

dim rg( ) dim

k
k k

p
p p

I u n N

n N u I

= = −

= − = =
  

,لـمّا كان و  k pk p I I∀ ≥ , استنتجنا أنّ ، ⊃ k pk p I I∀ ≥ =.  
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pNكان   لـمّا � E⊂  ّاستنتجنا أنdimp pN nδ =   . ولكن≥

1
1 1

( ) 1
p p

p k k
k k

pδ δ δ −
= =

= − ≥ =∑ ∑  

dimpإذن  n E≤ =.  

0pفي حالة  � pN{0}يكون  = pIو = E= قة.، والخاصّة المشارإليها محق  
0pلننظر في حالة  pعنصراً من  y. ليكن < pN I∩عندئذ يكون . ( ) 0pu y ويوجد  =

)يحُقق  Eمن  xعنصرٌ  )py u x= 2. وعندئذ يكون ( ) ( ) 0p pu x u y= ، إذن =

2px N∈ 2، ولكنp pN N=  إذنpx N∈  َّومن ثم( ) 0py u x= . نكون بذلك =
p{0}قد أثبتنا أنّ  pN I∩ =.  

  ج من ذلك أنّ نستنت

dim( ) dim ker rg( ) dimp p
p pN I u u E⊕ = + =  

pومن ثمَّ  pE N I=   ú  . وهي النتيجة المطلوبة.⊕

  
Jلتكن  19. التمرينE وF وG على حقلٍ  ة البُعدتهيثلاثة فضاءات شعاعيّة منK وليكن .u 

)ين من تطبيقين خطيّ  vو , )E FL و( , )F GL .على التوالي  

)rgنفترض أنّ   � ) rg( ) rg( )u v v u= = �.  

Imأثبت أنّ  � Imv v u= kerوأنّ  � keru v u= �.  
Imأثبت أنّ  � ker {0}u v∩ =.  

Imاستنتج أنّ   kerF u v= ⊕  

Imبالعكس، نفترض أنّ   � kerF u v= ⊕.  

Imأثبت أنّ  � Imv v u= �.  
)rgاستنتج أنّ  � ) rg( ) rg( )u v v u= = �.  
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rg  نفترض أنّ    � rg rg( )u v v u= = �.  
)Im ،في الحقيقة � ) Imv u v⊂�  كان لهذين الف  لـمّاو ّما ضاءين البُعد نفسه استنتجنا أ

)Imمتساويان أي  ) Imv u v=�.  
kerومن جهة أخرى من الواضح أنّ  keru v u⊂   . ولكن�

dim ker dim rg

dim rg( ) dim ker

u E u

E v u v u

= −

= − =� �
  

kerإذن، لا بدُّ أن يكون  keru v u= �.  
Imعنصراً من  yليكن  � keru v∩ عندئذ لدينا من جهة أولى .( ) 0v y ويوجد عنصرٌ  =
x  منE  قيحُق( )u x y= . ّنستنتج إذن أنx  ينتمي إلىkerv u�  ومن ثمَّ إلىkeru .

)ولكنّ هذا يقتضي أنّ  ) 0y u x= Im. بذا نكون قد أثبتنا أنّ = ker {0}u v∩ =.  

Imنستنتج مما سبق أنّ   keru v F⊕   ، ولكن ⊃

dim Im ker rg( ) dim ker

rg( ) dim ker dim

u v u v

v v F

⊕ = +
= + =

  

Imإذن يجب أن يكون  keru v F⊕ =.  
Imبالعكس، نفترض أنّ  � kerF u v= ⊕.   
)Imلدينا بوجه عام  � ) Imv u v⊂� وبالعكس، ليكن .y  ًمن عنصراImv عندئذ .

)يحُقق  Fفي  xيوجد  )y v x= كان   لـمّا. ولكنIm kerF u v= أمكننا كتابة  ⊕
( )x u z t=   . وعليه يكونkervمن  tو Eن م z حيث +

( )( ) ( ) ( )y v x v u z t v u z= = + = �  
Imvإلى  yينتمي العنصر إذن  u�  ّوهذا ما يثبتُ أنIm( ) Imv u v=�.  
rgإذن  � rg( )v v u= Im. ومن � kerF u v=   نستنتج أنّ  ⊕

rg rgu v=  
  ú  ويكتمل الحل.

Jلتكن  20. التمرينF وG وH  ثلاثة فضاءات شعاعيّة جزئيّة من فضاء شعاعيE ولنفترض .
F أنّ  G⊂ وF H G H+ = Fو + H G H∩ = ∩.  

Fأثبت أنّ  G=.  
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G، عندئذ نستنتج من كون Gعنصراً من  xليكن  F H⊂ ، ويوجد Fفي  Fxأنهّ يوجد  +
Hx  فيH  قانيحُقF Hx x x= +.  

Fكان   لـمّاولكن  G⊂   كانH Fx x x G= − Hx، إذن ∋ G H∈ . ولكن نعلم ∩
Fمن جهة أخرى أنّ  H G H∩ = Hx، إذن ∩ F H F∈ ∩ . وعليه يكون ⊃

F Hx x x F= + Gبذلك قد أثبتنا أنّ  . فنكون∋ F⊂ َّومن ثم ،F G=.  ú  

Jنذكّر أنّ  21. التمرين[ ]Xℝ  ّهو فضاء كثيرات الحدود الحقيقيّة، وأن[ ]m Xℝ  هو فضاء كثيرات
  .mدرجاا أصغر أو تساوي  الحدود التي

)يحُقق  اً كثير حدود حقيقي  Pليكن � ) ( 1)P X P X=   .ثابت Pأثبت أنّ . +
) ليكن  � )P X  غير معدوم. أثبت أنّ  اً كثير حدود حقيقي  

deg( ( 1) ( )) deg ( )P X P X P X+ − <  

:1 نعرّف التطبيق الخطّي  � [ ] [ ]n nX X−Φ → ×ℝ ℝ ℝ : بالعلاقة  

( )( ) (0), ( 1) ( )P P P X P XΦ = + −  

 ؟Φماذا تستنتج بشأن التطبيق الخطّي . kerΦعينّ   
) حدود وحيدٌ  يوجد كثيرُ  ،ℕ∗من  nبق أنهّ مهما تكن استنتج مما س  � )nQ X  من

[ ]n Xℝ  ُ(0): قّقيح 0nQ )1و = 1) ( ) n
n nQ X Q X X −+ − عينّ . =

deg nQ  بدلالةn ّ1. واحسب بوجه خاص( )Q X.  
1nPكثير الحدود   ،ℕ∗من  nنعرّف في حالة   �  بالعلاقة :  +

1

1 0 0
( ) ( )d ( )d

x

n n nP x n Q t t x Q t t+
 = −   ∫ ∫  

)1احسب  )nP +Φ  1واستنتج عبارةnP 1nQبدلالة  + +.  

2 : أثبت أنّ   � 1
1

( , ) , ( 1)
m n

nk
m n k Q m∗ −

=
∀ ∈ = +∑ℕ.  

3واستنتج عبارة  4Qو 3Qو 2Qلحساب  مما سبقاستفد   �
1

m

k
k

  .mبدلالة  ∑=
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) يحقّق Pولنفترض أنّ  ،كثير حدود حقيقي  P ليكن � ) ( 1)P X P X= نعرّف . +

( ) ( ) (0)Q X P X P= )، ونلاحظ أنّ − 1) ( )Q k Q k+   لـمّا، و ℕمن  kكانت   أياًّ  =
(0)كان  0Q   استنتجنا أنّ  =

, ( ) 0k Q k∀ ∈ =ℕ  

0Qأن يقبل عدداً لاائيّاً من الجذور. إذن  الصفريكن لكثير حدود غير ولكن لا يم   . أي =

( ) (0)P X P= ∈ ℝ  

) ليكن � )P X  وليكن  ،صفريغير  اً كثير حدود حقيقيd
da X  الحدّ المسيطر في( )P X .

dعندئذ يكون 
da X  المسيطر في أيضاً الحد( 1)P X   . وهذا يثبتُ أنّ +

( )deg ( 1) ( ) deg ( )P X P X P X+ − <  

:1 نعرّف التطبيق الخطّي � [ ] [ ]n nX X−Φ → ×ℝ ℝ ℝ  بالعلاقة  

( )( ) (0), ( 1) ( )P P P X P XΦ = + −  

kerPإذا كان  � ∈ Φ  (0) كان 0P ) وكان = 1) ( )P X P X+ ، وبناءً على ما =
)أثبتناه في الطلب الأوّل، نستنتج أنّ  ) (0) 0P X P= ker. وعليه = {0}Φ =. 

 متباين. Φالتطبيق ف

)كان   ـمّالفي الحقيقة،  � )1dim [ ] 1 dim [ ]n nX n X−= + = ×ℝ ℝ ℝ  استنتجنا
 تقابلٌ خطّي. Φأنّ التطبيق 

)1تُكافئ  nQفي الحقيقة، الشروط الموضوعة على  � ) (0, )n
nQ X −Φ  Φكان   لـمّا. و =

1يحُقق المطلوب هو  nQ اً تقابلاً استنتجنا أنّ هناك كثير حدود وحيد 1((0, ))nX− −Φ كان   لـمّا. و
nQ  عنصراً من[ ]n Xℝ  ّاستنتجنا أنdeg nQ n≤ولكن إذا كان . deg nQ n<  كان  

( )deg ( 1) ( ) 1n nQ X Q X n+ − < −  

)1وما تحققت المساواة  1) ( ) n
n nQ X Q X X −+ − degلا بدُ أن يكون ف. = nQ n=.  

)1من الواضح أنّ  )Q X X= ّلأن ،( ) (0,1)XΦ =.  
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1nPكثير الحدود   ،ℕ∗من  nنعرّف في حالة  �  بالعلاقة:  +

1

1 0 0
( ) ( )d ( )d

x

n n nP x n Q t t x Q t t+
 = −   ∫ ∫  

(0)1نلاحظ أوّلاً أنّ  � 0nP + =. 

1nPومن جهة أخرى، نلاحظ أنّ  �  قابلٌ للاشتقاق وأنهّ +

1

1 0
, ( ) ( ) ( )dn n nx P x nQ x n Q t t+′∀ ∈ = − ∫ℝ  

  إذن
( )1 1

1

( 1) ( ) ( 1) ( )

( )

n n n n

n n

P x P x n Q x Q x

nx x

+ +
−

′ ′+ − = + −

′= =
  

1وبملاحظة أنّ  1(1) (0) 0n nP P+ +=   أنّ ، نستنتج =

1 1, ( 1) ( ) n
n nx P x P x x+ +∀ ∈ + − =ℝ  

)1أي إنّ  ) (0, )nnP X+Φ 1وهذا يثبتُ أنّ  = 1n nQ P+ +=.  
1نعلم أنهّ في حالة  � k m≤   لدينا ≥

1 ( 1) ( )n
n nk Q k Q k− = + −  

(0)يات طرفاً إلى طرف، وتذكّرنا أنّ فإذا جمعنا هذه المساوَ  0nQ   ، استنتجنا أنّ =

2 1

1

( , ) , ( 1)
m

n
n

k

m n k Q m∗ −

=

∀ ∈ = +∑ℕ  

)1من انطلاقاً  � )Q X X=وبالاستفادة من العلاقة التدريجيّة ،  
1

1 0 0
( ) ( )d ( )d

x

n n nQ x n Q t t x Q t t+
 = −   ∫ ∫  

  نجد مباشرة أنّ 
1

2
2

0 0

1
( ) d d ( )

2

x

Q x t t x t t x x= − = −∫ ∫  

2ومن ثمَّ 

1
( ) ( 1)

2
Q X X X=   . ونجد أيضاً −

3 21
2 2

3
0 0

( ) ( )d ( )d
3 2 6

x x x x
Q x t t t x t t t= − − − = − +∫ ∫  
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  ومن ثمَّ 

( ) ( ) ( )( )3 2
3

1 1
2 3 1 2 1

6 6
Q X X X X X X X= − + = − −  

  أيضاً ونجد 
1

3 2 3 2
4

0 0

4 3 2

1
( ) (2 3 )d (2 3 )d

2
1

( 2 )
4

x

Q x t t t t x t t t t

x x x

= − + − − +

= − +

∫ ∫  

)ومن ثمَّ  ) 2 2
4

1
( 1)

4
Q X X X=   . وبوجه خاص نجد−

2

3
4

1

( 1)
, ( 1)

2

m

k

m m
m k Q m∗

=

 + ∀ ∈ = + =   ∑ℕ  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jليكن  22. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً منتهي البُعد علىℝ 1، وبعُدهn نفترض أيضاً أنهّ  .≤
)في  يوجد )EL  تطبيق خطّيu  ُيح 0ق الشرط قEu u I+ هو التطبيق  EIو، �=

  المطابق.

)أثبت أنّ الجملة  .0شعاعاً مختلفاً عن  Eمن  x ليكن � , ( ))x u x جملة حرةّ. نرمز بالرمز 
xF  إلى( )vect( , )x u x احسب بعُد .xF ّأن وبين ،( )x xu F F=.  
F:  يحقق Eفضاءً جزئياً من  F ليكن � E≠ و( )u F F⊂.  وليكنx  عنصراً من

\E F ّأثبت أن .{ }0xF F∩ =.  
} التي تحُقق Eمن  Gمجموعة الفضاءات الجزئيّة  Gلتكن  � }( ) 0G u G∩ . أثبت =

≠ أنّ  ∅Gفي  ، وأنهّ يوجدG 0 فضاء شعاعي جزئيG يحُقّق   
{ }0dim max dim :G G G= ∈ G  

0نعرّف  � 0( )F G u G= Fض أنّ . ونريد أن نثبت بنقض الفرْ ⊕ E= لنفترض إذن .
Fأنّ  E≠.  
) أثبت أنّ  � )u F F⊂.  
E\من  xخُذْ عنصراً  � F ّ0، وأثبت أنG x⊕ ℝ  عنصرٌ منG .ماذا تستنتج؟  



 تمرينـات 85

  

يحُقق العلاقة  Eمن  Hن الدراسة السابقة وجود فضاء شعاعيّ جزئي استنتج م �
( )E H u H=  ، هو عدد زوجيّ، وأنهّ يوجد أساسn ، أي العددE. وبين أنّ بعُد ⊕

1 1 2( , , , , , )m m me e e e+=E …   يحُقّق Eللفضاء  …

2

: 1 ,
, ( )

: 1 2
k m

m k
k m

e k m
k u e

e m k m

+

−

 ≤ ≤∀ ∈ = − + ≤ ≤
ℕ  

dim بالعكس، نفترض أنّ  � 2E m=في  . أثبت أنهّ يوجد( )EL  تطبيق خطّيu ،
0Euق العلاقة ق يحُ  u I+ =�.  

  الحـل
  . ولنتأمّل العبارة الخطيّة المعدومة :0مختلفاً عن  Eمن شعاعاً  x ليكن �

( ) 0ax bu x+ =  
2طرفي العبارة السابقة، وبعد الاستفادة من كون  على uعندئذ نستنتج بتطبق 

Eu I= ما  −
  :يأتي

( ) 0au x bx− =  
  وعليه يكون

2 2( ) ( ( )) ( ( ) ) 0a b x a ax bu x b au x bx+ = + − − =  
0xكان   لـمّاو  2كان   ≠ 2 0a b+ 0aأي  = b= )ملة . فالج= , ( ))x u x  .ّجملة حرة  

)الجملة كانت   لـمّا , ( ))x u x ّعد الفضاء ، استنتجنا أنّ بُ جملة حرةvect( , ( ))xF x u x= 
)إنّ من الواضح أنّ ف وكذلك. 2يساوي  )x xu F F⊂ساواة ، بل تتحقّق الم( )x xu F F=،   ّلأن

dimيقتضي أنّ  اً خطيّ  تقابلاً  uكون  ( ) dimx xu F F=.  
F يحقق Eفضاءً جزئياً من  F ليكن � E≠ و( )u F F⊂ ، وليكنx  عنصراً من

\E F . ًلنتأمّل عنصراy  منxF F∩. حقيقيّين عندئذ نجد عددين a وb  يحُقِقان
( )y ax bu x= )كان   لـمّا. + )u F F⊂  ّاستنتجنا أن( ) ( )u y au x bx F= − ∈ 
  وعليه

2 2( ) ( )a b x ay bu y F+ = − ∈  
2فإذا كان  2 0a b+ xاستنتجنا أنّ  ≠ F∈  وهذا خُلفٌ. إذن لا بدُّ أن يكون

2 2 0a b+ 0yأي أن يكون  = xF{0}وعليه  .= F∩ =.  
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)التي تحُقق  Eمن  Gمجموعة الفضاءات الجزئيّة  Gلتكن  � ) {0}G u G∩ في  .=
≠الحقيقة، إنّ  ∅G،  {0}الفضاء الجزئي  نلاحظ أنّ إذ يكفي أنG إذن  .G لىينتمي إ =

  تكون اموعة
{ }deg :G G= ∈N G  

,0,1}مجموعةً جزئيّة غير خالية محتواة في  , }n… فهي إذن تحوي أكبر عنصرٍ. وعليه يوجد في ،G 
0dimيحُقق  0Gفضاء جزئي  max( )G = N.  

0نعرّف  � 0( )F G u G= Fأنّ  جدلاً . ونفترض ⊕ E≠.  
يحُققان  0G الفضاء الجزئي من yو xأمكن إيجاد عنصرين  Fعنصراً من  zإذا كان  �

( )z y u x=   ، وعندئذ يكون +

0 0( ) ( ) ( )u z x u y G u G F= − + ∈ + =  
) فنكون قد أثبتنا أنّ  )u F F⊂.  

E\من  xعنصراً لنتأمّل إذن  � F ، 0عندئذ نستنتج من كونG F⊂  ّن 0xأ G∉ ،
}وعليه يكون  }0 0G x∩ =ℝ، 0 وهذا ما يتيح لنا أن نعرّفG G x= ⊕ ℝ.  

)ينتمي إلى  yلنتأمّل عنصراً  )G u G∩ عندئذ يُكتب .y  بالشكلg xλ+ حيث 
0g G∈ كما نجد ،g ) يحُققان ℝفي  ′λو 0Gفي  ′ ) ( )y u g u xλ′ ′= . وعليه +

  يكون
( ) ( )y u g u x g xλ λ′ ′= + = +  

  ومنه نستنتج أنّ 
( ) ( )g u g x u xλ λ′ ′− + = −  

)ولكن  ) xx u x Fλ λ′− 0و  ∋ 0( ) ( )g u g G u G F′− + ∈ ⊕ ، فإذا استفدنا =
xF{0}التي تقتضي أنّ  �من نتيجة السؤال  F∩   ، استنتجنا أنّ =

( ) 0x u xλ λ′− )و = )g u g ′=  
)واعتماداً على الاستقلال الخطّي للجملة  , ( ))x u x  ّ0نستنتج أنλ λ′= . على هذا =

0عنصراً من  yيكون  0( ) {0}G u G∩ 0yوهذا يقتضي أنّ  ،= . وعليه نكون قد =
G أثبتنا أنّ  ∈ G ّوفي هذا تناقضٌ لأن ،  

0 0dim 1 dim dim dimG G G G= + > ≥  
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Fنتج التناقض السابق من الافتراض  E≠ أن يكون ُوعليه لا بد ،E F=  أي  

0 0( )E G u G= ⊕  
0Hإذن أنّ الفضاء  أثبتنا � G=  قيحُق( )E H u H= تقابلٌ خطّي  u. ولكنّ التطبيق ⊕

dimإذن  ( ) dimu H H=،  ّوعليه فإن  
dim dim dim ( ) 2 dimE H u H H= + =  

dimm وعليه إذا كان H=  كان dim 2n E m= =.  
1لنتأمّل أساساً  2( , , , )me e e…  للفضاء الجزئيH عندئذ نستنتج من كون ،u  ًمن  اً يّ  خطتقابلا

H  إلى( )u H  ّأن( )1 2( ), ( ), , ( )mu e u e u e…  أساس للفضاء( )u Hوعليه إذا عرّفنا ،  
, ( )m m k kk e u e+∀ ∈ =ℕ  

1كان  1 2( , , , , , )m m me e e e+=E … )أساساً للفضاء  … )E H u H= . وبالاستفادة ⊕
2من كون 

Eu I=   نستنتج مباشرة أنّ  −

2

: 1 ,
, ( )

: 1 2
k m

m k
k m

e k m
k u e

e m k m

+

−

 ≤ ≤∀ ∈ = − + ≤ ≤
ℕ  

dim نفترض أنّ لبالعكس، و  � 2E m= . ًولنتأمّل أساسا  
1 1 2( , , , , , )m m me e e e+=E … …  

)من  uلهذا الفضاء. عندئذ نعرّف التطبيق الخطّي  )EL  بوضع( )k m ku e e += 
)و )k m ku e e+ = mkفي حالة  − ∈ ℕ ن مباشرة أنّ التطبيق الخطّيعندئذ نتيق .u  المعرّف
ق العلاقةذا الأسلوب يحُق  

0Eu u I+ =�  
  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

  

  : لسابق الخاصة التاليةلقد أثبتنا في التمرين ا ،في الحقيقة : ملاحظة �

. عندئذ الشرط اللازم ℝفضاءً شعاعياًّ على حقل الأعداد الحقيقيّة  Eليكن 
)والكافي كي يوجد في  )EL  تطبيق خطّيu  ق2يحُق

Eu I= ، هو أن يكون −
   اً.زوجيّ  Eبعُد الفضاء 
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