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  الفضاءات الشعاعيّة والتطبيقات الخطيّّة
  عموميّات 1.

 Eحقلاً تبديليّاً. نفترض أنّ اموعة  Kمجموعة غير خالية، وليكن  Eلتكن  .تعريف 1-1.
:مزودة بقانوني تشكيل أوّلهما داخلي  ,( , )E E E x y x y× → وثانيهما  +֏+

: خارجيّ  ,( , )E E x xλ λ× → ⋅Ki ). نقول إنّ البنية ֏ , , )E + i  ٌفضاء
  الآتية.، إذا وفقط إذا تحقّقت الشروط Kعلى الحقل التبديلي  شعاعيّ 

)لبنية ا � , )E   زمرة تبديليّة. +
)يحقق قانون التشكيل الخارجيّ  � )i  الآتيةالخواص:  

1 كان،  Eمن  x كان  أياًّ  � x x⋅ =.  
)و Eمن  x كان  أياًّ  � , )α β  2منK  ،كان   

( ) x x xα β α β+ ⋅ = ⋅ + ⋅  
)كانت   أياًّ  � , )x y  منE  وα  منK  ،كان   

( )x y x yα α α⋅ + = ⋅ + ⋅  
)و Eمن  xكانت   أياًّ  � , )α β  2منK  ،كان ( ) ( )x xαβ α β⋅ = ⋅ ⋅.  

  .مؤثرات سلّميّة K ، ونسمّي عناصرأشعّة E عناصرنسمّي 
   أمثلة 2-1.
1كن يحقلاً تبديلياًّ ول K ليكن � n≤موعةن اتكو . nE = K  مزودةً بقانوني

  . Kفضاءً شعاعياًّ على الحقل  الآتيينالتشكيل 
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مجموعة غير خالية،   X، وكانت Kفضاءً شعاعيّاً على حقل  Eكان   بوجه أعمّ، إذا �
) هاوالتي نرمز إلي E ومستقرّها X كوّنت مجموعة التوابع التي منطلقها , )X EF  ًفضاء

  :أتيبالنسبة إلى القانونين المعرفّين كما ي Kشعاعياً على الحقل 
, ( )( ) ( ) ( )

, ( )( ) ( )

x X f g x f x g x

x X f x f xλ λ

∀ ∈ + = +
∀ ∈ ⋅ = ⋅
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) أي عنصر من نسمّي , )I EF ، ًمن عناصر جماعة E  مجموعـة أدلتّهـاI وعندئـذ نرمـز ،
)إلى هذا العنصر بالرمز  )i i Ix )، ونرمز إلى الفضاء ∋ , )I EF  بالرمزIE.  

,1إذا كانت  � , nE E…  فضاءات شعاعيّة على حقلK ،الجداء  الآتيانن االقانون يجعل
1الديكارتي  nF E E= ×   :Kفضاءً شعاعياً على الحقل  ⋯×

1 1 1 1

1 1
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]تكون  � ]XK  أي مجموعة كثيرات الحدود بمتحوّل واحد على حقلK فضاءً شعاعياً على ،
  .K ، بالنسبة إلى قانوني جمع كثيرات الحدود وضرا بعدد منKالحقل 

  لنذكّر ببعض الخواص البسيطة التي نترك إثباا تمريناً للقارئ:

  Kمن  αو، Eمن  xكان   أياًّ ، عندئذ Kفضاءً شعاعيّاً على الحقل  Eكن يل .مبرهنة 3-1.
  :كان 
.10 0E Eα ⋅ 0و  = 0Ex⋅ =K.  
0Exαإذا كان  2. ⋅ 0αفإمّا أن يكون  = = K  0أوEx =.  
)وأخيراً :  3. ) ( ) ( )x x xα α α− ⋅ = ⋅ − = −.  

) ليكن .مبرهنة 4-1. , , )E + . Eمجموعة جزئية من  F، ولتكن Kفضاءً شعاعياًّ على الحقل  ⋅
F ، إذا وفقط إذا كانEمن  فضاء شعاعي جزئي F نقول إنّ  ≠  F، وكانت ∅

المزوّدةُ  F. عندئذ تكون اموعة E مغلقة بالنسبة إلى قانونيّ التشكيل المعرفّين على
)شكيل بمقصورَيْ قانوني الت )و +( Fلى ع ⋅( F× وF×K اءً ضعلى التوالي، ف
  .Kشعاعياًّ على الحقل 

  :الآتيةويتحقّق القارئ بسهولة صحةَ المبرهنة 

. عندئذ Eمجموعة جزئية من  F، ولتكن Kفضاءً شعاعياًّ على الحقل  Eليكن  .مبرهنة 5-1.
F، إذا وفقط إذا كان Eمن  فضاءً شعاعياًّ جزئياً  Fيكون  ≠    ق الشرط:ق وتح ،∅

( , ) , ,x y F F x y Fλ λ∀ ∈ × ∀ ∈ ⋅ + ∈K   

 0} من كل }E وE  فضاء شعاعي  من جزئي Eفهين.. نسمّيهما الفضاءين الجزئيين التا  
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   .أمثلة 6-1.
  . عندئذ تكون اموعة عدداً طبيعياً  nكن يول ،حقلاً تبديلياًّ  Kليكن  �

{ }[ ] [ ] : degn X P X P n= ∈ ≤K K  

]فضاء شعاعياً جزئياً من  ]XK.  

  حقلاً تبديليّاً، كونت اموعة Kمجموعة غير خالية، وكان  Iإذا كانت  �

{ }( ){ }( ) ( ) : card : 0I
i i I ix i I x∈= ∈ ≠ < +∞K  

). نسمّي أي عنصر من IKفضاءً شعاعياً جزئياً من  )IK من جماعة شبه معدومة 
). لاحظ أنّ Iمجموعةُ أدلتّها  Kعناصر  )I I=K K  إذا وفقط إذا كانتI  مجموعة

]منتهية. ولنذكر أنّ فضاء كثيرات الحدود  ]XK  ّما هو إلا( )K ℕ.  

،  K فضاء شعاعياّ على حقل Eمجموعة غير خالية، وكان  Iوبوجه أعمّ، إذا كانت  �
 كونت اموعة

{ }( ) ( ) : card({ : 0 })I
i i I i EE x i I x∈= ∈ ≠ < +∞  

)فضاءً شعاعياً جزئياً من  , )IE I E= F عنصر من نسمّي أي .( )IE  جماعة أشعّة شبه
 . Iمجموعةُ أدلتّها  Eمعدومة من عناصر 

  
)، ولتكنKفضاء شعاعياّ على حقل  Eليكن  .مبرهنة7-1. )Fλ λ∈Λ  جماعة من الفضاءات

F. عندئذ يكون Eالشعاعيّة الجزئيّة من  Fλ
λ∈Λ

=   .Eشعاعياًّ جزئياً من  فضاءً  ∩

  الإثبات
  �  لاقاً من التعريف.الإثبات تحقّقٌ مباشر انط
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)، ولتكن Kفضاء شعاعياّ على حقل  Eليكن  .مبرهنة وتعريف 8-1. )Fλ λ∈Λ  جماعة من
يحوي  Eفضاء شعاعيّ جزئي من  1أصغر. نسمّي Eالفضاءات الشعاعيّة الجزئيّة من 

Fλ
λ∈Λ
∪  الجماعة ب دالفضاء الجزئي الموَل( )Fλ λ∈Λونرمز إليه بالرمز ، Fλ

λ∈Λ
∑ .

Fλإنّ 
λ∈Λ
Fλ الحاوية E ية الجزئية منهو تقاطع جميع الفضاءات الشعاع ∑

λ∈Λ
، ويعُطى ∪

  أيضاً بالعلاقة: 

{ }( ): ( ) , ,F x x E x Fλ λ λ λ λ λ
λ λ

λΛ
∈Λ

∈Λ ∈Λ
∑ = ∑ ∈ ∀ ∈ Λ ∈  

,1} إذا كانت .ملاحظة 9-1. , }n nΛ = =ℕ 1وكانت ،… 2, , , nF F F…  فضاءات

1 كتبنا  E ية منشعاعيّة جزئ 2 nF F F+ + أو ،⋯+
1

n

kk
F

اء للدلالة على الفض ∑=
) الجماعةالشعاعيّ المولّد ب )Fλ λ∈Λ :ويكون ،  

{ }1
1

: ,
n

k n n k k
k

F x x k x F
=

= + + ∀ ∈ ∈∑ ⋯ ℕ  

  التطبيقات الخطيّة2.

 تطبيقال إنّ ، نقول K فضاءين شعاعيّين على الحقل التبديلي Fو E ليكن .تعريف 1-2.
:u E F→  ٌإذا وفقط إذا تحقّق الشرط خطّي تطبيق  

, ( , ) , ( ) ( ) ( )x y E E u x y u x u yλ λ λ∀ ∈ ∀ ∈ × ⋅ + = ⋅ +K  

) ونرمز بالرمز   , )E FL  إلى مجموعة التطبيقات الخطيّة التي منطلقهاE ومستقرها 
F وهي فضاء شعاعي جزئي من .( , )E FFفضاء التوابع التي منطلقها أي  ؛E 

)تطبيقاً من  u. وإذا كان F ومستقرها , )E FL  بالرمز  نارمزkeru  أي إلى  ؛نواتهإلى
) أي ؛تهصور إلى  Imuبالرمز  نا، ورمز −u({0})1اموعة  )u E .  

  

                                            

  بالنسبة إلى علاقة الاحتواء. 1
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  : الآتيةفضاء شعاعيّ جزئي، وهذا ناتج من المبرهنة  Imuو keruمن  إنّ كلاًّ 

تطبيقاً خطيّاً من  u ، وليكنKالحقل  شعاعيّين على فضاءين Fو E ليكن .مبرهنة 2-2.
( , )E FL1 . وليكنE 1وF فضاءين شعاعيّين جزئيين من E وF  على التوالي. عندئذ

)1يكون  )u E 1و
1( )u F−  َيْ فضاء جزئيين من ينْ ن شعاعيـ F وE .على التوالي  

  الإثبات
)1عنصرين من  2yو 1yليكن    )u E1 . عندئذ يوجد عنصرانx 2وx  1منE،  يحُقّقان

1 1( )u x y=  2و 2( )u x y= َّكانت   أياًّ ، ومن ثمλ  منK   كان  

1

1 2 1 2 1( ) ( )

E

y y u x x u Eλ λ

∈

⋅ + = ⋅ + ∈
�				
				�

  

)1وعليه يكون )u E  ًمن  اً جزئي اً شعاعيّ  فضاءF.  
1عنصرين من  2xو 1xوكذلك ليكن 

1( )u F− ،كانت   أياًّ . عندئذλ  منK كان ،  

1 2 1 2 1( ) ( ) ( )u x x u x u x Fλ λ⋅ + = ⋅ + ∈  
1ومن ثمَّ 

1 2 1( )x x u Fλ −⋅ + 1. إذن ∋
1( )u F− فضاء شعاعيّ جزئي منE.  �  

تطبيقاً خطيّاً من  u ، وليكنKالحقل  فضاءين شعاعيّين على Fو E ليكن .مبرهنة 3-2.
( , )E FL عندئذ يكون .u متبايناً إذا وفقط إذا كان ker {0 }Eu =.  

  الإثبات
)كان   أياًّ إنّ هذا التكافؤ واضح لأنهّ،    , )x y  منE E×  ،كان  

 ( ) ( ) ( ) 0 keru x u y u x y x y u= ⇔ − = ⇔ − ∈  
  �  وهذا يثبت الخاصة المطلوبة.

  واضحة. لآتيةاالمبرهنة   

)من u ، وليكنK فضاءات شعاعيّة على Gو Fو Eلتكن .مبرهنة 4-2. , )E FLو ،v 
)من  , )F GL.  عندئذ يكونv u�  تطبيقاً خطيّاً من( , )E GL.  

) لقد جرت العادة أن نرمز بالرمز .ملاحظة5-2. )EL إلى الفضاء ( , )E EL ًن جبراوهو يكو ،
)بالنسبة إلى القوانين  K على الحقل , , )+   وهو غير تبديليّ في الحالة العامّة. �⋅
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)، نرمز بالرمز K ديليّ فضاءً شعاعياًّ على الحقل التب E ليكن .تعريف 6-2. )EGL  إلى مجموعة
)، وهي زمرة بالنسبة إلى قانون تركيب التطبيقات E إلى E التقابلات الخطيّة من )� .

)تُسمّى الزمرةُ  )( ),EGL   .Eعلى الفضاء  الزمرة الخطية �

إلى التطبيق  aH. رمزنا بالرمز Kعنصراً من  aحقلاً تبديليّاً، وكان  Kإذا كان . مثال 7-2.
:الخطّي  , ( )a aH H x ax→ =K K  من( )L Kوعندئذ يكون .  

{ }( ) :aH a= ∈L K K  
aaويعرّف التطبيق    H֏  تشاكلاً تقابلياً زمرياًّ بين( ( ), )GL K )و � , )∗ ⋅K.  

  جماعات وجمل الأشعة3.

 نتأمّل جملة .ℕ∗من  nلتكن ، و K فضاءً شعاعيّاً على حقل تبديلي E ليكن .تعريف 1-3.

1( , , )nx x… من عناصر E أي عنصراً من ،nE ، التطبيق الخطيو  

1 2
1

: , ( , , , )
n

n
n k k

k

E a a a a x
=

Φ → ∑K … ֏  

نسمّي كل عنصر من النمط   
1

n

k kk
a x

)1 بالجملة عبارة خطيّة ∑= , , )nx x… ونسمّي .
)1 الفضاء الشعاعيّ المولّد بالجملة، Φصورة التطبيق  , , )nx x…: ونكتب .  

    ( )1 1
1

vect ( , ) Im : ( , , )
n

n
n k k n

k

x x a x a a
=

    = Φ = ∈     
∑ K… …  

)1نقول إنّ الجملة   	 , , )nx x…  تولّد الفضاءE  ّدةجما أو إفي  لة مولE،   إذا وفقط إذا
عبارةً خطيّةً بالجملة  Eكتابة كل عنصر من   بالإمكانغامراً، وهذا يكافئ قولنا إنه  Φكان 

1( , , )nx x… ّأو إن ،( )1vect ( , , )nE x x= ….  
)1ونقول إنّ الجملة   	 , , )nx x… إذا وفقط إذا كان مستقلة خطياًّ ، أو حرّة ،Φ  متبايناً، أي

ker {0}Φ   ، وهذا يكافئ الشرط:=

( )1 1 2
0

( , , ) , 0 0
n

n
n k k n

k

a a a x a a a
=

  ∀ ∈ = ⇒ = = = =   
∑K… ⋯  

)1ونقول إنّ الجملة  , , )nx x… إذا لم تكن حرةّ. ة خطيّاً مرتبط 
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)1وأخيراً نقول إنّ الجملة   	 , , )nx x…  ٌللفضاء أساس Eإذا وفقط إذا كان ، Φ  ،ًتقابلا
)1أي إذا وفقط إذا كانت الجملة  , , )nx x…  ًدة في آن معاحرةّ ومول.  

  :يأتيهذا ويمكننا تعميم هذا التعريف ليشمل جماعات الأشعّة كما 

مجموعة غير خالية،  Iلتكن ، و K فضاءً شعاعيّاً على حقل تبديلي E ليكن .تعريف 2-3.
) جماعةنتأمّل و  )i i Ix   . ولنتأمّل التطبيق الخطيIE، أي عنصراً من E من عناصر ∋

( ): , ( )I
i i I i i

i I

E a a x∈
∈

Ψ → ∑K ֏  

)نلاحظ أن للمجموع السابق معنى، لأن الجماعة  إذ   )i i Ia   شبه معدومة. ∋

) ، الفضاء الشعاعيّ المولّد بالجماعةΨ نسمّي صورة التطبيق ،بقكما في السا )i i Ix ∈ ،
  ويكون

  
)ونسمي كل عنصر من هذه الصورة عبارة خطيّة بالجماعة    )i i Ix ∈.  
) نقول إنّ الجماعة  	 )i i Ix إذا وفقط إذا   E في جماعة مولدةأو إا  ،E ، تولّد الفضاء∋

بجماعة  عبارةً خطيّةً  Eكتابة كل عنصر من بالإمكان  غامراً، وهذا يكافئ قولنا إنه  Ψكان 
)من الجماعة  منتهيةجزئية  )i i Ix ) ، أو إنّ ∋ )vect ( )i i IE x ∈=.  

)الجماعة إنّ  ونقول  	 )i i Ix متبايناً،  Ψ ، إذا وفقط إذا كانمستقلة خطيّاً ، أو حرّة جماعة ∋
ker أي {0}Ψ ) من الجماعة منتهية، وهذا يكافئ كون كل جماعة جزئية = )i i Ix ∈ 

  حرةً.جماعةً 

) ونقول إنّ الجماعة )i i Ix  إذا لم تكن حرةّ. مرتبطة خطيّاً  ∋

)وأخيراً نقول إنّ الجماعة  	 )i i Ix تقابلاً، أي إذا  Ψ ، إذا وفقط إذا كانE للفضاء أساسٌ  ∋
)وفقط إذا كانت الجماعة )i i Ix   حرةّ ومولدة في آن معاً. ∋

  بعض الخواص البسيطة. الآتيةلنُدرج في المبرهنة 

( ) ( ) ( )vect ( ) : ( ) J
i i I j j j j J

j J

x a x I J a∈ ∈
∈

   = ∧ ∈    
∑ Kمجموعة جزئية منتهية من  
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 .ةمجموعة غير خالي Iلتكن و ، K فضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي E ليكن .مبرهنة 3-3.
)نتأمّل جماعة  )i i Ix   . E من عناصر ∋

)إذا كانت  � )i i Ix )جماعة حرةّ، كانت كل جماعة ∋ )i i Jx   جزئية منها حرةً أيضاً. ∋

)إذا كانت  � )i i Ix ,جماعة حرةّ، كان  ∋ 0ii I x∀ ∈ ii، وكان التطبيق ≠ x֏ 
  متبايناً.

) إذا كانت � )i i Jx ) جماعة جزئية مرتبطة خطياً من الجماعة ∋ )i i Ix  ، كانت الجماعة∋
( )i i Ix   ها مرتبطة خطياًّ.نفسُ  ∋

)تكون الجماعة  � )i i Ix بطة خطياًّ إذا وفقط إذا أمكن التعبير عن أحد الأشعّةمرت ∋
0i
x 

}بعبارة خطيّة بالجماعة  }0\( )
i i I i
x ∈.  

  الإثبات
  نحتفظ برموز التعريف السابق.  

المولّد بالجماعة الجزئيّة لجزئي لى الفضاء اع Ψهذه النتيجة واضحة، لأنّ مقصور التطبيق المتباين  �
( )i i Jx )، أي∋ )vect ( )i i Jx   يكون متبايناً أيضاً. ،∋

) مرتبطة. وكذلك تكون كل جملة من النمط 0 الجملة المؤلفة من عنصر واحد هو � , )x x.  
  .� لاستفادة منجة المطلوبة باونحصل على النتي

  .�تنتج هذه الخاصة من نفي الخاصة  �
)إذا كانت الجماعة  � )i i Ix )مرتبطة خطياًّ، أمكننا أن نجد جماعة  ∋ )i i Ia معدومة وغير شبه  ∋

0iتحُقّقمعدومة  i
i I

a x
∈

)كانت  لـمّا. و ∑= )i i Ia  يحُقّق 0iعنصرٌ  Iفي غير معدومة، وُجِدَ  ∋

0
0 ia≠،  َّيكون ومن ثم

0

0 0\{ }

i
i i

i I i i

a
x x

a∈

= − ∑ .  

وبالعكس، إذا  كان
0

0\{ }
i i i

i I i

x b x
∈

=  حيث ∑
0\{ }( )i i I ib ، Kجماعة شبه معدومة من  ∋

)ةماعة شبه المعدومة وغير المعدوموعرفّنا الج )i i Ia  وضعب ∋
0

1ia iو = ia b= حين يكون  −

0\{ }i I i∈ 0، كانi i
i I

a x
∈

)الجماعة كانت و  ∑= )i i Ix   �  .خطيّاً  مرتبطة ∋
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   .أمثلة 4-3.

) ليكن � , )E = F ℝ ℝ فضاء التوابع الحقيقية المعرفّة على ℝ انك  أياًّ . ولنعرّف α  من
ℝ التابع : , | |f x xα α→ −ℝ ℝ ) عندئذ تكون الجماعة .֏ )fα α∈ℝ  ًجماعة

  حرةّ. 
مثلاً،  fβفي الحقيقة، لو كانت هذه الجماعة مرتبطة لأمكن التعبير عن أحد العناصر، وليكن 

}\بالجماعة  اً خطيّ  اً تركيببصفته  }( )fα α β∈ℝ1إيجاد ،من ثمَّ ، . وأمكننا, , nα α…  من
}\{βℝ 1و, , na a…  منℝ لتتحقّق المساواة  

1
k

n

k
k

f a fβ α
=

= ∑  

}1كان   لـمّاو  , , }nβ α α∉ )1كانت التوابع   … )
k k nfα ≤ ، βقابلة للاشتقاق عند  ≥

  واضح. خُلفٌ وهذا  βقابلاً للاشتقاق عند  fβومن ثمَّ كان 

] ليكن � ]E X= K فضاء كثيرات الحدود على الحقل التبديلي K ،اً متزايد اً تطبيق ولنتأمّل 
ϕ: تماماً  →ℕ ℕ وجماعة ،( )n nP ∈ℕ  منE تحقّقdeg ( )nP nϕ= عندئذ .

)عةتكون الجما )n nP ∈ℕ  التي يكون فيها حرةًّ. وفي الحالة الخاصّة( )n nϕ  nكان   أياًّ  =
) ، تُكون الجماعةُ ℕمن  )n nP ∈ℕ لفضاءأساساً ل E.  

)1تكون الجملة  .ℕ∗من  nحقلاً تبديليّاً، ولتكن  K ليكن � )k k ne ≤ هو  keو، ≥
,0)العنصر , 0,1, 0, , 0)

k ↵
…   . الأساس القانونيّ نسميّه  nK، أساساً للفضاء nKمن  …

 ie العنصر Iمن  iنعرّف في حالة مجموعة غير خالية.  Iحقلاً تبديلياًّ، ولتكن Kليكن  �
),العنصر بأنهّ )

i i j j I
e δ )من  =∋ )IK ، حيث,i jδ هو رمز كرونيكر Kronecker 

i عندما 1 الذي يساوي j= عندما  0 ويساويi j≠ ، ن الجماعةعندئذتكو 
( )i i Ie )أساساً للفضاء ، ∋ )IK  الأساس القانونيّ نسميّه . 

)وفقاً للتعريف السابق، تكون الجماعة  � )n nX ∈ℕ  الأساس القانوني لفضاء كثيرات الحدود
[ ]XK الذي يساوي ،( )K ℕ .  
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خطيّاً تطبيقاً  uليكن ، و K فضاءين شعاعيّين على حقل تبديلي Fو E ليكن .مبرهنة 5-3.
) من , )E FL،  ولتكنI مجموعة غير خالية، و( )i i Ix   . E جماعة من عناصر ∋

)إذا كانت  � ( ))i i Iu x )جماعة حرةّ، كانت الجماعة ∋ )i i Ix   حرةً أيضاً. ∋
)متبايناً وكانت  uكان إذا   � )i i Ix )جماعة حرةّ،كانت  ∋ ( ))i i Iu x   جماعة حرةّ. ∋
)إذا كانت  � )i i Ix )جماعة مولدة، كان  ∋ )Im ( ) vect ( ( ))i i Iu u E u x ∈= =.  
  الإثبات

  �  بات بسيطٌ انطلاقاً من التعريف ونتركه تمريناً للقارئ.الإث

). وليكن K فضاءين شعاعيّين على حقل تبديلي Fو E ليكن .مبرهنة 6-3. )i i Ie أساساً  ∋
)ولتكن  ،Eفضاء لل )i i Iy من  u . عندئذ يوجد تطبيق خطّي وحيدFجماعة من ∋

( , )E FL  قيحُق, ( )i ii I u e y∀ ∈ =.  
  الإثبات

)تطبيقين خطيّين من  vو uة. ليكن نثبت أوّلاً الوحدانيّ  , )E FL قانيحق  
, ( )i ii I v e y∀ ∈ ,و  = ( )i ii I u e y∀ ∈ =  

,عندئذ يكون  ( )( ) 0ii I u v e∀ ∈ −   ومن ثمَّ  =
{ : } ker( )ie i I u v∈ ⊂ −  

)kerكان   لـمّاو   )u v−  فضاءً شعاعياًّ جزئياً منEكان  
vect(( ) ) ker( )i i IE e u v∈= ⊂ −  

,ومنه ينتج أنّ  ( )( ) 0x E u v x∀ ∈ − uوهذا يكافئ قولنا  ،= v=.  
  لإثبات الوجود، نتأمّل التطبيقين الخطيّين

( )

( )

: : ( )

: : ( )

I
i i I i i

i I
I

i i I i i
i I

E a a e

F a a y

∈
∈

∈
∈

Ψ →

Θ →

∑
∑

K

K

֏

֏
  

) تقابلٌ خطّي لأنّ  Ψ إنّ  )i i Ie 1u ، ومن ثمَّ يكونEلفضاء أساس ل ∋ −= Θ Ψ� تطبيقاً من 
( , )E FL ، ق وضوحاً الشرطيحق, ( )i ii I u e y∀ ∈ =.  �  
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 المجموع المباشر والفضاءات المتتامّة 4.

ن يْ فضاءَ  2Eو 1E. وليكن Kفضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي  Eليكن  .تعريف 1-4.
1 . نقول إنّ الفضاء الشعاعي الجزئيE شعاعيّين جزئيين من 2F E E= مجموع  +

1، ونكتب عندها 2Eو 1Eللفضاءين الجزئيين  مباشر 2F E E= ، إذا وفقط إذا ⊕
1تحقّق الشرط  2 {0}E E∩ =.  

)وبوجه عام، إذا كانت    )i i IE ، نقول إنّ Eجماعة من الفضاءات الشعاعية الجزئية من  ∋
 الفضاء الشعاعي الجزئي

ii I
F E

∈
= )ةع مباشر للجماعو مجم ∑ )i i IE ، ونكتب ∋

iعندها  I iF E∈=   : ، إذا وفقط إذا تحقّق الشرط⊕
{ }

\{ }

, ( ) 0i j
j I i

i I E E
∈

∀ ∈ ∩ =∑  

{0}يكافئ قولنا  لا من المهم الإشارة هنا إلى أنّ الشرط السابق  	
i j
E E∩   أياًّ وذلك  =

  .2Iمن  jو iكان الدليلان المختلفان 

فضاءين  2Eو 1E. وليكن Kفضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي  Eليكن  .تعريف 2-4.
  إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  متتامّان 2Eو  1Eنقول إنّ  ، Eشعاعيّين جزئيين من

1 2E E E= ⊕  
)وبوجه عام، إذا كانت   )i i IE ، نقول إنّ Eلفضاءات الشعاعية الجزئية من جماعة من ا ∋

)الجماعة  )i i IE iإذا وفقط إذا تحقّق الشرط:  متتامّة ∋ I iE E∈= ⊕.  
). ولتكن Kل تبديلي فضاءً شعاعياًّ على حق E : ليكن مبرهنة 3-4. )i i IE جماعة من  ∋

. عندئذ يكون الفضاء الجزئي Eالفضاءات الشعاعية الجزئية من 
ii I

F E
∈

= ∑  
)هَ معدومة مجموعاً مباشراً إذا وفقط إذا كانت جماعةً معدومةً كل جماعةٍ شب )i i Ix من  ∋

( )IE قة للشرطينمحق :  
, i ii I x E∀ ∈ 0  و  ∋

ii I
x

∈
=∑.  

)مهما تكن  أي   )i i Ix )من  ∋ )IEيكن ،  

( ) ( ) ( )0 , , 0i i i ii I
x i I x E i I x

∈
= ∧ ∀ ∈ ∈ ⇒ ∀ ∈ =∑  
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  ثباتالإ
i لنفترض أولاً أنّ  I iF E∈= ) . ولتكن⊕ )i i Ix )تنتمي إلى الفضـاء جماعة شبه معدومة  ∋ )IE 

 : لشرطينوتحُقّق ا
, i ii I x E∀ ∈ 0   و   ∋

ii I
x

∈
=∑  

  يكون لدينا. عندئذ Iدليلاً من  kوليكن 
{ }

\{ }
\{ }

( ) 0( )k i k ii I k
i I k

x x E E
∈

∈

= − ∈ =∑ ∑∩  

0kxومن ثمَّ  ,أنّ  إذن لقد أثبتنا. = 0kk I x∀ ∈ =.  

 عنصراً من yوليكن ، Iدليلاً من  k وبالعكس، ليكن
\{ }

( )k ii I k
E E

∈
∩ . توجد عندئذ ∑

}\ جماعة شبه معدومة }( )
i i I k
y }\ من ∋ }I kE تحُقّق  

\{ }
i

i I k

y y
∈

= ∑  

)نعرّف إذن الجماعة شبه المعدومة  )i i Ix ) من ∋ )IE : بالعلاقة  
: \{ }

:
i

i

y i I k
x

y i k

− ∈=  =
  

,فيكون  i ii I x E∀ ∈ 0و ∋
ii I
x

∈
0kx. إذن ينتج من الفرْض أنّ ∑= ، ومن ثمَّ =

0y   نكون قد أثبتنا أنّ ف. =

\{ }
( ) {0}k ii I k

E E
∈

∩ =∑  
  �  . Iمن  kكان   أياًّ وذلك 

). ولتكن Kفضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي  E ليكن .نتيجة 4-4. )i i IE عة من جما ∋
الفضاء الجزئي  نفترض أنّ  .Eالفضاءات الشعاعية الجزئية من 

ii I
F E

∈
=  مجموعٌ  ∑

  .مباشرٌ 
) لتكن   )i i Ix ,تحقق الشرطَ  E{0}\ جماعة من عناصر ∋ i ii I x E∀ ∈  . عندئذ∋

) الجماعة تكون )i i Ix   جماعة حرةّ. ∋
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  الإثبات

)لتكن  )i i Ia )جماعة شبه معدومة من  ∋ )IK ،0 تحُقّق
i ii I
a x

∈
 i، في حالة فإذا عرفّنا .∑=

I ،iمن  i iy a x=،  حصلنا على جماعة( )i i Iy )من  ∋ )IE ق الشرطين ، تحق  

, i ii I y E∀ ∈ 0iو    ∋
i I

y
∈

=∑  

iولماّ كان اموع  I iF E∈= ,أنّ مباشراً استنتجنا  ⊕ 0i i ii I y a x∀ ∈ = ، بمقتضى =
,المبرهنة السابقة، ولكن  0ii I x∀ ∈ ,إذن ، ≠ 0ii I a∀ ∈ =.  �  

)1 . ولتكنKفضاءً شعاعيّاً على حقل تبديلي  E ليكن .مبرهنة 5-4. )k k nE ≤ جماعة منتهية  ≥
  يكون اموععندئذ . E من الفضاءات الشعاعية الجزئية من

1 2 nF E E E= + + +⋯  

   :مجموعاً مباشراً، إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  

1 1{2, , }, ( ) {0}k kk n E E E −∀ ∈ ∩ + + =… ⋯  

  الإثبات
1كن يل 2( , , , )nx x x…  1عنصراً من 2 nE E E× ×   يحُقّق ⋯×

1 2 0nx x x+ + + =⋯  

} إذا كانت اموعة }: 0
n j

j x= ∈ ≠J ℕ غير خالية، عرفّنا maxk = J وكان ،
  :ثمَّ لدينا من 

{ }
1

1 1
1

0 ( ) ( ) 0
k

k i k k
i

x x E E E

−

−
=

≠ = − ∈ ∩ + + =∑ ⋯  

, خالية أي J وهذا تناقض. إذن اموعة 0n jj x∀ ∈ =ℕ ًوهذا يثبت المطلوب استنادا .
  �  4-3. إلى المبرهنة
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). ولتكن K فضاءً شعاعيّاً على حقل تبديلي E ليكن .مبرهنة وتعريف 6-4. )i i IE جماعة  ∋
) . تكون الجماعةُ E من الفضاءات الشعاعية الجزئية من )i i IE متتامّة، إذا وفقط إذا  ∋

)في  دتوج Eمن  xكان   أياًّ   :تحقّق الشرط )IE  وحيدةجماعة شبه معدومة ( )i i Ix ∈ 
  تحُقّق الشرطين

, i ii I x E∀ ∈ i  و  ∋
i I

x x
∈

= ∑  

) وإذا كانت الجماعة   )i i IE ، أسمينا التطبيق Iمن يلاً دل iجماعة متتامّة، وكان  ∋
:ip E E→ بالعنصرِ  قرنالذي ي x  منE  َالعنصرix ، إسقاطاً للفضاءE  على

 الجزئي الفضاءتوازياً مع  iEالفضاء الجزئي 
\{ }

i j

j I i

F E

∈

= وتحُقق جماعة  .⊕

) التطبيقات )i i Ip   : الآتيةالخواص  ∋
  .اً خطيّ ipتطبيق الكان ،  Iمن  i كان  أياًّ   �
 كان،  2Iمن  jو i المختلفانكان الدليلان   أياًّ   �

i j j i
p p p p=� �.  

i كان  ،Iمن  iكانت   أياًّ   � i ip p p=�.  
) كانت الجماعة  Eمن  xكان   أياًّ   � ( ))i i Ip x   شبه معدومة وكان  ∋

( )i
i I

x p x
∈

= ∑  

Eونعبر عن الخاصّة الأخيرة بكتابة    i
i I

I p
∈

= ∑.  

  الإثبات
i لنفترض أولاً أنّ  I iE E∈=  . عندئذ نظراً إلى أنّ Eعنصراً من  x ، وليكن⊕

i
i I

E E
∈

= ∑  

)في توجد  )IE جماعة شبه معدومة ( )i i Ix   تحُقق ∋
, i ii I x E∀ ∈ i  و  ∋

i I

x x
∈

= ∑  

)انت وإذا ك )i i Iy ) أخرى منجماعة شبه معدومة  ∋ )IE تحُقّق  
, i ii I y E∀ ∈ i  و  ∋

i I

x y
∈

= ∑  
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)كانت الجماعة  )i i Iz iالمعرفّة بالعلاقة  ∋ i iz x y=   ، جماعة شبه معدومة محُققة للشرطين:−
, i ii I z E∀ ∈ 0i  و  ∋

i I

z
∈

=∑  

, من ثمَّ كان و  0ii I z∀ ∈ ,ي ، أ4-3.، بمقتضى المبرهنة = i ii I x y∀ ∈ =.  
  الاقتضاء المعاكس، وهو أبسط، تمريناً للقارئ.إثبات ونترك 


) نتأمّل عنصراً خطّي.  kp ، ولنثبت أنّ التطبيقIدليلاً من  kكن يل  , )x y  2منE. 
)في وجد ي عندئذ )IE  جماعتان شبه معدومتين( )i i Ix )و ∋ )i i Iy   من جهة أولى تحقّقان ∋

, i ii I x E∀ ∈ i و   ∋
i I

x x
∈

= ∑  

  ومن جهة ثانية
, i ii I y E∀ ∈ i  و  ∋

i I

y y
∈

= ∑  

  كان  Kمن  λ كان  أياًّ عندئذ 

( )i i
i I

x y x yλ λ
∈

+ ⋅ = + ,و     ∑⋅ i i ii I x y Eλ∀ ∈ + ⋅ ∈  

  ومن ثمَّ 
( ) ( ) ( )k k k k kp x y x y p x p yλ λ λ+ ⋅ = + ⋅ = + ⋅  

)أي  ؛تطبيق خطّي kpالتطبيق  إذن )kp E∈ L.  وهي الخاصّة�.  

 ولنعرّف الجماعة شبه المعدومة. kEعنصراً من  x كنيلو ، Iدليلاً من  kكن يل 

( )i i Ix )من  ∋ )IE  أتيكما ي:  
0 : \{ }

:i

i I k
x

x i k

 ∈=  =
  

,عندئذ يكون  i ii I x E∀ ∈ i، و∋
i I

x x
∈

=   ذه الكتابة وحيدة نستنتج أنّ ه ولأنّ  .∑

( )kp x x=  ّوأن( ) 0ip x iفي حالة  = k≠.  
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)عندئذ يكون . kEعنصراً من  x كنيلو ، Iدليلاً من  kكن يل  )k kp x E∈،  ومن
)المناقشة السابقة يكون  ( )) ( )k k kp p x p x=و ،( ( )) 0i kp p x iفي حالة  = k≠ وهذا .

  معاً. �و �يثبت الخاصتين
  �  أمّا الخاصّة الأخيرة فهي واضحة من التعريف.

 نيْ فضاءَ  2Eو 1E . وليكنKفضاءً شعاعيّاً على حقل تبديلي  E ليكن .حالة خاصّة 7-4.
 من ينْ شعاعيّين جزئيـ E1 . يكون الفضاءانE 2وE  متتامّين، إذا وفقط إذا تحقّق الشرط

1 وحيدةثنائيّة  توجد Eمن  xكان   أياًّ  :الآتي 2( , )x x  1من 2E E× تحُقّق   

1 2x x x= +  
  وإذا عرفّنا  

     1 1: ,p E E x x→ ֏   
2  و   2: ,p E E x x→ ֏  
  خطيّين، وكان 2pو 1pكان التطبيقان  

1 2 2 1 0p p p p= =� 1  و  � 1 1p p p=�  2  و 2 2p p p=�  
1  ً وأخيرا   2I p p= + .  

 2p، وكذلك يسمّى 2Eتوازياً مع  1Eعلى  Eلفضاء الإسقاط الخطّي ل 1p يسمّى
  .1Eتوازياً مع  2Eعلى  Eلفضاء لإسقاط الخطّي لا

من  p. نقول عن تطبيق خطيّ K فضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي E ليكن .تعريف 8-4.
( )EL  إنه إسقاط إذا وفقط إذا كانp p p=� ً2، ونكتب أيضاp p=.  

)من  p. وليكن K فضاءً شعاعيّاً على حقل تبديلي E ليكن .مبرهنة 9-4. )EL  .ًإسقاطا
1 يحُقّقان Eمن  2Eو 1E عندئذ يوجد فضاءان شعاعيّان جزئيان 2E E E= ⊕ ،

  .2Eتوازياً مع  1Eعلى  Eلفضاء  الشعاعي هو الإسقاط الخطّي ل pويكون 
  لإثباتا


1لنضع   ImE p=  2و kerE p=.  
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1عنصراً من  xإذا كان   2E E∩ وُجِدَ عنصر ،y  فيE يحُقّق ( )x p y= وكان 
( ) 0p x  . وعندئذ يكون=

0 ( ) ( ) ( )p x p p y p y x= = = =�  
1ومنه    2 {0}E E∩ =.  

1كان   Eعنصراً من  xومن ناحية أخرى، إذا كان   2x x x=   حيث +

1 1( )x p x E= 2   و   ∋ 2( )x x p x E= − ∈  
  لأنّ   

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0p x p x p p x p x p x= − = − =�  
  ومنه نستنتج أنّ   

1 2E E E= ⊕  

)1كان   ،Eمن  xكان   أياًّ وأخيراً لقد وجدنا فيما سبق أنهّ   )p x x= سقاط هو الإ

  �  .2Eتوازياً مع  1Eعلى الفضاء الجزئي  x لشعاعالخطيّ ل

  .سننهي هذه الفقرة بذكر خاصّتين بسيطتين نترك إثباما المباشر تمريناً للقارئ

). ولتكن Kفضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي  Eليكن  .مبرهنة 10-4. )i i IE  متتامّةجماعة  ∋
 د أساس، يوجIمن  iكان   أياًّ . نفترض أنهّ، E من الفضاءات الشعاعية الجزئية من

,( )
ii j j Je   . عندئذ تكون الجماعة التاليةiEللفضاء الجزئي  ∋

, ( , )( )
i j i j K
e )   حيث   ∋ ){ }

I

K J
∈

= × ℓ
ℓ

ℓ∪  

  .Eأساساً للفضاء   

)1. ولتكن Kفضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي  Eليكن  .مبرهنة 11-4. )k k nE ≤ جماعة  ≥
  عندئذ يكون التطبيق .Eمن الفضاءات الشعاعية الجزئية من  متتامّة

1 2 1 2
1

: , ( , , , )
n

n n k
k

E E E E x x x x
=

Φ × × × → ∑⋯ … ֏  

  تقابلاً خطياًّ.  
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 فضاءُ خارجِ القسمة 5.

اً فضاءً شعاعيّ  H . وليكنK فضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي E ليكن .مبرهنة وتعريف 1-5.
  المعرفّة كما يلي : HR عرف العلاقة الثنائيةتُ . Eجزئياً من 

( , ) , Hx y E E x y x y H∀ ∈ × ⇔ − ∈R  

E/. نرمز بالرمزEعلاقة تكافؤ على   H س إلى مجموعة صفوف التكافؤ بالقياHR.   وإذا
]كان  ]x و[ ]y  عنصرين من/E H،  وكانλ  عدداً منK:موعتينمن ا كان كل ،  

{ }
{ }

1 1 1 1

1 1

[ ] [ ] : ( , ) [ ] [ ]

[ ] : [ ]

x y x y x y x y

x x x xλ λ

+ = + ∈ ×
⋅ = ⋅ ∈

  

E/عنصراً من    H .موعةيتيح  هذالنا تزويد ا /E H بقانوني التشكيل ( )و +( )⋅ 
)اللذين يجعلان من  )/ , ,E H + فضاءَ خارجِ ،  نسمّيه Kفضاءً شعاعياًّ على الحقل  ⋅

  .H على الفضاء الجزئي E قسمةِ 
  التطبيقُ  يكون وفي هذه الحالة  

: / : [ ]HQ E E H x x→ ֏  
  .الغمر القانونيتطبيقاً خطياًّ غامراً، نسميّه 

  الإثبات

 �  تعاريف. نترك تفاصيله للقارئ.الإثبات تحققٌ مباشر من ال

ين شعاعيّين على حقل فضاءَ  Fو Eليكن . مبرهنة 2-5.
)تطبيقاً خطيّاً من  u. وليكن Kتبديلي  , )E FL .

  عندئذ يوجد تقابلٌ خطّي
: /ker Imu E u u→ɶ  

u  المساواة يحقّق i u Q= ɶ� : حيث، � /kerQ E E u→  ،هو الغمر القانوني
:و Im ,i u F x x→ ֏.  

  

/ker Im

u
E F

Q i

u
E u u

→

→

↓ ↑
ɶ
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  الإثبات
]ليكن  ]x عنصراً من /kerE u عندئذ يأخذ .u  قيمة واحدة على جميع عناصر[ ]x: أي .  

{ }( )card ( ) : [ ] 1u xα α ∈ =  
)وذلك لأنه إذا كان  , )α β  من[ ] [ ]x x×   كانkeruα β−   ن ثمَّ ، وم∋

( ) 0u α β− =  
)أي  ) ( )u uα β=.  

])لنعرف إذن  ])u xɶ  مو بأنهة عالعنصر الوحيد الموجود في ا{ }( ) : [ ]u xα α   أي  ∋
{ } { }( ) : [ ] ([ ])u x u xα α ∈ = ɶ  

kerE/ق من تطبي uɶنلاحظ مباشرة أنّ  u  إلىImu وإذا كان .[ ]x و[ ]y  عنصرين من
/kerE u  وكانλ  منK كان لدينا ،[ ] [ ] [ ]x y x yλ λ+ ⋅ = +   ومن ثمَّ  ⋅

([ ] [ ]) ([ ]) ( )

( ) ( ) ([ ]) ([ ])

u x y u x y u x y

u x u y u x u y

λ λ λ

λ λ

+ ⋅ = + ⋅ = + ⋅
= + ⋅ = + ⋅

ɶ ɶ

ɶ ɶ
  

)تطبيق خطّي من  uɶ نستنتج من ذلك أنّ  /ker , Im )E u uL .  
,تطبيق غامر لأنّ  uɶومن جهة أخرى، من الواضح أنّ  ([ ]) ( )x E u x u x∀ ∈ =ɶ ًوهو أيضا .

  تباينٌ لأنّ م
[ ] ker ([ ]) 0 ( ) 0 ker [ ] 0x u u x u x x u x∈ ⇒ = ⇒ = ⇒ ∈ ⇒ =ɶ ɶ  

)تقابل خطّي من uɶنستنتج أنّ  /ker , Im )E u uL وأخيراً تنتج العلاقة .  
u i u Q= ɶ� �  

,من المساواة الواضحة :  ([ ]) ( )x E u x u x∀ ∈ =ɶ.  �  

  
RBY  
H;F  
VBN  
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  اتـتمرين
  
J ليكن  1. نالتمري:ϕ →ℕ ℕ  تطبيقاً متبايناً. ولتكن( )n nP ∈ℕ  جماعة من[ ]XK   فضاء

,. نفترض أنّ Kكثيرات الحدود على الحقل  deg( ) ( )nn P nϕ∀ ∈ =ℕ ّأثبت أن . 
)الجماعة  )n nP ∈ℕ .ّحرة  

  الحـل
0kلنتأمّل عبارة خطيّة معدومة  k

k

Pα
∈

=∑
ℕ

) حيث  )( )k kα ∈ ∈ K ℕℕ . ّموعة نعلم أنا  

{ }: 0kk α= ∈ ≠S ℕ  
غير خالية، كانت اموعة  Sنا جدلاً أنّ ، فإذا افترضℕمجموعة جزئيّة منتهية أو خالية من 

( )ϕ S  مجموعة جزئيّة منتهية وغير خالية منℕ فلها أكبر عنصر. أي يوجد في ،S  ٌعنصرℓ 
  يحقّق

{ }( ) max ( ) :k k Sϕ ϕ= ∈ℓ  
  متباينٌ. وعلى هذا، نستنتج من المساواة ϕوحيدٌ لأنّ  ℓوالعنصرُ 

{ }\
k k

k

P Pα α
∈

= ∑
S

ℓ ℓ
ℓ

  

  أنّ 

{ }

{ }

\

\

( ) deg( ) max deg( )

max ( ) ( )

k k
k

k

P P

k

ϕ α α

ϕ ϕ

∈

∈

= ≤

≤ <
S

S

ℓ ℓ
ℓ

ℓ

ℓ

ℓ
  

0kαنّ إخالية. أي  Sوهذا التناقض الواضح دليلٌ على وجوب كون اموعة  أياًّ كانت قيمة  =
). فالجماعة ℕمن  kالدليل  )n nP ∈ℕ  .ّجماعة حرة  ú  

J ليكن 2. التمرين ( , )E = F ℝ ℝ  فضاءَ التوابع منℝ  إلىℝ.  كان   أياًّ نعرّفα من +
∗ℝ 

) العلاقةب fαالتابع  ) cosf x xα α=أثبت أن الجماعة .
+

( )fα α ∗∈ℝ  حرةّ فيE .

  : احسب مساعدة

0

1( , ) lim cos cos d
T

T
I t t t

T
α β α β

→+∞
= ⋅∫  
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  الحـل

α لنبدأ أوّلاً بملاحظة أنهّ في حالة β≠ لدينا 

( )
0 0

1 1
cos cos d cos( ) cos( ) d

2

1 sin( ) sin( )

2 ( ) ( )

T T

t t t t t t
T T

T T

T T

α β α β α β

α β α β

α β α β

⋅ = + + −

 + − = +   + − 

∫ ∫
  

)ومن ثمَّ  , ) 0I α β αفي حالة  = β≠.  
αأمّا في حالة  β= فلدينا  

( )
0 0

1 1
cos cos d 1 cos2 d

2

1 sin2
1

2 2

T T

t t t t t
T T

T

T

α α α

α

α

⋅ = +

 = +   

∫ ∫
  

1إذن 
2

( , )I α β αفي حالة  = β= . ّ1وعليه نكون قد أثبتنا أن
,2

( , )I α βα β δ=  حيث

,α βδ .هو رمز كرونيكر، الذي يساوي الواحد في حالة تساوي الدليلين والصفر في غير هذه الحالة  

0fαلنتأمّل عبارة خطيّة معدومة  αα
λ∗

+∈
=∑ ℝ

) حيث  )( )α αλ
∗
+

∗
+∈ ∈ ℝ

ℝ
ℝها. عند   

, 0f fα α β

α

β λ
∗
+

∗
+

∈

∀ ∈ =∑
ℝ

ℝ  

  ومن ثمَّ 

0
, , ( ) ( )d 0

T

T f t f t tα α β

α

β λ
∗
+

∗ ∗
+ +

∈

∀ ∈ ∀ ∈ =∑ ∫
ℝ

ℝ ℝ  

  نجد ∞+تسعى إلى  Tثمُّ جعل  T وبالقسمة على
, ( , ) 0Iα

α

β λ α β
∗
+

∗
+

∈

∀ ∈ =∑
ℝ

ℝ  

1كان  لـمّاو 
,2

( , )I α βα β δ=  موع السابق يساوي2استنتجنا أنّ ا βλإذن .  
, 0ββ λ∗

+∀ ∈ =ℝ  
  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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J ليكن  3. التمرين[ ]nE X= K  فضاء كثيرات الحدود على الحقلK لىالتي لا تزيد درجتها ع 
n ّاً نا نعرّف تطبيقاً خطيّ . أثبت أنϕ  منE  إلىE بالعلاقة  

( ) (1 ) ( ) ( )P X X P X nXP Xϕ ′= − +  
1)0واستنتج أن الجملة    )( )k n

k n
kX X ≤

−
 p عدد طبيعي في حالة .E حرةّ في −≥

,0,1}من  , }n…، كثير الحدود  عبرّ عن pX  الجملة، هذه عناصر في  اً خطيّ  اً تركيببصفته
  ؟ ماذا تستنتج

  الحـل

)هو مقصور تطبيق خطّي من  ϕمن الواضح أنّ   )[ ]XL K لى الفضاء الجزئي ع
[ ]n XK نلاحظ أنهّ في حالة. و kP X= 0و k n≤  يكون  ≥

1( ) ( )k k kX kX n k Xϕ += + −  
]إذن صورة كل عنصرٍ من  ]n XK  وفقϕ  تنتمي فعلاً إلى[ ]n XK وعليه يعرّف .ϕ  ًتطبيقا

]خطياً من  ]n XK  إلى[ ]n XK.  

0في حالة لنعرّف   k n≤ 1) كثير الحدود  ≥ )k n k

kQ X X −=   فنجد أنّ  −
( )

( )

1 1

1

( ) (1 ) ( ) (1 )

(1 )

(1 ) ( )

(1 )

k n k k n k
k

k n k

k n k

k n k
k

Q kX X n k X X

nX X

X X k kX n k X nX

kX X kQ

ϕ − + + −

+ −

−

−

= − − − −

+ −

= − − − − +

= − =

  


  المعرفّة كما يأتي: Nاموعة لنتأمّل إذن  
0 1( , , , )}kQ Q Q…  ّجملة حرة{ {0,1, , } :k n= ∈N …  

≠أنّ  من الواضح ∅N  ّ0لأن ∈ Nإذن ف عرّ . نmax( )= Nℓ .  
0عنى ذلك أنّ الجملة  n<ℓفإذا كان  1 1( , , , , )Q Q Q Q +ℓ ℓ… وأنّ الجملة  ،خطياً  مرتبطة

0 1( , , , )Q Q Qℓ… .ّ1عليه يمكن التعبير عن و  حرةQ +ℓ  كثيرات الحدود في   عبارةً خطيّةً بصفته
0 1( , , , )Q Q Qℓ… 0، فتوجد أعداد( )k kα ≤ ≤ℓ  قتحُق  

1 0 0 1 1 k kQ Q Q Q Qα α α α+ = + + + + +ℓ ℓ ℓ⋯ ⋯  

  على طرفي هذه المساواة نستنتج أيضاً أنّ  ϕوبتطبيق 

1 1 1( 1) k kQ Q kQ Qα α α++ = + + + +ℓ ℓ ℓℓ ⋯ ⋯ ℓ  



 تمرينـات 23

  ج أنّ وطرح الثانية منها، نستنت ℓ+1ومن ثمَّ، بضرب المساواة الأولى بالعدد 

0 0 1 10 ( 1) ( 1 )k kQ Q k Q Qα α α α= + + + + + − + + ℓ ℓℓ ℓ ⋯ ℓ ⋯  

0كانت الجملة   لـمّاو  1( , , , )Q Q Qℓ…  ّحرةّ، استنتجنا من المساواة السابقة أن  

{0,1, , }, ( 1 ) 0kk kα∀ ∈ + − =… ℓ ℓ  
0kαوعليه يجب أن يكون  0في حالة  = k≤ ≤ ℓ ّ1، وهذا يقتضي أن 0Q + =ℓهذا ، 

1degQيناقض كون  n+ =ℓ نستنتج من هذا التناقض أنهّ يجب أن يكون .n=ℓ،  وهذا يعني
)0أنّ الجملة  ) kk nQ ≤   حرةّ. وهي النتيجة المطلوبة. ≥


,0,1}من  pليكن   , }n… ّبملاحظة أن . 

0

1 ( 1 ) (1 )

(1 )

n p
n p r r n p r

n p
r

n
k p k p n k
n p

k p

X X C X X

C X X

−
− − −

−
=

− − −
−

=

= + − = −

= −

∑

∑
  

  أنّ  pXنستنتج بعد الضرب بالمقدار 

(1 )
n n

p k p k n k k p
n p n p k

k p k p

X C X X C Q− − −
− −

= =

= − =∑ ∑  

)0وعلى هذا تكون الجملة ) kk nQ ≤ ] مولدة للفضاءجملة جملة حرةّ و في آن معاً  ≥ ]n XK  إذن فهي
  ú  أساسٌ لهذا الفضاء.

J ليكن  4. التمرين[ ]nE X= K  فضاء كثيرات الحدود على الحقلK لىالتي لا تزيد درجتها ع 
n 1. ولتكن 0, , ,nα α α…  عناصرَ متباينةً مثنى مثنى منKكان   أياًّ  ،. نعرّفj  من

{0,1, , }n…،   َالحدود كثير 
j
ℓ بالعلاقة  

0 ,

( )
j

k n k

k

kj j

X
X

α

α α≤ ≤ ≠ −
−

= ∏ℓ   

)0أثبت أن الجملة  )
nj j≤ ≤ℓ  أساس للفضاءE ّوأن .   كثير حدود   كلP  منE  يكتب

 بالصيغة:بطريقة وحيدة 
0

( )
n

k k
k

P P α
=

= ⋅∑ ℓ.  
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  الحـل

),لنلاحظ أنّ  )
j i i j
α δ=ℓ  في حالةi وj  0,1}من, , }n… فإذا كان .

0

0
n

j j
j

λ
=

=∑ ℓ 

iXاستنتجنا بتعويض  α=   ّ0في هذه العبارة أنiλ  اموعة من iوذلك أياًّ كان الدليل  =
{0,1, , }n…0يثبتُ أنّ الجملة  ، وهذا ما( )

nj j≤ ≤ℓ .ّجملة حرة  
]من  Pومن جهة أخرى، ليكن  ]n XKعندئذ نعرّف كثير الحدود .  

0

( )
n

j j
j

Q P P α
=

= −∑ ℓ  

degQفنلاحظ أنّ  n≤ ّوأن ،Q  0يقبل الأعدادα 1وα و ⋯وnα  1التي عددهاn + 

0Q، فلا بدُّ أن يكون جذوراً  يكون  ، أي أن=
0

)(
n

jj
j

P P α
=

= ∑ ℓ.  ú  

J 0 لتكن 5. التمرين( )k k ne ≤ . ولتكن Kعلى حقل تبديلي  Eجملة حرةّ في فضاء شعاعي  ≥
1 0, , ,nα α α…  عناصرَ متباينةً مثنى مثنى منK0 . أثبت أن الجملة( )k k nf ≤ المعرفّة  ≥

بالعلاقات 
0

( )
n

k
k i i

i

f eα
=

=   جملة حرةّ أيضاً. ∑

  الحـل

)0لنتأمّل عبارة خطيّة معدومة بعناصر الجملة  )k k nf ≤ . مثلاً ≥
0

0
n

k kk
fλ

=
  عندئذ  ∑=

0 0

( ) 0
n n

k
k i i

i k

eλ α
= =

   =   
∑ ∑  

كثير الحدود   تأملنافإذا 
0

( )
n k

kk
P X Xλ

=
= degPكان   ∑ n≤ وكان  

0

( ) 0
n

i i
i

P eα
=

=∑  

)0ولأنّ الجملة  )k k ne ≤ ,0,1}جملةٌ حرةّ استنتجنا أنّ  ≥ , }, ( ) 0ii n P α∀ ∈ ، إذن يقبل …=
. فهو إذن معدوم، nعدداً من الجذور يزيد تماماً عن  nالذي لا تزيد درجته عن  Pكثير الحدود 

0Pأي  )0وهذا يعني أنّ الأمثال  .= )k k nλ ≤ )0معدومة، والجملة  ≥ )k k nf ≤   ú  حرةّ. ≥
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J ليكن  6. التمرينn  من∗ℕ وليكن ،P   كثير حدود من الدرجةn  في[ ]Xℝ ،ولتكن 
0 1, , , nα α α…  أثبت أن الجملة .مثنى مثنى مختلفةأعداداً حقيقيّة   

( )
0

( )k k n
P X α

≤ ≤
+  

]في  جملة حرةّ ]Xℝ.  
  الحـل

لنتأمّل عبارة خطيّة معدومة 
0

( ) 0
n

k kk
P Xλ α

=
+   كان  لـمّا .عناصر الجملة المعطاةب ∑=
( )

0

( )
( )

!

n

k k

P X
P X α α

=

+ = ∑
ℓ

ℓ

ℓ ℓ
  

  ستنتجنا أنّ ا
( ) ( )

0 0 0 0

( ) ( )
0

! !

n n n n

k k k k k
k k

P X P X
λ α α λ α

= = = =

  = =   
∑ ∑ ∑ ∑

ℓ ℓ
ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓℓ ℓ
  

لنعرّف إذن 
0

n

k k
k

b λ α
=

= ∑ ℓ
ℓ  0في حالة n≤ ≤ℓ ْأنّ هذه الأعداد معدومة. لتكن  ، ولنثبت  

{ }{0,1, , } : 0n b= ∈ ≠N ℓℓ …  
≠فإذا افترضنا أنّ  ∅N  عرّفناminp = N.  ،كان   لـمّاولكنdegP n=  ّاستنتجنا أنه

0في حالة  n≤ ≤ℓ  لدينا( )degP n= −ℓ ℓما يأتي . وينتج من المساواة  
)( ( )

0
!

n

p

P X
b

=

=∑ ℓ
ℓ

ℓ

ℓ
  

pإذا كان ف � n=  كان ( )( ) 0n
nP X b )وكون  pوهذا يناقض تعريف ، = )nP  ًثابتا

  غير معدوم.
pوإذا كان  � n< استنتجنا من المساواة  

( ) ( )

1

( ) ( )

! !

np

p
p

P X P X
b b

p = +

= − ∑
ℓ

ℓ
ℓ ℓ

  

  أنّ   
( ) ( )( ) ( )

1
deg max deg 1p

p
p n

n p b P b P n p
+ ≤ ≤

− = ≤ ≤ − −ℓ
ℓ

ℓ
  

  واضح.  خُلفٌ وهذا أيضاً   
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  أي أن يكون ؛خالية Nأن تكون اموعة  وعليه لا بدُّ 

{ }
0

0,1, , , 0
n

k k
k

n b λ α
=

∀ ∈ = =∑ ℓ
ℓℓ …  

  وهذا يُكافئ أنهّ

( ) 1
0 1

0

, , , , 0
n

n
na a a a b+

=

∀ ∈ =∑K ℓ ℓ
ℓ

…  

  أو

( ) 1
0 1

0 0

, , , , 0
n n

n
n k k

k

a a a aλ α+

= =

  ∀ ∈ =   
∑ ∑K ℓ

ℓ
ℓ

…  

  وأخيراً 

0

[ ], ( ) 0
n

n k k
k

Q X Qλ α
=

∀ ∈ =∑K  

0فإذا اخترنا، في حالة  q n≤ مساوياً  Qثيرَ الحدود ، ك≥
0,

n
j

j j q q j

X α

α α= ≠

−

استنتجنا أنّ  ∏−

0
q
λ ). وهذا يثبت الاستقلال الخطّي للجملة= )( )

0k k n
P X α

≤ ≤
+.  ú  

J ادرس في  7. التمرين( )]0,1[,C ℝ،  الارتباط الخطي للجملة( , , )f f f f f f� � في  �
) حالة ) ln(1 )f x x= +.  

  الحـل
  لنلاحظ أوّلاً أنهّ في جوار الصفر لدينا

2 3
4( ) ( )

2 3

x x
f x x O x= − + +  

  وكذلك 
2 32 3 2 2 3

2 4

3
2 4

( ) 1 1 ( )
2 3 2 2 3 3 2

7
( )

6

x x x x x x x
f x x O x

x
x x O x

    = − + − − + + − +      

= − + +
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2 32 3 2 3
3 2 4

2 3
4

7
( ) 1 1 ( )

2 3 2 3 6 2

3 5
( )

2 2

x x x x x x
f x x x O x

x x
x O x

    = − + − − + + − +      

= − + +

  

gوعليه إذا عرفّنا  af bf f cf f f= + +� �   كان  �
2 3 42 3 2 7 15

( ) ( ) ( )
2 6

a b c a b c
g x a b c x x x O x

+ + + +
= + + − + +  

0afفإذا كان  bf f cf f f+ + =� �   استنتجنا، بسبب وحدانيّة النشر المحدود، أنّ  �
2 13

1

0

2 3 0

2 7 15 0

a b c

a b c

a b c

+ + =
+ + =

+ + =

  

  وهذا يكُافئ، بعد طرح المعادلة الأولى من الثانية وطرح ضعفيها من الثالثة، أنّ 
0

2 0

5 1

1

3 0

13a b c

b c

b c

+ + =
+ =

+ =

  

  وهذا بدوره يُكافئ، بعد طرح خمسة أضعاف المعادلة الثانية من الثالثة، أنّ 
0

0

3 0

2

2

a b c

b c

c

+ + =

+ =
=

  

0cإذن  b a= =   ú  والجملة المدروسة حرةّ. ،=

J ليكن  8. التمرينE  فضاء التوابع من الصفC∞  علىℝ2 ، والدوريةّ ذات الدورπ وليكن .
T  التطبيق الخطيّ من( )EL  المعرّف بالعلاقة( )T f f التطبيق  . عينّ صورة ونواة=′′
  .T طّيالخ

  الحـل

0f. عندئذ نستنتج من كون kerTعنصراً من  fليكن   ′′ أنهّ يوجد  ℝعلى  =

,يحُققان  bو aعددان حقيقياّن  ( )x f x ax b∀ ∈ = +ℝ كان التابع   لـمّا. وf  يقبل العدد
2π  (0)دوراً وجب أن يكون (2 ) 2b f f a bπ π= = = 0aومن ثمَّ  + . إذن يجب =

: الثابت إلى التابع 1 ثابتاً. فإذا رمزنا بالرمز fأن يكون  , 1x→ℝ ℝ استنتجنا أنّ  ֏1
kerT = ⋅ℝ  عاكس واضحٌ.لـمُ لأنّ الاحتواء ا 1
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gيحُقق  Eمن  f، عندئذ يوجد ImTعنصراً من  gليكن   f  ، وعندئذ يكون=′′

2
2

0
0

( )d ( ) (2 ) (0) 0g t t f t f f

π
π

π ′ ′ ′= = − = ∫  

2يحُقّق  Eعنصراً من  gدوراً. وبالعكس، ليكن  2πيقبل العدد  fلأنّ   

0
0g

π

=∫ .
f:عندئذ نعرّف التابع  →ℝ ℝ بالعلاقة  

2

0 0
2

0 0 0

( ) ( ) ( )d ( )d
2

( )d ( )d ( )d
2

x

x x

x
f x x t g t t tg t t

x
x g t t tg t t tg t t

π

π

π

π

= − +

= − +

∫ ∫

∫ ∫ ∫
  

  ، وأنّ ℝيقبل الاشتقاق على  fنلاحظ مباشرة أنّ ف
2

0 0

1
( ) ( )d ( )d

2

x

f x g t t tg t t

π

π
′ = +∫ ∫  

  ، ويكونℝالاشتقاق مرةّ ثانية على  fومن ثمَّ يقبل 
( ) ( )f x g x′′ =  

على  ∞Cينتمي أيضاً إلى الصف  f، أنّ ∞Cينتمي إلى الصف  gوعليه، نستنتج من كون 
ℝ ّومن جهة أخرى نلاحظ أن .  

2 2

0

, ( 2 ) ( ) ( )d ( )d 0

x

x

x f x f x g t t g t t

π π

π

+

′ ′∀ ∈ + − = = =∫ ∫ℝ  

2 دوراً، ومن الفرْض 2πيقبل العدد  gإذ استفدنا من كون التابع 

0
0g

π

  . وعليه يكون ∫=
2

0

, ( 2 ) ( ) (2 ) (0) 2 ( )d 0x f x f x f f g t t

π

π π π∀ ∈ + − = − = =∫ℝ  

fدوراً، إذن  2πيقبل العدد  fوالتابع  E∈  ويحُقّق( )T f f g′′= نكون قد . وهكذا =
  أثبتنا أنّ 

  { }2

0
Im : ( )d 0T g E g t t

π

= ∈ =∫  ú  
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J ليكن 9. التمرين E وF  َعلى حقل ينشعاعيّ  ينفضاء K . وليكنu  تطبيقاً خطيّاً منE 
، وفضاءَين شعاعيين جزئيين Eمن  2Eو 1E. نتأمّل فضاءَين شعاعيين جزئيين Fإلى 

1F 2وF  منF 1. ماذا تقول عن 2( )u E E+ 1، وعن 2( )u E E∩ وعن ،
1

1 2( )u F F− 1عن و  +
1 2( )u F F−   ؟ ∩

  الحـل

 من الواضح أنّ  

{ }
{ }

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

1 2

( ) ( ) : ,

( ) ( ) : ,

( ) ( )

u E E u x x x E x E

u x u x x E x E

u E u E

+ = + ∈ ∈

= + ∈ ∈

= +

 


1 أنّ  نعلم ةمن خواص الصورة العكسيّ و   1 1
1 2 1 2( ) ( ) ( )u F F u F u F− − −∩ = ∩. 


1خواص الصورة المباشرة، فتفيدنا في أنّ  اأمّ   2 1 2( ) ( ) ( )u E E u E u E∩ ⊂ ولكن  .∩
 مساواة بوجه عام. لنتأمّل على سبيل المثال التطبيق الخطّي: هناكليس 

2 2: ,( , ) ( , 0)u x y x→ℝ ℝ ֏  
1ين ي ئن الجز يْ والفضاءَ  {0}E = ×ℝ 2و {( , ) : }E x x x= ∈ ℝ عندئذ .  

1 2 {0}E E∩ 1و   = 2 1( ) ( )u E u E E= =،  
1وهذا يثبت أنّ  2 1 2( ) ( ) ( )u E E u E u E∩   في هذه الحالة. ⊋∩


 وأخيراً من الواضح أنّ  

1 1
1 1 2( ) ( )u F u F F− −⊂ 1 و + 1

2 1 2( ) ( )u F u F F− −⊂ +  
 إذن

1 1 1
1 2 1 2( ) ( ) ( )u F u F u F F− − −+ ⊂ +  

 ولكن ليس هناك مساواة بوجه عام. لنتأمّل على سبيل المثال التطبيق الخطّي :

2 2: ,( , ) ( , 0)u x y x→ℝ ℝ ֏  
1 والفضاءَيْن الجزئيين  {( , ) : }F x x x= − ∈ ℝ 2و {( , ) : }F x x x= ∈ ℝ  من

2ℝ . ّعندئذ نلاحظ أن  
{ }1 1

1 2( ) ( ) (0,0)u F u F− −= 2و  =
1 2F F+ = ℝ  

1وهذا يثبت أنّ  1 1
1 2 1 2( ) ( ) ( )u F u F u F F− − −+   ú  في هذه الحالة. ⊋+
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J ليكن 10. التمرين E  ًعلى حقل اً شعاعيّ  فضاء K وليكن.f وg  ين منّتطبيقين خطيE .
)أثبت أنّ  )ker( ) ker Imf g f g f= ∩�.  

  الحـل
  لنلاحظ أنّ 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

ker( ) : ( ( )) 0 ( )

: ( ) 0 ( )

( ) 0 : ( )

ker Im

ker Im

y f g f x E g f x y f x

x E g y y f x

g y x E y f x

y g y f

y g f

∈ ⇔ ∃ ∈ = ∧ =

⇔ ∃ ∈ = ∧ =

⇔ = ∧ ∃ ∈ =

⇔ ∈ ∧ ∈

⇔ ∈ ∩

�

  

)وهذا يثُبتُ صحة المساواة  )ker( ) ker Imf g f g f=   ú  .المطلوبة �∩

J ليكن 11. التمرين E ًقلالحعلى  اً شعاعيّ  فضاء ℝ وليكن .u  اً منّتطبيقاً خطيE قيحُق .
3الشرط 

Eu I=.  
)kerبت أنّ أث 1. ) Im( )E EE u I u I= − ⊕ −.  
  الخاصتين الآتيتين.أثبت  2.

2

2

ker( ) Im( )

Im( ) ker( )

E E

E E

u I u u I

u I u u I

− = + +

− = + +
  

  الحـل
)kerعنصراً من  xفي الحقيقة، ليكن  1. ) Im( )E Eu I u I− ∩ عندئذ يوجد، من جهة  −
)يحُقّق  z، عنصرٌ أولى )( )Ex u I z= )ويكون، من جهة ثانية،  − )( ) 0Eu I x− = .

  وعليه
2 2

2

3

3 ( ) ( ) ( )( )

( )( )( )

( )( ) 0

E

E E

E

x u x u x x u u I x

u u I u I z

u I z

= + + = + +

= + + −

= − =

  

3إذن  0x 0xأي  =   . وعليه=
ker( ) Im( ) {0}E Eu I u I− ∩ − =.  
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2، نستفيد من المساواة ن جهة أخرىوم 1 ( 1)( 2) 3X X X X+ + − − + ، فنعرّف =
  :الشعاعين Eمن  xفي حالة شعاع 

( )1

1
( ) 2

3
x u x x= − )   و   + )2

2

1
( ) ( )

3
x u x u x x= + +  

2فيكون لدينا وضوحاً  ker( )Ex u I∈ 3لأنّ  −
Eu I=وكذلك يكون ،  

( )

( )

2
2 1

2 2

1
( )( ) ( ) ( ) ( )( ( ) 2 )

3
1

( ) ( ) ( ) ( ) 2
3

E Ex u I x u x u x x u I u x x

u x u x x u x u x x x

+ − = + + − − +

= + + − − + =
  

)kerإلى اموع  xوعليه ينتمي  ) Im( )E Eu I u I− +   1.. وبذا يتمّ إثبات −
  لفة.سنثبتُ صحّة الاحتواءات المخت 2.


)kerعنصراً من  xإذا كان   )Eu I−   كان( )u x x= ومن ثمَّ كان 

2 2 23 ( ) ( ) ( )( ) Im( )E Ex u x u x x u u I x u u I= + + = + + ∈ + + 

)2kerوعليه  ) Im( )E Eu I u u I− ⊂ + +. 

)2Imعنصراً من  xوإذا كان   )Eu u I+  يحُقّق  Eفي  zوجدنا  +

2( )( )Ex u u I z= + + 

 وعندئذ يكون 

2

3

( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) 0

E E E

E

u I x u I u u I z

u I z

− = − + +

= − =

�  

)kerعنصراً من  x يكون أي )Eu I− ّصحة المساواة . فنكون قد أثبتنا أن  
2ker( ) Im( )E Eu I u u I− = + +. 


)2kerعنصراً من  xإذا كان و   )Eu u I+ )2 كان  + ) ( ) 0u x u x x+ + = ،
)2من ثمَّ و  ) ( ) 2 3u x u x x x+ − = 3أي  − ( )( ( ) 2 )Ex u I u x x− = − + 

3ينتمي إلى  وعليه Im( )Ex u I− ∈ )Imأو  − )Ex u I∈   إذن. −
2ker( ) Im( )E Eu u I u I+ + ⊂ −  
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)Imعنصراً من  xوبالعكس، إذا كان   )Eu I−  وجدناz  فيE  يحُقّق 

( )( )Ex u I z= − 

 وعندئذ يكون 

2 2

3

( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) 0

E E E

E

u u I x u u I u I z

u I z

+ + = + + −

= − =

�  

)2kerأي  )Ex u u I∈ +   . فنكون قد أنجزنا إثبات المساواة :+
2Im( ) ker( )E Eu I u u I− = + + 

  ú  لمطلوب.إثبات اوبذا يتم 

  .3: تبقى نتائج التمرين السابق صحيحة في أي حقلٍ عدده المميز لا يساوي  ملاحظة �

J نتأمّل  12. مرينالتℂ  فضاءً شعاعيّاً على الحقلℝ.  
  .ℝعلى الحقل  ℂأعطِ أساساً للفضاء الشعاعي  1.
  التطبيق :  ℂمن  bو aنعرّف في حالة  2.

, ,: , ( )
a b a b
f f z az bz→ = +ℂ ℂ  

}أثبت أنّ  }2
,( ) : ( , )a bf a b= ∈Lℝ ℂ ℂ.  

a,ليكون التطبيق  ℂمن  bو aأعطِ الشرط اللازم والكافي على  3. bf .ًمتباينا  

  الحـل

,1)الجملة  1. i)  أساسٌ للفضاءℂ على الحقل ℝ.  

a,من الواضح أنّ التطبيقات  2. bf  هي تطبيقات−ℝ خطيّة على الفضاء الشعاعيℂ .
)عنصراً من  fوبالعكس، ليكن  )Lℝ ℂ ّعندئذ نستنتج من الخاصّة الخطيّة أن .  

2( , ) , ( i) (1) (i)

(1) (i)
2 2 i

(1) i (i) (1) i (i)

2 2

z

x y f x y xf yf

z z z z
f f

f f f f
z z

∀ ∈ + = +

+ −
= +

− +
= +

ℝ �		
		�
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  فإذا عرفّنا
(1) i (i)

2

f f
a

−
(1)  و   = i (i)

2

f f
b

+
=  

a,كان  bf f= ّوهذا يثبتُ أن .  
{ }2

,( ) : ( , )a bf a b= ∈Lℝ ℂ ℂ  

ker,عنصراً من  zليكن  3.
a b
f 0. عندئذ يكون لديناaz bz+ ، وكذلك =

0a z bz+ ثمُّ طرحنا المعادلتين  bوالثانية بالمقدار  a. فإذا ضربنا المعادلة الأولى بالمقدار =
  الناتجتين طرفاً من طرف وجدنا

2 2(| | | | ) 0a b z− =  

|فإذا كان   | | |a b≠  ّ0استنتجنا مما سبق أنz a,، والتطبيق الخطّي = bf .ٌمتباين  

|أمّا إذا كان   | | |a b=  فإمّا أن تكون هذه الطويلة المشتركة مساوية الصفر، وعندئذ يكون

,a bf  نفسه مساوياً الصفر وهو في هذه الحالة غير متباينٍ، أو أن يكون| | | | 0a b= ≠ 
iaقّق يحُ  θ حقيقي وعندئذ يوجد عددٌ  e bθ= التطبيقلا يكون . وعندئذ ,a bf  ليس

i لأنمتبايناً في هذه الحالة أيضاً  /2
, ,(i ) 0 (0)
a b a b
f e fθ− = =.  

a,وهكذا نكون قد أثبتنا أن الشرط اللازم والكافي ليكون التطبيق الخطّي  bf  من( )Lℝ ℂ  متبايناً هو
|أن يكون  | | |a b≠.  ú  

  
J ليكن 13. التمرينE فضاء شعاعياً على حقل K  اً تطبيق . ولنذكّر أنّ 0عدده المميّز يساوي

pإذا وفقط إذا كان  اً إسقاط يكون Eإلى Eمن pخطياً  p p=�.  
) منإسقاطاً  pليكن  1. )EL ّ1ان متتامّان . أثبت أنه يوجد فضاءان شعاعياّن جزئيE 

  .2Eاً مع توازي 1Eعلى  E لفضاءل اً إسقاط p يجعلان من، Eمن  2Eو
) منإسقاطاً  p ليكن 2. )EL .كنيول λ  {0,1}\عدداً منK التطبيق الخطّي  نّ أ. أثبت

Ep Iλ−  ٌتقابلي خطّي. تشاكل  
) منإسقاطين  qو pليكن  3. )EL . أثبت أنp q+  من اً إسقاطيكون ( )EL  إذا

0pان وفقط إذا ك q q p= =� pعينّ في هذه الحالة صورة ونواة  .� q+.  
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) منإسقاطين  qو pليكن  4. )EL 0 يحُقّقانp q التطبيق الخطي  ن. أثبت أ�=
r p q q p= + − ) منإسقاط  � )EL ،.وعينّ صورته ونواته  

u: اً خطيّ  اً تطبيقإنّ نقول  5. E E→ 1 يحافظ على الفضاء الشعاعي الجزئيE ن مE 
1إذا وفقط إذا كان  1( )u E E⊂ ليكن .p  ًمنإسقاطا ( )EL ليكن، و u  ًتطبيقا

على   u حافَظَ يتبادلان إذا وفقط إذا  pو uالتطبيقين . أثبت أن Eإلى  Eخطياً من 
 من  كلker p وIm p.  

u:ليكن  6. E E→ طبيقاً خطياً يحقق تm
Eu I= حيث m ∗∈ ℕ . نفترض أنّ و 

u  1يحافظ على الفضاء الجزئيE  منE.  ليكنp لفضاءإسقاطاً ل E  1علىE أثبت .
  أن التطبيق الخطيّ المعرّف بالعلاقة

1

0

1
m

k m k

k

q u p u
m

−
−

=

= ∑ � �  

  .kerqلجزئي يحافظ على الفضاء ا u، وأن 1Eعلى  Eللفضاءإسقاط  أيضاً  هو  
  الحـل
1يكفي أن نعرّف  1. ImE p= 2و kerE p=.  


1عنصراً من  xفإذا كان   2E E∩   كان لدينا من جهة أولى( ) 0p x ووجدنا من جهة  =
)يحُقّق  zثانية عنصراً  )x p z=ولكن في هذه الحالة يكون . 

20 ( ) ( ) ( )p x p z p z x= = = =  
1نّ أي إ   2 {0}E E∩ 1. فاموع = 2E E+ .ٌمجموع مباشر 


1عرفّنا  Eعنصراً من  xوإذا كان   ( )x p x= 2و 1 ( )x x x x p x= − = − .
1عندئذ يكون  1x E∈ ويكون ، 

2
2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0p x p x p x p x p x= − = − =  

2إذن  2x E∈ ّ1. وأخيراً نرى مباشرة أن 2 1 2x x x E E= + ∈ . وهذا ما يثبتُ ⊕
1أنّ  2E E E=  pهو التطبيق الخطّي  2Eتوازياً مع  1Eوأنّ الإسقاط الخطّي على  ⊕

  نفسه.
) منإسقاطاً  p ليكن 2. )EL.  كنيلو λ  {0,1}\عدداً منK . ّعندئذ نلاحظ أن  

2( )( ) ( ) (1 )E E E Ep I p I p p I I pλ µ λ µ λµ λµ λ µ− − = − + + = + − −  
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1µفإذا اخترنا  λ=   وجدنا أنّ  −
( )( (1 ) ) (1 )E E Ep I p I Iλ λ λ λ− − − = −  

1)كان   لـمّاو  ) 0λ λ− Epاستنتجنا أنّ  ≠ Iλ−  تقابلٌ خطّي، وأنّ تقابله العكسي هو  
1 1 1

( )
(1 )E Ep I p Iλ
λ λ λ

−− = −
−

  

) منإسقاطين  qو pليكن  3. )EL .  

pنلاحظ أوّلاً أنّ   q+  إسقاط من( )EL  إذا وفقط إذا كان 

( ) ( )p q p q p q+ + = +�  
0pوهذا يُكافئ  q q p+ =� 2pلأنّ  � p= 2وq q=. 


0pكان فإذا    q q p+ =� pمع طرفي  pاستنتجنا بتركيب  � q q p= −�  أنّ  �
2p q p q p= −� � �  

pمن  مجدّداً  وبالاستفادة q q p= −� 2pومن الخاصّتين  ،� p= 2وq q=، نجد  
2( )p q p q p q p p q p q p= − = − − = =� � � � � � �  

0pولأنّ  q q p+ =� ، استنتجنا من 2لا يساوي  K، والعدد المميز للحقل �
0pالمساواتين  q q p+ =� pو  � q q p=� 0pأنّ  � q q p= =� �.  


0pوبالعكس، إذا كان   q q p= =� 0pكان   � q q p+ =� ، وهذا �
pيُكافئ، كما وجدنا سابقاً، أنّ  q+  إسقاط من( )EL.  


0pلنفترض إذن أنّ   q q p= =�  ح أنّ . من الواض�

ker ker ker( )p q p q∩ ⊂ +. 
)kerعنصراً من  xوبالعكس، إذا كان  )p q+   كان( ) ( )p x q x=  ، وعندئذ −

2

2

( ) ( ) ( ( )) ( ) 0

( ) ( ) ( ( )) ( ) 0

p x p x p q x p q x

q x q x q p x q p x

= = − = − =

= = − = − =

�

�
  

kerومن ثمَّ  kerx p q∈   . وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ ∩
ker( ) ker kerp q p q+ = ∩.  
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)Imوكذلك من الواضح أنّ  ) Im Imp q p q+ ⊂ عنصراً من  y. وبالعكس، إذا كان +
Imالفضاء الجزئي  Imp q+ أمكن كتابته بالشكل ،( ) ( )y p a q b= من  bو a حيث +

E،  وعندئذ يكون لدينا  
2 2( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

p q y p a p q b q p a q b

p a q b y

+ = + + +
= + =

� �  

)Imوهذا يثبت أنّ  )y p q∈ )Imنكون قد أثبتنا أنّ ف. + ) Im Imp q p q+ = +.  
) منإسقاطين  qو pليكن  4. )EL 0 يحُقّقانp q   ، ولنعرّف �=

r p q q p= + − �  
  عندئذ

2 2r p p q p q p p

r q p q

= + − =

=

� � �

� � 2q q p q+ − � � q

r q p q p

=

=� � �

  

  ومن ثمَّ 
r r r p r q r q p

p q q p r

= + −

= + − =

� � � � �

�
  


kerمن الواضح أنّ   ker kerp q r∩   kerrعنصراً من  xوبالعكس، إذا كان . ⊃
 كان 

  ( ) ( ) ( )p x q x q p x+ = �  ( )∗  

  نّ أعلى الطرفين  pوعندئذ نجد بتطبيق 
2( )p x p q+ � ( )x p q= � ( ) 0p x =�  

)ومن ثمَّ  ) 0p x )، وبالعودة إلى = )نستنتج أيضاً أنّ  ∗( ) 0q x . إذن ينتمي العنصر =
x  إلىker kerp q∩ أنّ  نستنتج. وهكذا  

ker ker kerr p q= ∩  
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Imمن الواضح أنّ   Im Imr p q⊂ )لأنّ  + )Er p q I p= + −� .
Imعنصراً من  yوبالعكس، إذا كان  Imp q+  أمكن كتابةy  بالشكل

( ) ( )y p a q b=  وعندئذ يكون +

( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

Er y p q I p p a q b

p a p q

= + − +

= +

�

� ( ) ( )
E

b q I p p+ −� � 2( ) ( )a q b q p q+ − � � ( )

( ) ( )

b

p a q b y= + =
  

Imyنّ وهذا يثبت أ r∈ ّفنكون قد أثبتنا أن .Im Im Imr p q= +. 

) منإسقاطاً  pليكن  5. )EL ليكن، و u تطبيقاً خطياً من ( )EL . نعرّف  
2 kerE p=  1و ImE p=  

1، بالاستفادة من كون عندئذ 2E E E=   يمكننا أن نكتب ⊕

( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 2 2

, ( ) ( )

, ( ( )) ( )

, ( ( )) 0

, ( ) Im

, ( ) ker

( ) ( )

p u u p x E p u x u p x

x E p u x u x

x E p u x

x E u x p

x E u x p

u E E u E E

= ⇔ ∀ ∈ =
∀ ∈ =⇔ ∀ ∈ =
∀ ∈ ∈⇔ ∀ ∈ ∈

⇔ ⊂ ∧ ⊂

� � � �

  

  وهذا يثبت التكافؤ المطلوب.

u:ليكن  6. E E→ ت ق طبيقاً خطياً يحقm
Eu I=  حيثm ∗∈ ℕ . نفترض أنّ و u 

 1Eيتمم الفضاء  2Eدف إلى إيجاد فضاء جزئي . E من 1Eيحافظ على الفضاء الجزئي 
  .uويحُافظ عليه 

  بالعلاقة qالتطبيق الخطيّ  ونعرّف. 1E على E لفضاءل pلتحقيق ذلك نتأمّل إسقاطاً ما 
1

0

1
m

k m k

k

q u p u
m

−
−

=

= ∑ � �  

)1كان   Eعنصراً من  xأنهّ إذا كان  وعندئذ نلاحظ )p x E∈  استناداً إلى تعريفp وكان ،
1أيضاً  1( ) ( )k m ku p u x u E E− ∈ ⊂� 1الة في ح � k m≤ ، وعلى هذا نستنتج >

)مباشرة أنّ  )q x  1ينتمي إلىE َّ1، ومن ثم, ( )x E q x E∀ ∈ pوهذا يُكافئ ، ∋ q q=� .  
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  ومن جهة أخرى لدينا :
1 1

1 1 1

0 0

1

1 1

1

m m
k m k k m k

k k

m
k m k

k

u q u p u u p u u
m m

u p u u q u
m

− −
+ − + − −

= =

−

=

  = =    
  = =   

∑ ∑

∑

� � � � � �

� � � �

  

  ومن ثمَّ 
1

2

0
1

0
1

0
1

0

1

1

1

1

1
( )

m
k m k

k
m

k m k

k
m

k m k

k
m

k m k

k

E

q u p u q
m

u p q u
m

u q u
m

q u u
m

q mI q
m

−
−

=
−

−

=
−

−

=
−

−

=

=

=

=

  =    

= =

∑

∑

∑

∑

� � �

� � �

� �

� �

�

  

. ولقد kerqو Imqيحُافظ على كل من  u والتطبيق. uهو إسقاط خطّي يتبادل مع  qإذن 
1Imq وجدنا أيضاً أنّ  E⊂.  

1xوأخيراً، إذا كان  E∈   كان( )ku x  1عنصراً منE  أياًّ كانتk  0,1}من, , 1}m −… ،
)وعندئذ يكون  ) ( )m k m kp u x u x− ,0,1}من  kأياًّ كانت  �=− , 1}m ، وهذا …−
  يقتضي أن يكون

1

0
1

0

1
( ) ( )

1
( )

m
k m k

k
m

k m k

k

q x u p u x
m

u u x x
m

−
−

=
−

−

=

=

= =

∑

∑

� �

�

  

1إذن  ImE q⊂ ّ1، وهذا يثبت أنImq E= وعليه يكون .q  ًللفضاء اً إسقاط أيضا E 
2 على الفضاء الجزئي يحافظ uكما إنّ التطبيق ،  1Eعلى  kerE q=.  ّالإثباتوبذا يتم.  ú  
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J ليكن  14. التمرينE اعياً على حقل فضاءً شعK و ليكن ،:f E E→  ّياً.تطبيقاً خط  
2ker  أثبت أن  1. ker ker Im {0}f f f f= ⇔ ∩ =.  
2Im   أثبت أن : 2. Im ker Imf f E f f= ⇔ = +.  
  . أثبت تكافؤ الشروط الأربعة السابقة.2منتهٍ  Eنفترض أن بعُد  3.
  الحـل
.1 ( 2kerلنفترض أنّ  ⇒( kerf f= ًولنتأمّل عنصرا ،x  منker Imf f∩  عندئذ

)يكون لدينا، من جهة أولى  ) 0f x )يحُقّق  Eفي  zويوجد عنصرٌ  = )x f z=،  ولكن
)2من ذلك أنّ  نستنتج ) ( ) 0f z f x= 2kerتمي إلى ين zإذن  = f ْض، واستناداً إلى الفر، 

kerهو ينتمي إلى  f وعليه يكون .( ) 0x f z= . ونكون بذلك قد أثبتنا أنّ =
ker Im {0}f f∩ =.  

( kerوبالعكس، لنفترض أنّ  ⇐( Im {0}f f∩ 2ker. إنّ الاحتواء = kerf f⊂ 
2kerعنصراً من  xليكن  صحيحٌ وضوحاً. f عندئذ يكون .( ) ker Imf x f f∈ وهذا  ∩

)يقتضي، استناداً إلى الفرْض، أنّ  ) 0f x kerينتمي إلى  xأي إنّ  = f.  

.2 ( 2Imلنفترض أنّ  ⇒( Imf f= ًولنتأمّل عنصرا ،x  منE اء من انتم عندئذ نستنتج
( )f x  2إلىIm f  أنهّ يوجدz  فيE  2يحُقّق( ) ( )f z f x= 1. فإذا وضعنا ( )x f z= 

2و ( )x x f z= Imعنصراً من  1xكان   − f 2، وكانx  عنصراً منker f وأخيراً كان ،
1 2x x x= ker. إذن أثبتنا أنّ + ImE f f= +.  

( kerوبالعكس، لنفترض أنّ  ⇐( ImE f f= 2Imإنّ الاحتواء .+ Imf f⊂  ٌصحيح
Imعنصراً من  xوضوحاً. ليكن إذن  f عندئذ يوجد .z  فيE  يحُقّق( )x f z= استناداً إلى .
2يحُققان  2zو 1zعنصرين  Eالفرْض، نجد في  1( )z z f z= 2 حيث + kerz f∈ .
2وعندها يكون 

1( )x f z= أي يكون ،x  2عنصراً منIm f ّفنكون قد أثبتنا أن .
2Im Imf f=.  

                                            

 .ة البُعدببحث الفضاءات الشعاعيّة المنتهييتطلّب هذا السؤال بعض الدراية  2
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2kerمنته. لدينا بوجه عام  Eلنفترض أنّ بعُد الفضاء  3. kerf f⊂ 2وIm Imf f⊂ 
  إذن 

2 2

2 2

ker ker dimker dimker

Im Im dim Im dim Im

f f f f

f f f f

= ⇔ =

= ⇔ =
  

  تفيدنا المساواتان وعندئذ
dimker dim dim Imf E f= −   

2  و 2dimker dim dim Imf E f= −  
  في إثبات صحّة التكافؤ

2dimker dimker dim Im dim Imf f f f= ⇔ =  
  تهياً يكونمن Eفنكون بذلك قد أثبتنا أنهّ عندما يكون بعُد الفضاء 

2 2ker ker Im Imf f f f= ⇔ =  
  ú  يثُبت تكافؤ الخواص الأربع المدروسة في هذه الحالة. وهذا

:2يبين التطبيق الخطّي  .ملاحظة � [ ] [ ],f X X P X P ′→K K أنّ شرط البُعد المنتهي  ֏
  اضروري لتكافؤ الخواص الأربع السابقة. فهنا لدين Eعلى 

{ }ker : deg 0f P P= }و      ≥ }2Im : |f P X P=  
kerفاموع  Imf f+ .مباشر دون أن يكون هذان الفضاءان متتامّين  

J ليكن  15. التمرين E  فضاءً شعاعياً على حقلK  ز لا يساويليكن2عدده الممي . F  ًفضاء
) تطبيقاً خطياً من u. وليكن Eولا يساوي  Eشعاعياً جزئياً من  )EL قلشرط:ا يحُق  

\ , , ( )x xx E F u x xλ λ∀ ∈ ∃ ∈ = ⋅K  
Eu يحُقّق Kفي  λأثبت أنه يوجد عدد    Iλ=.  

  الحـل
E\عنصرين من  yو xليكن  F.ولنناقش حالتين .  

) إذا كانت الجملة  , )x y وجدنا عددين خطياً  مرتبطة ،α وβ  غير معدومين معاً يحُقّقان 

0x yα β+ =  
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0xكان   لـمّاولكن،  0yو ≠ 0αاستنتجنا أنّ  ≠ 0βو ≠ . ومن ثمَّ يوجد ≠
xيحُقّق  γعددٌ غير معدوم  yγ=.  ونستنتج من المساواة( ) ( )u x u yγ=  ّأن  

x y y
x y xλ γλ λ= =  

ومن ثمَّ 
x y
λ λ=  ّ0لأنx ≠. 


)لنفترض إذن أنّ   , )x y يوجد  جملة حرةّ. عندئذt  في∗K  يحُقّقx ty F+ ∉ ،
)ستنتج من المساواة نذ وعندئ ) ( ) ( )u x ty u x u ty+ =  أنّ  +

( ) ( ) 0
x ty x x ty y

x t yλ λ λ λ+ +− + − =  
)ولأنّ الجملة    , )x y  ّجملة حرةّ، نستنتج أن

x x ty y
λ λ λ+= =.  

  
E\عنصراً ما من  aإذن ليكن  Fنضع ، ولaλ λ= ّفنكون قد أثبتنا فيما سبق أن ،  

\ , xx E F λ λ∀ ∈ =  
  أو

\ , ( )x E F u x xλ∀ ∈ =  
aو a. عندئذ ينتمي العنصران Fمن  zلنتأمّل عنصراً  z+  إلى\E F َّومن ثم ،  

( ) ( ) ( ) ( )u z u a z u a a z a zλ λ λ= + − = + − =  
  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 

, ( )x E u x xλ∀ ∈ =  
Euأو  Iλ=.  ú  

)من  uلقد أثبتنا بوجه خاصّ أنهّ إذا حقّق تطبيقٌ خطّي  :ملاحظة � )EL الخاصّة  
, ( )x E u x x∀ ∈ ∈ K  

Euيحُقّق  Kفي  λوُجِدَ  Iλ=.  
  
J ليكن  16. التمرين ( , )E C= ℝ ℝ ع الحقيقيّة المستمرةّ على التواب فضاءℝ . نعرّف علىE 

:التطبيق  E Eϕ )بالعلاقة  → )f gϕ  حيث =
0

( ) ( )d
x

g x tf t t= أثبت  .∫
  متبايناً أو غامراً ؟ ϕ يكونأَ  :خطّي. وبينϕ  أنّ 
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  الحـل
 بسيط نتركه للقارئ. اً أمرٌ خطيّتطبيقاً  ϕإنّ التيقن من كون التطبيق  �

Â  ليكنf  عنصراً منkerϕ عندئذ يكون لدينا 

0

, ( )d 0

x

x tf t t∀ ∈ =∫ℝ  

,وباشتقاق طرفي هذه المساواة نستنتج أنّ  � ( ) 0x xf x∀ ∈ =ℝومن ثمَّ يكون ،  
, ( ) 0x f x∗∀ ∈ =ℝ  

0fنستنتج أنّ  fوبالاستفادة من استمرار  � ker، أي إنّ = {0}ϕ  ϕ والتطبيق =
 متباينٌ.

Â  إنّ التطبيقϕ  ّ1غير غامر لأنIm ( , )Cϕ ⊂ ℝ ℝ ، 1حيث( , )C ℝ ℝ  هو فضاء
  ℝ.  ú على 1Cالصف  لىإالتوابع التي تنتمي 

J ليكن 17. تمرينال ( , )E C∞= ℝ ℝ ائياًّ  فضاءالتوابع الحقيقيّة التي تقبل الاشتقاق عدداً لا
: التطبيق Eنعرّف على  .ℝ من المرات على E Eϕ   : أتيكما ي  →

( )f gϕ )   حيث   = ) ( ) 2 ( )g x f x xf x′= −  
kerوعين  خطّي. ϕأثبت أنّ  nϕ  في حالةn  من∗ℕ.  

  الحـل
)نلاحظ أنهّ بالإمكان صياغة عبارة  )g fϕ=  : كما يلي 

( )2 2d
( )( ) ( ) 2 ( ) ( )

d
x xf x f x xf x e e f x

x
ϕ −′= − =  

  :الآتيتينبالصيغتين  Dو Tين فإذا عرفّنا التطبيقين الخطيّ
2

: , ( ) : ( )( ) ( )

: ,

xT E E f T f T f x e f x

D E E f f

→ =
′→

֏

֏
  

1Tكان  D Tϕ −= � )، وهذا يثُبتُ من جهة أولى أنّ � )Eϕ ∈ L أنّ من جهة ثانية ، و  
1n nT D Tϕ −= � �  

kerوعليه  nf ϕ∈ إذا وفقط إذا كانker nf D∈أي إذا كان  ؛f  تابعاً كثير الحدود من
1nالدرجة   ú  ر.على الأكث −
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J 3نتأمّل في  18. التمرينℝ  (1,2,3)الشعاعينu v(3,2,1)و = الشرط اللازم  دْ . جِ =
) حتىّ ينتمي الشعاع zو yو xوالكافي على  , , )x y z إلى vect( , )u v.  

  الحـل

) لنضع بالتعريف , , )w x y z=عندئذ .  

( )

2

2

vect( , ) ( , ) ,

( , ) , 3 ,2 2 , 3

w u v w u v

w

α β α β

α β α β α β α β

∈ ⇔ ∃ ∈ = +

⇔ ∃ ∈ = + + +

ℝ

ℝ
  

  ولكن 
3

2 2

2

3 2

x

y

z

α β

α β

α β

= +

= +
= +

  

  يُكافئ
3

2 4

3 8

x

y x

z x

α β

β

β

= +

− = −
− = −

  

  وهذا بدوره يُكافئ
3 2

4
2

4
2 0

y x

x y

z y x

α

β

−
=

−
=

− + =

  

)فإذا وُجِد  , )α β  ق الشرطيحُقw u vα β= 2xوجب أن يكون  + z y+ = .  
3وبالعكس، إذا تحقّق هذا الشرط عرفّنا  2

4

y x
α

2و =−

4

x y
β

wصبح ف =− u vα β= + .
  وعليه

( , , ) vect( , ) 2x y z u v x z y∈ ⇔ + =  
  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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J ليكن 19. التمرين [ ]E X= ℝ كثيرات الحدود الحقيقيّة. نعرّف  فضاء  

{ }1 1

0 0
: ( )d ( )d 0F P E P t t tP t t= ∈ = =∫ ∫  

يحُقّق  Eمن  Gوعين فضاءً جزئياًّ  Eضاء شعاعي جزئي من ف Fأثبت أنّ 
E F G= ⊕.  

  الحـل

 للقارئ نظراً إلى سهولته. فضاءً جزئيّاً  Fنترك إثبات كون  


]1ليكن   ]G X= ℝأي فضاء كثيرات الحدود الحقيقيّة من الدرجة الأولى على الأكثر.  ؛
 ولنثبت أنّ 

E F G= ⊕  
Fكثير حدود من   Pليكن  � G∩ عندئذ يكُتب ،P  بالشكلaX b+وهو يحُقّق ،  

1 1

0 0
( )d ( )d 0P t t tP t t= =∫ ∫  

0أي 
2 3 2

a a b
b+ = +   وهذا يُكافئ =

2 0

2 3 0

a b

a b

 + = + =
  

0aوبالحلّ المشترك نجد أنّ  b= 0P، أي = F{0}. فنكون قد أثبتنا أنّ = G∩ =.  
كثير الحدود   يجعلان bو a حقيقيين . ولنبحث عن عددينEمن  Pلنتأمّل كثير حدود  �

( )P X aX b−   فإذا افترضنا وجود هذين العددين كان  .Fعنصراً من  −
1 1

0 0
( ( ) )d ( ( ) )d 0P t at b t t P t at b t− − = − − =∫ ∫  

  وهذا يُكافئ الجملة
1

0
( )d

2

a
b P t t+ = 1و    ∫

0
( )d

3 2

a b
tP t t+ = ∫  

  التي تُكافئ بدورها
1

0
6 (2 1) ( )da t P t t= 1و      ∫−

0
2 (2 3 ) ( )db t P t t= −∫  

  وجوده.  وهذا يثبت وحدانيّة الحلّ في حال
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  وعرفّنا كثيري الحدود : Eعنصراً من  Pوبالعكس، إذا كان 
1 1

0 0
( ) 6 (2 1) ( )d 2 (2 3 ) ( )d

( ) ( ) ( )

R X t P t t X t P t t

Q X P X R X

 = − + −  
= −

∫ ∫  

Pكان  Q R= Q حيث + F∈ وR G∈ ّوهذا ما يثبتُ أن .E F G= ⊕.  ú  

J ليكن 20. التمرين E  ًشعاعيّاً على حقلٍ  فضاءK ولتكن ،( )i i Ie جماعةً من عناصر  ∋
\{0}Eطّي . نفترض أنهّ يوجد تطبيق خu  من( )EL  وجماعة( )i i Iλ من عناصر  ∋
K  قتحُق, ( )i i ii I u e eλ∀ ∈ ii، وأنّ التطبيق = λ֏  متباينٌ. أثبت أنّ الجماعة

( )i i Ie  جماعة حرةّ. ∋

  الحـل
)لنتأمّل جماعة شبه معدومة  )i i Iα )من  ∋ )IK ّ0، ولنفترض أنi i

i I

eα
∈

 u. عندئذ بتطبيق ∑=

  ساواة نستنتج أنهّمن المراّت على طرفي هذه الم kعدداً 
, 0k

i i i
i I

k eα λ
∈

∀ ∈ =∑ℕ  

فإذا كان 
0

( ) k
k

k

P X a X
≥

= ]كثير حدود ما من   ∑ ]XK  ّاستنتجنا مما سبق أن  

0 0

( ) 0k k
i i i i k i i k i i i

i I i I k k i I

P e a e a eα λ α λ α λ
∈ ∈ ≥ ≥ ∈

      = = =       
∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

  أي
  [ ], ( ) 0i i i

i I

P X P eα λ
∈

∀ ∈ =∑K  ( )∗  

)ماعة فإذا افترضنا أنّ الج )i i Iα }غير معدومة كانت اموعة  ∋ }: 0iJ i I α= ∈ ≠ 
  ونعرّف كثير الحدود Jمن  kمجموعة منتهية وغير خالية. وفي هذه الحالة نختار 

{ }\

( ) k

j J k j k

X
P X

λ

λ λ∈

−
=

−∏  

1iمع الاصطلاح 
i
z

∈∅
∏ = .  
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)عندئذ نستنتج من  0kأنّ  ∗( keα 0ke، ولأنّ = 0kα، وجب أن يكون ≠ = 
)إذن لا بدُّ أن تكون الجماعة  .Jإلى  kوهذا يناقض انتماء  )i i Iα معدومة، وهذا يثبت  ∋

)أنّ الجماعة  )i i Ie   ú  جماعة حرةّ. ∋
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