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Solutions de la série N° 1

Exercice 1 1. Pour la topologie discréte, c’est a dire T = P(X), il est clair que tout sous
ensemble est un ouvert, par ailleurs est une complémentataire d’un sous ensemble de P(X). Donc
toute partie est ouvete et fermée en méme temps. SIAC X, A=A= A.

2. Pour la topologie grossiere, T = {X,0} qui contient deux élément, qui sont fermés et ouvert en
meéme. teps.
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Exercice 2 1. d(x,A) ;ggd(x,z) < ;g‘ [d(z,y) +d(y, 2)]

= d(z,y) + inf d(y, z) = d(z.y) +d(y, 4),

ce qui tmplique

Changeons le role de x et y, on arrive a
2. La fonction f:(X,d) — (Ry,|.|), definie par f(x) = d(x, A) vérifie

[f(x) = f(y)| = ld(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).

Donc elle est continue.

v € A<= B(zx,e) N A # 0, pour toute > 0
— Jye Ad(z,y) <e
inf d =0
< Inf d(z,y)
< d(z,A) =0.
Exercice 3 1. Il suffit de prendre m = n + 1 dans la définition suivante :
e >0,3ng € N,Vn,m > ng, d(zn, xn) < &,
ce qui implique d(z,,x,v1) — 0. Pour la réciproque, il suffit de remarquer le contre exemple
suwant : la suite x, =In(n) (n > 1) dans (R, |.|) vérifie

lim |In(n+ 1) —In(n)| = lim |In( o

n—00 n—o0 n -+ 1

)l =0,

mais la suite (x,) n’est pas da Cauchy.



2. On montre par une seule implication, car l'autre est clair, en effet utilisant ’absurde supposons
() n'est pas de Cauchy, alors

de > 0,Vk € N,In,m > k,d(x,, x,) > ¢,

alors
e < d(xp, ty) < d(xn, ) + d(zg, T).

Si d(xp,, x) = max{d(z,, x), d(zx, )}, alors pour tout k >0, on a

/

e = - <d(zp,xy).

DO ™

On wva construire une sous suite de (x,), soit ng = min{n > 0,d(z,,x¢) > €'} et pour tout
k > 1, soit ngy = min{n > ng_1,d(x,, x,,_,) > €'}. Donc (x,,) est une sous-suite de (x,) vérifie
d(Zn,,, Tn,,,) > €, ce qui contradicte I’hypothese.

Si d(xy,, x) = max{d(zn, x),d(zx, )}, en changeant le role de n et m.

3. Soit ng € N, pour tout n,m > ng, on a

i=m—1 oo
d(Tn, Trn) < Z d(xi, wig1) < Zd(%,xz‘ﬂ) < o9,
i=n =0

donc d(zp, xpy) — 0.
Exercice 4 1. Il est clair.
2. Puisque X =|0,00[ n'est pas fermé, alors n’est pas complet.
3. Soit (x,) une suite de Cauchy dans X, alors on
Ve > 0,3ny € N,Vn,m > ng; | In(n) — In(m)| < e,

alors la suite (y,) definie par y, = In(z,) est de Cauchy dans R muni de la distance usuelle, donc
elle est convergente vers | € R qui vérifie

Ve > 0,3ng € N,Vn,m > no; |y, — | < e,

c’est a dire

|In(n) — In(e")| < e.

Par conséquent, (x,,) converge vers e'.

Exercice 5 1. Soit (x,) une suite de Cauchy, alors
Ve > 0,3y € N,Vn,m > ng; |23 — 23 | < e,

ce qui implique la suite y, = 22 est de Cauchy dans R, donc elle converge vers un réel I, et comme
Vapplication f(z) = x® est surjective, alors (z,) est convergente vers v/l. Par conséquent (R, d)
est complet.

2. Il n’est pas complet.



3. 1l est complet.
Exercice 6 1. On va montrer premiérement que d(x,,x,+1) — 0, en effet on a
d(xpi1, Ty) = d(T"xg, T"x0) < and(T'xo, x9) — 0,
car o, — 0. Soit ng € N, pour tout n > m > ng,onad(Ty, Tpm) < d(Tp, Tpy1) + oo + d(@Tp—1, T <
i=0

m—1 m—1 00
Zd(azi,xiﬂ) = Zd(Tiazo,Ti(Txo) < d(xi,Txi)Zai — 0.Donc(xy,) est Cauchienne. Puisque

X est complet, (:E,J est convergente vers v € X.

2. L’étape suivante est de prouver que x est un pointv fixe pour T, alors on a
d(xpi1, Tz) = d(T(T"xo), Tx) < cyd(T"z0, x)

S Oéld(l'n, l’),

en passant a la limite on obtient,
d(x,Tz) < limp_ood(xy, ) =0,

par conséquent, Tx = x.
Pour l'unicité, supposons qu’il existe deux point fize x et x*, on a

d(z,z*) =d(T"z, T"z") < apd(z,z"),

en passant a la limite, on obtient d(z,xz*) = 0, ce qui implique x est unique.



