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Solutions de la série d’exercices N° 3

Exercice 1

1. Soit fu(t) = (1+ £)", on définit une fonction g : x +— In(1+x) — £, g est dérivable et g'(x) =
o+ m > 0, donc g est croissante et g(0) = 0, alors pour tout x > 0, on a g(x) > 0. Par

conséquent,
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2. Pour tout s > 1 soit h(s) = sIn(1+1), alors on a h'(s) = In(1+1)— = > 0, donc h est croissante.

8. On sait que lim,_o(1 4+ £)" = €' et puisque (fu(t)) est convergente uniformément vers t', alors

on a ) !
t
lim [ (14 —)"dt = / eldt = e — 1.
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Exercice 2

1. On a f,(t) = % — el et

t(et —e™)
m+Dn+i+1)

fn+1(t) - fn(t) -

> 0,

donc (f,) est croissante.

2. La suite g,(t) = (t* + 1) f,(t) conferge simplement sur [0,00[ vers (t* + 1)e'. Donc d’apres le
théoréme de Dini la suite (gn) est convergente uniformément et on a

1

1
lim [ (4 1)f.(t)dt = / (t* + 1)e'dt = 2e — 3.
0
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Exercice 3

1. En utilisanr le théoréeme d’acroissements finis sur [x,y] pour tout x,y € [a,b], alors on a

[f(z) = f(y)]

<K
[z — |

— Y

ce qui donne
[f(z) = f(y)l < K|z —yl.

Donc la famille { f,,,n > 0} est équicontinue, alors (f,) converge uniformément vers f.



2. La suite (f,) converge simplement vers t surt sur [—M,+M] et on a
2

(t+n)?
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Soit ng > M, alors pour tout n > ng et t €] — M, M|, on a

(1f_)=ﬁg&f() e,

falt) <

donc (f,) est convergente uniformément.

Exercice 4
Supposons H ={f, f € C(X,Y)} une famille équicontinue et X est compact.
Soient e > 0 et f € H, alors pour tout x € X il existe (x,e) > 0 tel que

d(z,2") < 0ge = d(f(2), f(2)) <&,

pour tout ¥’ € X et f € H, puisque X est compact il existe r > 0 tel que pour toute boule de rayon r
contenue dans au moins B(x, ;).
Soient x,z € X, , alors il existe a € X tel que x,z € B(a,d4c), d’ot pour tout f € H, on a

A(f (@), f(2)) < & et d(f(a), f(2)) < %, ce qui impligue d(f(z), 1(2)) < <.
De plus, pour tout € > 0 il existe r > 0 tel que pour tout x,z € X et d(x,z) < r implique d(f(x), f(2)) <

g, pour tout f € H. Par conséquent, H est uniformément équicontinue.

Exercice 5

1. OnaH={K(f),f € B}, ou K(f f G(t,s)f(s)ds. Posons B ={f € C([a,b]),||f|| < M}.
Soient ty,ty € [a,b], alors

K f(h) — K f(t2)] < / F)I(C(tr, 5) — Gt 5)|ds

b
<M / Gltr, ) — Glta, 5)|ds.
0

Puisque G est continue sur un compact, alors elle est uniformément continue, donc pour t; — ty
et s1 — S, on a |G(t1,s1) — G(ta, $2)| < e.Parconsquent, |K f(t1) — K f(t2)| = 0. C’est a dire H
est uniformément continue.



