Crl VI Analyse dirnznsionnelle
& Sirnilitudes
- Introduction

Quand le systéme étudié est trop complexe pour permettre une
résolution complete des equations fondamentales, ou bien lorsque son
comportement est chaotique, I'analyse dimensionnelle donne accés de
fagon simple a des relations entre les differentes grandeurs
caractérisant ce systéme.

Le regroupement de ces différentes grandeurs en des nombres sans
dimension permettra par ailleurs d’etablir des similitudes entre les
comportements de systémes semblables mais différents
(prototype/maquette).

Prenons |'exemple de la détermination des pertes de charge réguliéres
dans une conduite cylindrigue :

Les différentes grandeurs gui interviennent sont :

—t |a perte de charge par unité de longueur,

D lediamétre de la conduite,

£ larugosité dela conduite,

v lavitesse moyenne de I'écoulement (ou le débit),
Lt laviscosite du fluide,

£ lamasse volumique du fluide.

Par conseéquent, il existe une relation entre ces différentes grandeurs :

AP,
—~=f(D,&,v,u,p)
L
La fonction f peut s’avérer difficile a trouver ; I'analyse dimensionnelle
va alors nous permettre d’‘établir une relation plus simple entre un
nombre moins important de grandeurs sans dimension.

Une méthode systématique va permettre de trouver 3 nombres sans
dimensions :

H1=ﬁ—02=2, m, - 2P _Re M=% -
L pv u D
On pourra ainsi établir : I, = ®(I1,,115)
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L'analyse dimensionnelle permet ainsi de voir
que la perte de charge reguliére est fonction
uniguement du nombre de Reynolds et de la
rugosité relative de la conduite.

Voyons maintenant une description détaillée de la méthode...
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Afin d'illustrer cet énoncé, reprenons |'exemple d'introduction :

Nous avions k=6 variables (A_P*,D, g,V, L, p), Qui nécessitent un

minimum de =3 dimensions (M,L,T).
[%}:MLQTQ [D]=L [e]=L [v]=LT* [u]=ML*T* [p]=ML?

Par consequent, |'equation reliant les 6 variables peut étre ramenée
a une equation reliant k-r = 3 produits sans dimension :

m=220 _; [, -2P _pe
L pv? 7
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Le théoréme I de Buckingham, permet donc le passage :

AR

i IT; = (I, I13)
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Afin d'appliquer ce théoréme, il convient d’utiliser une méthode
systématique (la recette de cuisine) :

= 'F(Dr &V, u, P)

(1) Fairela liste des variables du probleme = k

@ Ecrire I'équation aux dimensions de chacune des k variables.

(3 Déterminerr, et donc k-r = le nombre de produits sans dimension
caractérisant le probléme.

@ Parmiles k variables, en choisir un nombre r, qui soientdimensionnellement
indépendantes =r variables primaires.

(B Formerles k-r produits TI en combinant les k-r variables non primaires
avec les r primaires de facon & obtenir des grandeurs sans dimension.

® Formulerla relation entre les k-r produits II trouvés.

A titre d’illustration, appliqguons la methode a un exemple concret :

On appelle force de trainee, la force D exercée par un ecoulement
sur un objet, dans la direction paralléle a I’écoulement. Nous allons
étudier le cas d'une plague plane rectangulaire.

(@ les variables du probléme sont :
DALV, up =k=6

: force de trainée

: hauteurdela plaque

: largeur de la plaque

: vitesse moyenne de I'écoulement
: viscosite du fluide

: masse volumique du fluide
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® D!hrLrvrﬂrP = k=6

@ Equations aux dimensions :

[D] = MLT? [v]=LT™ M,LT
[A]=L [4] =ML*T™ U
[L]1=L [2]=ML? r=23

(® Nombre de produits IIsans dimension: (k-r)=6-3=3

@) Choix der = 3 variables primaires dimensionnellement

indépendantes :
parexemple h, petv

(remarque : on ne peut pas choisir a la fois h et L)
I = D hﬁ1pﬂ1v}f1
IL, = L h* pﬂzv}/z
I, = u h“spﬁsv?s

® Formation des 3 produitsIT:

par cambinaison des variables
primaires et non primaires.

o, =D h“lpﬁlvn
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MOLOTO = MILIT 2 Lﬁl(MlL-B )ﬁl(LlT—l):rl _ M1+ﬁ1L{l+a1—3ﬁl+;r1) T-z-;fl
0=1+ 4 B, =-1
0=-2- =2

I, = L h@ pPeyr
MDLDTD — Ll [ &2 (MlL-B)ﬁg (LlT—l);rz _ Mﬁg|_{1+&:g—3ﬁg+;r2} T72
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® Formuleria relation entre les 3 produits TI trouveés :

D= f(hf Lfvf,ﬂf ,0) = Hl = (I)(HszB)

D L U
avec I, =— I == I, = —
L pvR? 2 h ° pvh
soit
nature de l'écoulement

facteur de forme

Illustration de l'interét de la méthode :

Si D, est |la trainée mesurée sur une plague de dimensions Ly x b,
guand elle est soumise a un écoulement de vitesse v,, alors :

D A
th (I)(Ll/rﬁflere ) ou Rel = p":ihl

L'analyse dimensionnelle par le théoréme de Buckingharm permet

d’en déduire que pour une plaque de dimensions [, x h, telles que :

L Qmﬂ—m@—

similitude Fa cteur similitude
de forme Schelle hydrodynamique

etdonc (L, /h, ,1/Re;) = (L, /h, ,1/Re;)

D D vihi
= L = 2 =D, = D, =
e =B

158
=

- CoefTicients sans dirnansion usuzls

Outre le nombre de Reynolds (pour le caractére turbulent ou
laminaire d'un écoulement), il existe un certain nombre de grandeurs
sans dimension qui peuvent caractériser la nature d’un écoulement :

V.L rs "
NombredeReyinolds = Lk ) jesices d n.qertn? .
J7i forces de viscosite

% importance genérale pour tout type d"écoulement.

v . )
Noembre de Froude e — - forces d'inertie

JoL

ance pour les ecoulements a surface libre.

forces de gravité

Remarque : c'est la pesanteur qui est responsable de la forme dela
surface libre : plus Fr est grand, moins la surfacelibre a d'effets sur

I'écoulement, etinversement.

Ap = forces de pression
pv? forces d’inertie

% importance s'il existe de grandes différences de
pression au sein de |"écoulement.

forces d’inertie

Nombre deMach —
forces de compressibilite

% importance pour les écoulements de fluides
compressibles.
Remarque: C = 1/,/ Py estla vitesse du son.

forces d’inertie locales
4 forces d’inertie convectives

Nombrede Strouhal

% importance pour les écoulements non stationnaires.
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} - Sirnilitude dans les quations différantizlles

Avant de procéder a l'analyse compléte d'un écoulement, il convient
teut d'abord de poserles hypothéses simplificatrices adequates.
L'évaluation des différents coefficients sans dimension relatifs a
I"écoulement (Reynolds, Froude...) va en effet permettre de simplifier
les equations a résoudre.

Voyons ce qu'il advient de la composante verticale (suivant z) de
I"équation de Navier-Stokes :

ew W  w aw)  ép w  Fw &w)
pl—+Fd—FV—F+W—|=—-——+u 2+ 2+ I—pg
et ex ey €z ) cz éxs ey ez* )

Introduisons des variables sans dimension :

{ux -uv [Xx =it P =pP/Po ouL, V, py, rsontdes

v =viV y =y{L . grandeurs caractéristiques
1wx - wV 122 —z/L t =t/r du systeme etudie.

Par extension, on a :

(6 1 ¢ & 1 &

e T AL o2 | J2 a2

éx Leox & L” ax

6 _10 o 1 & o _12o

8y Lay 8y -2 sy 2 gt réF

& 1 C 2 i 62

6z Léz 622 2oz 2

On obtient alors :
ew  éw  Ew ew)  é&p &w  w  ow)
pl—+U—+V _—+W— |=——"+ s+ —=+—= |- pg
et ax ey 6z ) éz ax ey cz* )

pVew  pVi[ =ow  =ew  =éw
i+ u =+ V - =

T &t L ex ey &z )

poép  uV(é&w &w éw |_ »g
= = = = = |—P
Lezw IPlex? ey? ez?)

Vew  pVZ( -ow  -ow -ow’)
T+ u =+ V - =
r ot L ex 8y éz
pyép  uV(&w +62w +62w \1; g
= - —F —_— = = = —p
Lezm LPlex? ey ? &z?)
2
Divisons toute |'expression par &:
L
W =BW = EW =W
—+Uu =+ V =+ W =
et ex ey éz
. Az a2 a2 \I
_ cp aw’ W W
) 2 ez~ j
ol L \
St=—=—
"4 Vr Eu = 2 = 2
,0"./ pV Re = "4
# -
Jg:'_

On peut alors écrire :

= = =
= OW = W
= = U = -V =+ W =

= oW

ot ax ey 8z
S
__FyP_ cp 1 {a W

&z Re

Ce qui peut s'interpréter comme suit :

si St est trés faible : on peut négliger la dérivée instantanée et
I"écoulement pourra &tre considéré stationnaire.

si Eu est trés faible : on peut négliger le gradient de pression.

si Re est trés grand : on peut negliger la viscosite du fluide et
I"assimilé a un fluide parfait.

si Frest trés grand : on peut négliger les effets de la pesanteur.




- Application aux racquettes

L'analyse dimensionnelle, grace notamment au théoréme de
Buckingham, permet de résumer le comportement d'un systéme a
une relation entre un nombre restreint de grandeurs sans dimension.

II, = (D(Hzrnar"'rnk—r)

Pour des systémes complexes |la détermination de la fonction @ n "est
accessible gue par mesures expérimentales. Ainsi, lors de la mise
au point d’un prototype, il est économiquement et pratiquement plus
pertinent de procéder a ces mesures sur un modeéle réduit : |a
maquette.

Il faut alors pouvoir transposer les résultats obtenus sur la maquette
a ceux que |'on obtiendra sur le prototype :

On s'arrange donc pour respecter le maximum de similitudes entre la
maquette et le prototype.

A titre d'illustration, reprenons |'exemple de la force de trainée
exercée par un ecoulement surune plague plane :

maquette prototype
_ b _ fi _ Hm b o i ‘Lp M
o vih? h., p.v. h_ P, Vil .-‘T ppv h

m

On commence alors par se fixer un facteur d'échelle : i_ =a =1/25

On respecte ensuite le facteur de forme : i

Sion utilise le méme fluide,ona : 2, =p, et u, =4,

Et par conséquent, respecter la similitude de Reynolds revient a :
h

Vil =V h, = v _=v, h—p =V, ja
Dans ces conditions : D, _ ."_'J'p v, “12 hp \Iz
2pz = 2h? = D, =|—"—||~1|D0,
pmvm m ppvp =] VITI rn/'

"2 "2
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Ce résultat, specifique au probleme étudié, montre que par un choix
approprié de la vitesse, la mesure expérimentale de |a trainée sur une
maquette géométriguement semblable donne directement la trainée a
laquelle on doit s'attendre sur le prototype.

En pratique, tout n’est pas si simple, dans la mesure ou I'on ne peut
souvent pas respecter simultanément toutes les similitudes.




