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  4السلسلة رقم 

 التمرين الأول :

  𝑘ثابت مرونته ( مترابطين بواسطة نابض 𝑙والطول  𝑚نعتبر نواسين متماثلين )نفس الكتلة 
 . 1كما هو موضح في الشكل 

 أوجد عبارة لاغرانج لهذه الجملة من اجل الازاحات الصغيرة, و ذلك باعتبار -1
𝜃1وضع التوازن عند   = 𝜃2 = 0 

 استنتج معادلتي الحركة.  -2
   أوجد الأنماط الطبيعية الاساسية للحركة ومثلها. -3

 التمرين الثاني :

 𝑀بالكتلة  𝑚المقابل بحيث يتعلق نواس ذو الكتلة  2نعتبر الجملة في الشكل 
 ويمكنه الحركة 

 بطريقة حرة ، باعتبار الاهتزازات صغيرة فــ:
 .𝑇 أوجد الطاقة الحركية  -1
 .𝑈الكامنة أوجد الطاقة  -2
 ثم المعادلات التفاضلية للحركة. 𝐿أوجد دالة لاغرانج  -3
𝑘اذا علمت أن   -4 = 𝑚𝑔/𝑙  و𝑀 = 2𝑚  .فأوجد التوترات الزاوية للحركة 
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 4حل السلسلة 

 التمرين الأول :

 دالة لاغرانج  .1

  𝜃2و  𝜃1ذو درجتي حرية و الاحداثيين المعممين هما النظام 

ℒ = 𝑇 − 𝑈 

𝑇 =
1

2
𝑚𝑙2�̇�1

2 +
1

2
𝑚𝑙2�̇�2

2 

𝑈 = 𝑚𝑔𝑙(1 − cos 𝜃1) + 𝑚𝑔𝑙(1 − cos 𝜃2) +
1

2
𝑘 (𝑙 sin 𝜃2 − 𝑙 sin 𝜃1)

2 

1 − cos 𝜃 ≈
𝜃2

2
    ,   sin 𝜃 ≈ 𝜃 

𝑈 = 𝑚𝑔𝑙 
𝜃1
2

2
+𝑚𝑔𝑙 

𝜃2
2

2
+
1

2
𝑘𝑙(𝜃2 − 𝜃1)
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ℒ =
1

2
𝑚𝑙2�̇�1

2 +
1

2
𝑚𝑙2�̇�2

2 −𝑚𝑔𝑙 
𝜃1
2

2
−𝑚𝑔𝑙 

𝜃2
2

2
−
1

2
𝑘𝑙(𝜃2 − 𝜃1)
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 المعادلات التفاضلية للحركة  .2

{
 
 

 
 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕ℒ

𝜕�̇�1
) −

𝜕ℒ

𝜕𝜃1
= 0

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕ℒ

𝜕�̇�2
) −

𝜕ℒ

𝜕𝜃2
= 0

 

 

{
𝑚𝑙2�̈�1 + (𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑙

2)𝜃1 − 𝑘𝑙
2𝜃2 = 0

𝑚𝑙2�̈�2 + (𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑙
2)𝜃2 − 𝑘𝑙

2𝜃1 = 0
 

 أنماط الحركة : .3
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{
𝜃1 = Θ1 cos(𝜔𝑡 + 𝜑)
𝜃2 = Θ2 cos(𝜔𝑡 + 𝜑)

   ⟹    {
�̈�1 = −𝜔

2𝜃1
�̈�2 = −𝜔

2𝜃2
 

{
−𝑚𝑙2𝜃1 + (𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑙

2)𝜃1 − 𝑘𝑙
2𝜃2 = 0

−𝑚𝑙2𝜃2 + (𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑙
2)𝜃2 − 𝑘𝑙

2𝜃1 = 0
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− 𝜔2)Θ1 −

𝑘

𝑚
Θ2 = 0

−
𝑘

𝑚
Θ1 + (

𝑔

𝑙
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𝑑𝑒𝑡الحل يكون في وضع :  = 0 
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{
𝜔1
2 =

𝑔

𝑙

𝜔2
2 =

𝑔

𝑙
+
2𝑘

𝑚

 

 النمط الأول : 

𝜔 = 𝜔1 ⟹ Θ1 = Θ2 
 الحركة على توافق 

 النمط الثاني :

𝜔 = 𝜔2 ⟹ Θ1 = − Θ2 
 الحركة على تعاكس 

 التمرين الثاني :

 الطاقة الحركة  .1

𝑇 = 𝑇𝑀 + 𝑇𝑚 

𝑇 =  
1

2
𝑀�̇�2 +

1

2
𝑚(�̇� + 𝑙�̇�)2 

 الطاقة الكامنة : .2

𝑈 = 𝑈𝑘 + 𝑈𝑚 

𝑈 =
1

2
𝑘𝑥2 +

1

2
𝑚𝑔𝑙 𝜃2 

 لاغرانج :دالة  .3

ℒ = 𝑇 − 𝑈 

ℒ =  
1

2
𝑀�̇�2 +

1

2
𝑚(�̇� + 𝑙�̇�)2 −

1

2
𝑘𝑥2 −

1

2
𝑚𝑔𝑙 𝜃2 
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{
 
 

 
 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕ℒ

𝜕�̇�
) −

𝜕ℒ

𝜕𝑥
= 0

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕ℒ

𝜕�̇�
) −

𝜕ℒ

𝜕𝜃
= 0

 

 

{
(𝑚 +𝑀)�̈� + 𝑚𝑙�̈� + 𝑘𝑥 = 0

𝑚𝑙2�̈� + 𝑚𝑙�̈� + 𝑚𝑔𝑙𝜃 = 0
 

 
𝑘 =

𝑚𝑔

𝑙
𝑀و   = 2𝑚 

 

{
𝑙�̈� + 3�̈� + +

𝑔

𝑙
𝑥 = 0

𝑙�̈� + 𝑔𝜃 + �̈�  = 0
 

 لدينا :

{
𝑥 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜑)
𝜃 = 𝜃0 cos(𝜔𝑡 + 𝜑)

 ⟹ {�̈� = −𝜔
2𝑥

�̈� = −𝜔2𝜃
 

 

{
−𝜔2𝑙𝜃0 + (

𝑔

𝑙
− 3𝜔2)𝐴 = 0

(𝑔 − 𝜔2𝑙)𝜃0 − 𝜔
2𝐴 = 0

 

det = |
−𝜔2𝑙 𝑔 − 𝜔2𝑙

𝑔 − 𝜔2𝑙 −𝜔2
| = 0 

2𝑙𝜔4 − 4𝑔𝜔2 +
𝑔2

𝑙
= 0 

{
𝜔1
2 = (2 + √2)

𝑔

𝑙

𝜔2
2 = (2 − √2)

𝑔

𝑙

 


