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Introduction S. Beloul

Introduction

Dans ce travail, on présente quelques éléments de la topologie, définitions,
concepts et théoremes. Ce travail s’adresse principalement aux étudiants de
premiéme année master en (mathématiques), ainsi qu’a toute personne s’inté-
ressant a la topologie. On décompose en quatres chapitre :

Dans le premier chapitre, ce polycopié on présente certaines notions et défini-
tions de base.

Le deuxieme chapitre est resérvé aux espaces compactes et leurs propriétés.
Pour le troisieme chapitre, on donne un apercu sur les espaces fonctions, cri-
teres de compacité dans des espaces de foctions.

Dans le dernier chapitre, on s’interesse aux quelques fondamentaux.



Chapitre 1

Espaces topologiques, espaces

métriques

1.1 Espaces topologiques

1.1.1 Définitions

Définition 1.1. Soit X un ensemble, une topologie sur X est un ensemble T

de parties de X qui vérifie les propriétés suivantes :
1. X, er.
2. Pour tout O; € T, l'intersection N;er € T, ou I est fini.

3. Pour tout O; € 7, le réunion Ujcy € T.

Exemple 1.1. 1. Soit X un ensemble quelconque, T = {0, X} est une

topologie sur X, elle dite la topologie grossiére (triviale).

2. Soit X un ensemble quelconque, T = P(X) est une topologie sur X, elle

dite la topologie discreéte.
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3. Soit X = {1,2}, alors les topologies sur X sont : T1 = {0, X}, To =
{®7 {1},X},7’3 = {®> {2}7X}7 T = {®7 {17 {2}7X}'

Les éléments de T sont dits des ouverts, et on appelle un fermé le complemen-

taire d’un ouvert.

Définition 1.2. Soient T; et Ty deux topologies, on dit que T; est moins fine
que Ty si Ty €Ty,

Exemple 1.2. Soit X un ensemble, la topologie discréte est plus fine topologie

peut étre définie sur X.

Définition 1.3. Soient (X,T) un espace topologique et B C T, B est dite
une base de la topologie T si pour tout ouvert non vide de T est un réunion

d’ouverts appartenant a B.

Définition 1.4. Soient (X,7T) un espace topologique et x € X, on dit qu’une

partie ¥V de X est un voisinage de x, s’il existe un ouvert O tel que x € O C V.

Exemple 1.3. R muni de la topologie usuelle, tout ensemble |z —e, x+e[U{y}

est un voisinage de x.

1.1.2 Adhérence, intérieur et frontiere d’une partie

Définition 1.5. Soient (X,7T) un espace topologique, x € X et A une prtie
de X.

1. On dit que x est ahérent a A si tout voisinage de x rencontre A, c’est d
dire
YO € Vr,0ON A # 0.

On note par A Uahhérence de A, c’est I'ensemble de points adhérent a

A.
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2. On dit que = est intérieur & A si A est un voisinage de x et on note A

lintérieur de A.

3. On dit que x est un point frontiicre a A si a la fois adhérent a A et a
X/A, c’est adire Fr(A) = AN X/A.

4. On dit que x est un point d’accumulation de A si tout voisinage de x

contient un point distinct de x, c’est a dire
vV e Va, (V/{z}) N A # 0.

5. On dit que x est un point isolé dans A s’il existe un voisinage V de x tel

que VN A= {z}.

Quelques propriétés

~

. L’adhérent de A est le plus petit fermé qui contient A.

NS

. L’intérieur de A est le plus grand ouvert inclus dans A.
3. Fr(A) = A\A.

4. x est un point isolé dans X si {x} est un ouvert.

&

. Si T est la topologie discréte, alors A’ = ()

Proposition 1.1. Soit A une patie d’'un e.t (X,T), on a :
/_/o\ J— [
X\A=X\4, X\A=X\A

Démonstration. Puisque A C A, alors X\A C X\A, comme X\A est un
— —
ouvert inclus dans X\ A . D’ou X\ A C X\ A.
/—/OR
Reciproquement, soit x € X\A, alors il exist un ouvert O, tel que x € O C
X\A4, ce qui implique O N A = (. Donc xnot € A, i.e., v € X\A.
— ——
On a A = X\X\A = X\(X\A4), donc d’apres la propriété précédente on
trouve X\A = X\(X\X). =
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Définition 1.6. Soient (X, T) un espace topologique et A C X .
1. On dit que A est dense dans X si A= X.

2. On dit que X est séparable s’il existe une partie dénombrable et dense.

1.1.3 La continuité dans des espaces topologiques

Définition 1.7. Soient (X, T),(Y,T’) des espace topologique, xo € X et f :
X — Y wune fonction.
1. On dit que f est continue en xy si pour tout voisinage V de f(xg) il

existe un voisinage U de x tel que f(U) C V.

2. On dit qu’une application continue f est un homoémorphisme de X sur

Y si f est bijective et f1.

Définition 1.8. Soient (X, T),(Y,T’) un espace topologique, et f : X CY
une fonction.

1. On dit que f est fermée si l'image de tout fermé de X est fermé dansY .

2. On dit que f est fermée si l'image de tout fermé de X est fermé dansY .

Proposition 1.2. Soient X,Y des espaces topologiques et f : X — Y une
application. Les propriété suivantes sont équivalentes.

(1) : f est une application ouverte.

/-’G‘\
(i1) : Pour toute partic A de X, on a f(A) C f(A).
Démonstration. Montrons l'implication (i) == (ii). Soit A une partie de X,
alors A est un ouvert de X et donc f(A) est un ouvert de Y contenu dans
—~ = /—/o\
f(A), dott f(A) C f(A). Donc on a f(U) = f(A). Par conséquent, f(A) est
un ouvert de Y.

Preuve de (ii) = (i). Soit U un ouvert de X, on a U —U7, d'ot f(U) = f(U)

—~ =
fU). Done on a f(U) = f(U). Par conséquent, f(U) est un ouvert de Y. =

8
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Proposition 1.3. Soient X,Y des espaces topologiques et f : X — Y wune
application. Les propriétés suivantes sont équrvalentes.

(1) : f est fermée.

(13) : Pour toute partie A de X, on a f(A) C f(A).

Démonstration. Montrons l'implication (i) — (ii). Soit A uno partie de X,
alors f(A) cst un fermé de Y et on a f(A) C f(A), d'ou f(A) C f(A).
Prcuve de (ii) = (i). Soit F un fermé de X, alors on a F' = F, d'out f(F) C
f(F) = f(F"). Donc on a f(F) = f(F). Par conséquent, f(F) est un fermé
deY. m

1.2 Espaces métriques

1.2.1 Définitions

Définition 1.9. Soit X un ensemble quelconque. On appelle distance sur E
toute fonction d : X x X — R qui vérifie les propriétés suivantes :

(1) d(z,z) =0,Vr € X et d(z,y) >0,Vo,y € X,z #y

(i) d(z,y) = d(y, x).

(1i1) Vx,y,z € X on ad(z,z) < d(z,y) + d(y, z).

Le couple (X,d) est dit un espace métrique.

Proposition 1.4. Soit (X,d) un espace métrique.

1. Pour tout z,y,z € X, on ald(z,z) — d(z,y)| < d(z,y).

2. Pour tout x1,%9, ..., Tp, Tpy1 € X, on a d(x1,Tpy1) < 20 d (2, 2i01).
Démonstration. D’apres les deuxieme et troisieme propriétés d’une métrique,
on a d(z,z) < d(z,y) +d(z,y) et d(z,y) < d(z,2) + d(z,y), dou d(z,z) —

9
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d(z,y) < d(z,y) et d(z,y) — d(x,z) < d(x,y) Par conséquent, on a |d(x,z) —
d(z,y)| < d(z,y). Posons I, : d(x1,Tpi1) < 20y d(x;,xi41). 1l est clair que I
est vraie. Posons que I,, est vraie, i.e. que l'on a d (21, x,11) < S0, d (24, Tiv1) -
Par I'inégalité trinngulaire, on a d(x1, py0) < d(x1, Tpy1) + d(Tpi1, Tnaa),
d’ou :
n n+1
d (21, Tpi2) < Zd (@i, Tig1) + A (Tns1, Tnya) = Z d (i, Tit1)
i=1 i=1
Whe I,,, est vraie. Par conséquent, [, est vraie pour tout n > 1. m
Définition 1.10. Soient (X,d) un espace métrique, a € X et r > 0.
1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r [’enserable :
B(a,r) ={zr € X;d(a,z) <r}
2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r ’ensemble :
B(a,r) = {o € X;d(a,z) < 1}

3. On appelle sphére de centre a et de rayon r [’ensemble :

S(a,r) ={z € X;d(a,z) =r}.

1.2.2 Distences équivalentes

Définition 1.11. Soit E un ensemble sur lequel sont définies deux distances
di et dy. dy et dy sont dites topologiquement équivalentes si elles définissent la

méme topologie, c’est a dire si elles définissent les mémes ouverts.

Proposition 1.5. Soient dy et dy deux distances sur X. On suppose qu’il existe

C1,Cy > 0 tels que
Cld1($7y) §d2<x7y) SCZdl(x7y)7 Va,y € X.
Alors dy et dy sont topologiquement équivalentes.

10
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Démonstration. Soient O un ouvert de (X,d;) et a € O. Alors Ir > 0 tel que
By (a,r) = {x € E :di(x,a) <r} C O. On pose r, = rCy Si dy(a,z) < 74,
alors dl(x,a)c%dQ(x,a) < & et donc di(v,a) < r. Dot z € O. Ainsi pour

r. =rCj on a
Ba, (a,7.) ={z € X : dy(x,a) <r.} CO.

Donc O est ouvert dans (X, dy) . Réciproquement en permutant les roles de d;
et dy il vient que si O est un ouvert de (X, dy) alors O est un ouvert de (X, d) .

Donc d; et dy sont topologiquement équivalentes.

1.2.3 Suites convergentes, suites de Cauchy

Définition 1.12. Soient (X,d) un espace métrique et (x,) une suite de X.

1. On dit que (z,) converge versl € X et on note x, — | ou lim, o x, =

si et seulement si Ve > 0,3n. > 1 tel que Yn > Ngors on a z, € B(l,€).

2. Une suite extraite (on dit aussii sous-suite ) de (x,) est de la forme

(m¢(n)) oul¢ : N — N est strictement croissante.

3. Une suite (x,) C X est dite de Cauchy sid (x,,, x,,) — 0 lorsque n,m —

o0o. Autrement dit si
Ve > 0,3ng € N tel que d (z,, ) < &,Yn,m > ng

Proposition 1.6. Soit (X, d) un espace métrique et (x,) C X. Si(x,) converge

vers I, alors toute sous-suite (azk(n)) de (x,) converge vers I.

Démonstration. Soit ¢ > 0 fixé. Alors In. > 1 tel que Yn > n. on a d (z,,1) <

e.Onal<Ek(l) <k?2)<--<k(n <k(m+1)... Par récurrence on a

11
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k(n) > n. Alors Vn > n. k(n) > n > n., donc d(xk(n),l) < €. On a donc

prouvé que Ty — . |
Proposition 1.7. Soit(X, d)unespacemérique.

(1) Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

(i7) Soit (z,) C X une suite de Cauchy admettant une suite extraite conver-

gente. Alors la suite (x,) C X est convergente.

(1i1) Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. (1) Si &, — x alors Ve > 0,3ny € N tel que d(z,,z) <

g,VYn,m > ng et donc
d(Tp, Tm) < d(zp,x) + d(xm, x) < 2e,Vn > ny.

(77) Soit (z,) C X une suite de Cauchy et (x¢(n)) une suite extraite telle
que Ty — v pour un x € X. Pour tout € > 0 fixé il existe ng € N tel
que d(xy,,z,) < &, pour tout n,m > ng. Aussi il existe p € N tel que

&(p) > no. Par suite d (m¢(p), :L‘) <cet
d(xn,z) <d (xn,x¢(p)) +d (:v¢(p), :r) <e+e,Vn > ny.

(#7i) Soit (x,) C X une suite de Cauchy. Il existe ny € N tel que d (x,,,, ) <

1,Vn > ny. Donc

(xn) = {$0, T 7xn0—1} U (In)nzno

est bornée.

Proposition 1.8. L’image d’une suite de Cauchy par une application unifo-

remeément continue est de Cauchy.

12
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Démonstration. Soient (X, d),(Y,d') des espaces mét riques, f : X — Y
une application uniformément continue et (z,), > 0 une suite de Cauchy
dans (X, d). Soit d(x,z) < m, puisque f est uniformément continue on ait
d'(f(z), f(z)) < e. Comme (z,), > 0 est de Cauchy, alors il existe ng € N tel
que pour tout n,m > ng, on ait d (z,,x,) < n, d’'ou pour tout n,m > on a

d(f(xy), f(xm)) < . Par conséquent (f(z,)) est de Cauchy dans (Y,d'). m

1.2.4 Espaces métriques complets

Définition 1.13. Un espace métrique (X,d) est dit complet si toute suite de
Cauchy de (X,d) est convergente dans (X, d).

Exemple 1.4. (i1) Considérons X =]0,1] muni de la distance usuelle | - |
et (x,) = (%) C X. Puisque z, — 0 dans (R, |- |), (z,) est une suite de
Cauchy dans (R, |- |) et donc de Cauchy dans (X, |- |). Pourtant elle ne

converge pas dans (X, | |).

Proposition 1.9. Soit (X, d) un espace métrique complet et soit F C X. Alors

(F,d) est complet si et seulement si F' est un fermé de X

Démonstration. Supposons que F' soit fermé dans X. Soit (x,) C F une suite
de Cauchy. C’est aussi une suite de Cauchy de X et donc elle converge dans X
car E est complet. Maintenant puisque (x,) C F' et que F' est fermé la limite
est dans F' et donc F' est complet. Réciproquement supposons F' complet.
Soit (x,) C F telle que x, — x dans X. La suite (z,) est de Cauchy dans
X et donc aussi dans F. Or, par hypothese, les suites de Cauchy de F' sont
convergentes dans F' et donc x € F. Cela prouve que F' est fermé. m On dit

que [ (X1,d1) — (Xa,dy) est une application lipschitzienne s’il existe L > 0

13
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tel que Vx,y € X1 on a

dy(f (), f(y)) < Ld(,y).

On appelle la plus petite constante L € R qui vérifie cette propriété la constante
de lipchitz.
On dit que f : (X,d) — (X,d) est contractante s’il existe k < 1 tel que

Ve,y € X on a
d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

1.2.5 Applications aux espaces métriques complets
Principe de contraction de Banach

Théoréme 1.1. Soit (X,d) un espace métrique complet et soit f : X — X
une application contractante. Alors
(i) Il existe un unique v € X tel que f(x) = x (on dit alors que x € X est
un point fize).

(ii) Toute suite (x,) C X qui satisfait x,+1 = f (x,) converge vers x € X.

Démonstration. Soit (x,) une suite définie par x1 € X et x,.1 = f (z,) pour

tout nl. Soit k < 1 tel que d(f(x), f(y))kd(x,y). Alors

d (In+1, xn) =d (f (xn) ) f (:En—l)) S kd (xru xn—l)
S de (xnfla xan) S k3d ($n727 xn73)
< .. knild (.CL'Q, 1’1)

Soit Ny € N fixe et soient pmNy. Alors

A (xp, ) < d(xp,xp_1) +d(Tp-1,2p_2) + -+ d (Tmi1, Tm)
< kpiQd (ili'z, .’L’1> + kpigd ($2,$1) + -+ kmfld(xg,:cl)

_ [kp_m—l + k,p—m—2 + - k4 1} k‘m_ld(afz,l'l)

14
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Or

L+ k+ k>4 k<Y R = ——
= 1—k

Donc Vp > m > Ny on a, comme, k < 1

1 1
d (ZEQ, $1) S ]{?No_lid (1‘2, 1'1)

< m—1
d(@p,em) S K" 1—k

Soit € > 0 fixé. Alors Ny € N tel que

1
kNOilﬂd (SCQ, QJl) <e

Donc Vp > m > Ny on a d(xp,x,) < € et donc (z,) C X est de Cauchy.
Comme (X, d) est. complet elle converge donc. Soit = lim z,,. Maintenant
puisque x,+1 = f(z,),¥n > 1, en passant & la limite et en utilisant la
continuité de f il vient que x = f(z). Donc x € X est bien un point fixe de f.
Pour T'unicité, si = f(x) et y = f(y) on écrit d(z,y) = d(f(z), f(y)) <

k(d(x,y)) et comme k < 1 il vient que d(z,y) =0doutz=y.m

Théoréme de Cantor

Théoreme 1.2. Soit (X,d) et (F,) une suite de fermés non vides et décrois-
sante de X telle que lim,_, . 6(F,) = 0. Alors l'intersection des F,,n € N,

est réduite a un point si et seulement si (X,d) est complet.

Démonstration. Les F,, n’étant pas vides, on peut construire une suite (x,,)
telle que, pour tout n € N, z,, € F,,. L’hypothése (i) montre que F,, C F,, pour
tout m > n, si bien que pour tout m > n,x, et z,, sont dans F,,. par suite,
pour tout m > n, on a

d (2, xm) < O(Fy).

Le second membre de cette inégalité tend vers 0 quand n tend vers l'infini et

donc la suite (z,,) est de Cauchy. Soit ¢ sa limite et soit n € N fixé. la suite

15
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(Tm)pmsn st une suite de F, qui converge vers £. Comme F), est un fermé de
X, la limite ¢ appartient a Fj, et par suite ¢ appartient a l'intersection des
F,,neN.

Réciproquement, soit x dans l'intersection des F},. Puisque z et ¢ sont dans F;,

pour tout n, on a

0 < d(x,6) < 5(F,)

Le second membre tend vers 0 quand n tend vers 'infini, donc x = /.

Soit (z,,) C F une suite de Cauchy. Considérons les ensembles, pour n € N

Fn:{$n7l’n+1,'-'}

La suite (F},) est constituée de fermés et elle est décroissante. Aussi comme
(x,) C E est de Cauchy on a que diam F,, — 0 si n — oo. Par hypothese il
vient donc que

~ ok

n=0+"n

comporte un et un seul point, que I’on note x € X. Clairement alors x,, — .

1.2.6 Espaces de Baire

Soit X un espace topologique, on dit dit que X est un espace de Baire si
pour tout des ouverts O, denses dans X, l'intersection est dense, c’est adire

ngOOn =X.
Exemple 1.5. L’espace topologique discrete est un espace de Baire.

Corollaire 1.1. Soit (X,d) un espace métrique complet. Si (F,,) est une suite

de fermés d’intérieur vide de X, alors U,enF,, est d’intérieur vide.

Démonstration. 11 suffit de passer au complémentaire. m

16
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Théoréme 1.3. Soit (X,d) un espace metrique complet. Alors X est une

espace de Baire.

Démonstration. Soit (O,), -, une suite d’ouverts de X et denses dans X. Pour
montre que NyO,, est dense dans X, il suffit de montrer que pour tout ouvert
non vide V' de X, VﬂnQOOn # (). Comme O, eat dense dans X, alors VNO, # 0,
et soit g € V N Oy. (Eomme V N Oq est un ouvert de X, il existe rg > 0 tel
que 19 < 1 et B(xg,2r9) C V N Op. On construit, par récurrence sur n, une
suite (z,)n > 0 dans X et une suite (r,), > 0 de nombres réels strictement
positifs tels que r, < 277" et B(z,,2r,) C O, N B(x,_1,7,_1), pour tout
n > 1. En effet, on a déja construit xq et rg et supposons x,, et r, construits;
comme O, est dense dans X, il existe z,41 € On+ 1N B(z,,r,) théoréme
de Cantor, on a N,B, # (. Or By C V et, pour tout n > 0, on a B, C O,
donc nQOBn cVvn n@OO"' Par conséquent, on a V' N nQOOn # 0. Donc nQOOn

est dense dans X. =

17



Chapitre 2

Espaces compacts

2.1 Définitions

Définition 2.1. Soit X un espace topologique séparé. On dit que X est compact
' si de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement
fini. Autrement dit, pour toute famille d’ouverts (O;),.; de X telle que X =

UierUs, il existe un sous-ensemble fini J de I tel que X = U;ec;0;.

Proposition 2.1. Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes.
(1) X est compact.
(17) De toute famille de fermés de X dont l'intersection est vide, on peut
extraire une sous-famille finie dont [’intersection est vide.
(1ii) Toute famille de fermés de X dont toute sous-famille finie est d’in-

tersection non vide, est elle-méme d’intersection non vide.

Démonstration. Montrons I'implication (i) = (ii). Soit (F5),.; une famille de
fermés de X telle que ﬂIFZ- = (. Pour tout i € I, soit O; = X\ Fj, alors (0;),;
1€

est un recouvrement ouvert de X. Comme X est compact, alors il existe un

18
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sous-ensemble fun? J de I tel que X = U;c;0;, d’ott on a N,e; F; = O Pour
montrer I'implication (ii) = (i), on fait exactement le méme raisonnement

que précédemment. L’équivalence (ii) <= (iii) est triviale. m

Définition 2.2. Soient X un espace topologique et A une partie de X. On dit
que A est compacte si A, munie de la topologie induite par celle de X, es un
espace compact.

On dit que A est relativement compacte si A est compact.

Exemple 2.1. 1. Soient X un espace topologique séparé et A = {ay, ... a,}
une partie finie de X. Alors A est compacte. En effet, soit (O;),c; une
famille d’ouverts de X telle que A C U;e;O;. Pour toutn € {1,...,p}, il
existe i, € I tel que a,, € O;. Donc on a A C UL _, O;,. Par conséquent,

A est compacte.

2. Soit X un espace topologique discret. Alors X est compact si et seulement

si X est fini. En effet, si X est fini, il résulte de ce qui précéde que X
est compact.
Réciproquement, supposons que X est compact. Pour tout x € X, soit
U, = {z} alors (Oy),cx est un recouvrement ouvert de X, donc il existe
T1,...,xp € X tel que X = _, O, = {x1,...,2,}. Par conséquent, X
est fini.

3. Soient X un espace topologique séparé et (x,,), > 0 une suite convergente
dans X wers la limite x € X, alors U'ensemble A = {z} U{x,,n > 0} est
compact.

En effet soit (O;);c; une famille d’ouverts de X telle que A C U;cs0O;.
Alors il existe i, € I tel que x € O;,. Comme (xn)nzo converge vers x,
alors il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait x,, € O;,. Comme

pour tout n € {0,...,N}, il existe i,, € I tel que x, € O;,. Alors on a
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AC O, UUN_,O;,. Par conséquent, A est compact.

Théoreme 2.1. Soient X un espace topologique séparé et A une partie de X.

1. Si A est compacte, alors A est fermée dans X .

2. X est compact et A est fermée dans X, alors A est compacte.

Démonstration. Pour montrer que A est fermée dans X, on montre que son
c ataire X\ A est ouvert dans X. Soit x € X\ A. Puisque X est séparé, pour
tout z,a il existe deux ouverts V, et O, dans X tels que a € V,,x € O, et
VaNOuz =0 (Va),cq est une famille d’ouverts de X telle que A C UgeaVs,.
Comme A est compacte alors il existe un sous-ensemble fini {ay,...,a,} de A
tel que A C Ui, Va,. Soit O, 5, alors U, est un ouvert de X contenant x tel
que O, N (U, Va,) =0, dott O, C X\ A. Donc X\A est un ouvert de X. Soit
(Oi) ;¢ une famille d’ouverts de X telle que A C U;c;O;. Soit O = X\ A, alors
un ouvert de X et on a X = O UU;0;. Or X est compact, donc il existe un
sous-en fini J de [ tel que X = O UU;O;, d'ou on a A C UO;. Donc A est

compacte. |

2.2 Espaces métriques compacts

Définition 2.3. Soit (X,d) un espace métrique. On dit que (X,d) est un
espace compact si et seulement si de tout recouvrement de X par des ouverts
de X, on peut en extraire un sous-recouvrement fini. En d’autres termes, si
X = Uier0; ou les U; sont des ouverts, il existe J fini, J C I tel que X =

UiesO;.

Théoréme 2.2. Soit (X, d) un espace métrique. Les conditions suivantes font

équivalentes :
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(1) X est un espace compact.

(i) Toute suite de points de X posséde une sous-suits convergente dans X .

Proposition 2.2. Soient X1, ..., X,, un nombre fini d’espaces métriques. L’en-
semble X = X1 X ... x X,, est compact si et seulement si X; est compact pour

tout 1.

Démonstration. Pour n = 2, si X; et X; sont compacts, montrons que X; x X,
est compact. Soit donc (x,,y,) une suite de X; x X5. Comme X7 est compact,
il existe une sous-suite (z,,) converge vers x € X;. méme pour (y,), il existe
(yn; ) converge vers y € Xo. La suite (z,,, Y, ) est extraite de la suite (25, yn)
donc X; x X2.

Réciproquement, si X; x X5 est compact, il suffit de montrer X; est comact.
Soient (z,) une suite de X; et a € X5, alors la suite (zn, a) est dans X1 x Xo,
donc il existe une sous-suite (x,,,a) converge, ce qui montre que la suite ()
converge et que X; est compact. Le cas général pour n quelconque se déduit

aisément par récurrence. m

Corollaire 2.1. Les parties compactes de R™ (muni des distances produit

usuelles) sont les fermés bornés de R™.

2.3 Espaces précompacts

Définition 2.4. Un espace métrique (X, d) est dit précompact © si, pour tout

e > 0 1l existe un recouvrement fini de X par des boules de rayon €.

Proposition 2.3. Soient (X, d) un espace métrique et A un sous ensemble de

X.Ona:
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1. Si (X, d) est précompact, alors A est précompact.

2. Si A est précompact, alors A est précompact.

Proposition 2.4. Soit (X,d) un espace métrique précompact. Alors X est

séparable En particulier, tout espace métrique compact est séparable.

Démonstration. Pour tout n > 1, il existe un sous-ensemble fini D,, de X tel
que X = Ugep, B (x, %) . Soit D = U,>1D,, alors D est au plus dénombrable.
Vérifions que D est dense dans X. Soient y € X et € > 0. Alors il existe n > 1
tel que % < e. Comme on a X = Ugep, B (m, %) , il existe x € D,, C D tel que
yeB (3:, %) ,doud(y,z) < % < €. Donc D est dense dans X. Par conséquent,
(X,d) est séparable. Comme tout espace métrique compact est précompact,

alors tout espace métrique compact est séparable. m

Lemme 2.1. Soient (X,d) un espace métrique tel que toute suite dans X
posséde une sous-suite convergente. Soit (O;),c; un recouvrement ouvert de
X. Alors il existe un réel r > 0 tel que toute boule ouverte de rayon r soit
contenue dans au moins un des O;. Autrement dit, il existe r > 0 tel que pour

tout x € X, il existe i € I pour lequel B(z,r) C O;.

Théoréme 2.3. Soit (X, d) un espace métrique. X est compact si et seulement

st il est précompact et complet.

Démonstration. On va montrer seulement une implication. Soit donc (x,,) une
suite dans X. X étant précompact, on peut le recouvrir par un nombre fini
de boules de rayon 1. L'une d’elles, B; contient donc une infinité d’éléments
de la suite (z,). Il existe ¢; : N —3N une application strictement croissante
telle que, pour tout n € N, les z,(,) soient dans cette boule B;. On peut
recouvrir X par un nombre fini de boules de rayon % En particulier, on peut

recouvrir B1 par un nombre fini de boules de rayon %, et 'une d’elles, Bs

22



Espaces compacts S.Beloul

contient donc une infinité d’éléments de la suite (z,,(n)). Il existe o : N -2
une application strictement croissante telle que, pour tout n € N, les oy, (n)
soient dans cette boule B,. On continue le processus, on construit comme cela
une suite de boules B, de rayons % et des applications strictement croissantes
©1, P2, ..., pp de N dans N telles que, pour tout n € N, les :cwwzo.._.(pp(n) soient
dans B,. Posons, pour n € N, p(n) = ¢1 0 ¢ 0 ...p,(n). La fonction ¢ est
strictement croissante de N dans N. Comme Xest complet, il suffit de vérifier
que (x(n)) est de Cauchy pour montrer qu’elle converge. Soient n,p, q € N tels
que p,q > n, puisque p(q) = ©10P20...0,(Ynt10...¢0, €t que tous les termes de
la forme 5. 4, k) sont dans B, on en dLeduit que, pour tout p,q > n x,)

et z,(,) sont dans la boule B,. En particulier,
, 2
VD, 4 2 1, d(Tpp), Tp(q)) < diamBn <,

ce qui termine la preuve. m

2.4 Fonctions continues dans des espaces com-
pacts

Théoreme 2.4. Soient X et Y deuc espaces topologiques, avec Y sépare, et

f: X — Y une application continue. Ona : 1.

1. L’image par f de toute partie compacte de X est une partie compacte de

Y.
2. Si X est compact, alors f est une application fermée.

3. Si X est compact et si [ est bijective, alors f est un homéomorphisme.

Démonstration. Soit K une partie compacte de X. Puisque Y est séparé, alors

J(K) est séparé. Soit (U;),.; une famille d’ouverts de Y telle que f(K) C 'LeJIUi’
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alors on a

K Gy e (o) = us w

i€l
Comme f est continue, alors pour tout ¢ € I, f~! (U;) est un ouvert de X. Or
K est une partie compacte de X, donc il existe une partie finie J de I telle
que K C Use f~1 (U}) D'ott on a f(K) C f <d€] = (Ui)) — Uiesf (L (U) ©
iIE_IJUZ». Par conséquent, f(K) est une partie compacte de Y. 2. Supposons de
plus que X est compact. Soit F' une partie fermée de X, d’apres le théoreme
3.1.1, F est une partie compacte de X, donc f(F') est une partie compacte
de Y. En utilisant une fois de plus le théoreme 3.1.1, on déduit que f(F)
est une fermée de Y. Par conséquent, f est une application fermée. 3. Ceci
résulte de 2 , voir également le théoreme 1.3 .2 . Corollaire 3.2.1. Soient X un
espace compact, Y un espace topologique séparé et f X — Y une application
continue, alors pour toute partic A de X, on a f(A) = f(A) Démonstration.

Ceci résulte du th Yoréme précédent et du corollaire 1.3 .1 . m

Corollaire 2.2. Soient T et Ty deux topologies sur un ensemble X et suppo-
sons yue Ty est plus fine que Ty. Si (X, Ta) est compact et (X,Ty) est séparé,

alors on a T, = 7.

Théoreme 2.5. Scient X un espace compact et f : X — R une appli-
cation continue. Alors f est bornéc et atteint sur X ses bomes inferiéure et

superiéure. Autrement dit, il existe a,b € X tels que f(a) = inf.cx f(x) et

f(b) = sup,cx f(z).

Démonstration. D’apres le théoreme précédent, f(X) est une partie compacte
de R, Hinc f(X) est fermée et bornée dans R, voir théoréme 3.1.1. Par 'exercice
2.16, on f(X), alors il existe a,b € X tels que a = f(a) et § = f(b). D’ou le

résultat. m
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Théoréme 2.6. Soient (X,d),(Y,d') deux espaces metriques et f : X — Y

une application continue. Si X est compact, alors f est uniformément continue.

Démonstration. Soit € > 0, comme f est continue, il existe, pour tout = € X,
une boule ouverte B, centrée en = dont I'image est contenue dans B(f(x), 5).
On a UgexB, = X, et X est compact, donc il existe 6 > 0 tel que toute
boule ouverte de rayon J est contenue dans une boule B,. Si y, z € X vérifient

d(y,z) < d,on adonc d(f(y), f(z)) <e. m

Proposition 2.5. S5i X est compact et f est bijective et continue, alors f est

un homéomorphisme.

Proposition 2.6. Il s’agit de vérifier que lapplication réciproque = est conti-
nue. Or, si A est une partie fermée de X , A est compacte car X est compact,

donc f~171(A) = f(A) est compacte, et par conséquent fermée. m

Proposition 2.7. Soit (X,d) un espace métrique, si X est compact alors il

est complet.

Démonstration. Soit (x,) une suite de Cauchy dans X, alors on peut extraire

une sous suite (z,, convergente vers x dans X, donc

Ve > 0,3ng € N,Yn > m > ng, d(xy,, Tp) <

DO ™

et

Ve > 0,3dny € N,Vn > ny,d(z,,,z) <

DO | ™

ce qui ilplique pour tout n > max{ng,n;}, on a

d(zp,x) < d(Tp, Tp,) + d(zp,, )
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2.5 Espaces localement compacts

Définition 2.5. Soit X un espace topologique séparé, on dit que X est loca-
lement compact si et seulement si pour tout point dans X admet un voisinage

compact.

Exemple 2.2. 1. R muni de la topologie usuelle est localement compact.

2. Tout espace compact est localement compact.

2.6 La compacité dans les espaces vectoriels
normeés

Théoréme 2.7. Dans un espace vectoriel normé X toutes les normes définis

sur X sont équivalentes.

Corollaire 2.3. Toute application linéaire d’un espace vectoriel normé de di-

mension finie dans un espace vectoriel normé quelconque est continue.

Démonstration. Soit f : X — Y une application linéaire ou X est un e.v.n de
dimenension finie et Y un e.v.n quelconque. Consdérons (e, .., €,) une base de

X et la norme
n
z||x =max|z;| ; x =) xe;.
|| ||X 1<<n|1|a Z 164
- =1
Il suffit donc de montrer que f est continue si on munit X de la norme précé-

dente, alors on a

Lf @)y = 11D zif(e)llr < llzllx D 1 (elly.
i=1 i=1
Donc f est continue. m
Corollaire 2.4. Tout espace vectoriel normé X de dimension finie est complet.
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Démonstration. Si X est de dimension finie n, il existe un isomorphisme li-
néeaire f : X — Kn. Comme X et K™ sont tous les deux de dimension finie,
il résult t f~! sont conti C tout lication linéai ti-
il résulte que f e sont continues. Comme toute application linéaire conti
nue est uniformément continue, il en résulte que f est un homéomorphisme

uniforme. Comme K™ est complet, il résulte que X est complet. m

Corollaire 2.5. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vec-

toriel normé est fermé.

Démonstration. Puisque il s’agit d’un sous-espace vectoriel de dimension finie,

alors il est complet, donc fermé. m

Proposition 2.8. Dans un espace vectoriel normé E de dimension finie une

partie est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Théoréme 2.8. (Théoréme de Riez) La boule unit’e ferm ‘ee d’un espace

vectoriel norm ‘e de dimension infinie n’est jamais compacte.
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Chapitre 3

Espaces fonctionnels

On note YX ’ensemble des applications de X dans Y .

3.1 La convergence simple et la convergence

uniforme

Définition 3.1. Soit X un ensemble muni ou non d’une topologie, et Y un
espace topologique. On dit qu’une suite d’applications (f,),cy de X dans 'Y
converge simplement vers une application f : X — Y si pour tout x €

X, (fu(2)),en converge vers f(x) dans Y.

Définition 3.2. Soit X un ensemble et (Y,d) un espace métrique. On dit
qu’une suite (fn)n20 d’applications de X dans'Y converge uniformément vers
une application f: X —Y si:

Ve > 0,3N, /n >N = d(f.(z), f(x)) <e, VrelX.
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3.2 Topologie de la convergence uniforme

Lemme 3.1. Soit X un ensemble, (Y,d) un espace métrique, f € YX et f,
une suite dans Y~. Soit d' une distance sur Y uniformément équivalente a
d. Alors la suite f, converge uniformément vers f pour la distance d si et

seulement si elle converge uniformément vers [ pour la distance d'.

Démonstration. Supposons que (fy),, oy converge uniformément vers f pour la
distance d, et montrons que (f,),cy converge uniformément vers f pour la
distance d'. Soit € > 0. On sait qu'il existe p > 0 tel que d (f,.(z), f(z)) < p =
d' (fu(x), f(x)) < e. Mais d’apres la continuité uniforme de f pour d, il existe

N eNtelquen>N=d(f,(z), f(z)) <pvVreX. m

Définition 3.3. Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique. On pose
d' = min(1,d) et pour f,g € Y, on pose D'(f,g) = sup,ex d'(f(x),g(z)). On
appelle topologie de la convergence uniforme et on note T, la topologie sur Y~
associée a la distance D'. La topologie ne dépend que de la classe d’équivalence

de d.

Définition 3.4. On note C(X,Y') l’ensemble des applications continues de X
dans Y et B(X,Y') l'ensemble des applications bornées de X dans 'Y .

Proposition 3.1. Soient X un ensemble quelconque et (Y,d) un espace mé-

trique. Une suite d’applications (f,) de X dansY converge uniformément

neN

vers une application f de X dansY si et seulement si la suite (fy,), oy converge

vers [ dans (YX,ﬁu)
Démonstration. 11 suffit d’écrire les définitions. m

Théoréme 3.1. Soient X un ensemble quelconque, (Y, d) un espace métrique

et (fn)pen de X dansY qui converge uniformément vers une application f de
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X dans Y. Alors si toutes les fonctions f,, sont continues en a € X, alors f est
continue en a. C’est a dire que l’ensemble des fonctions continues en a est un

ensemble fermé de (YX, ’7Zu) . De méme, C(X,Y) est un sous-ensemble fermé

de (YX , 72u> )
Démonstration. Soit € > 0. On écrit :

d(f(x), f(a)) < d(f(x), fu(2)) + d (fu(2), fula)) + d (fnla), f(a))

Or, il existe N € N tel que n > N implique (d(fn(x),f(:c)) < g pour tout
x € X. Soit donc n > N. Puisque f,, est continue en a, il existe un voisinage

Vo de a tel que pour tout x € V,d (fu(), fu(a)) < . D'oti le résultat. =

Proposition 3.2. Soit (X,d;),(Y,d) des espaces métriques et (f,),s, une
suite d’applications uniformément continues de X dans Y. si la suite <fn)n20
converge uniformément vers une application f, alors f est uniformément conti-

nue.

Démonstration. Puisque (f,) converge uniformément ves f, il existe N tel que
pour tout n > N,sup,cx d (fa(x), f(z)) < 5. Soit n > N fixé. Puisque f, est
uniformément continue, il existe i tel que dy(x,y) < pimplique d(f(x), f(y)) <

€
5. Alors,

d(f(x), [(y)) < d(f(x), fa(2)) + d (fu(x), fu(y)) + d ([ay), F())

€L €€
3 3 3

Ce qui montre que f est uniformément continue. m

<

Théoréme 3.2 (Dini). Soit X un espace compact et (fy),cn une suite d’ap-
plications continues de X dans R. On suppose que :
1. la suite f, est croissante, c’est a dire que pour tout x € X, la suite f,(x)

est croissante.
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2. La suite f, converge simplement vers une application continue f de X
dans R.

Alors la suite f, converge uniformément vers f.

Démonstration. On pose F,, = {z € X;|fu(z) — f(x)]| > €} = {z € X; f(x)—
fa(z) > €} . Alors comme f, — f est continue, F, = (f — f,)~" ([e, +o0[) est
un sous-ensemble fermé de X. Puisque f,1(z) > fn(z), F,, est une suite dé-
croissante au sens de l'inclusion. Soit z € N,enF),. Alors pour tout n € N
f(z) — fu(z) > €. Ce qui est impossible puisque f,(z) tend vers f(z). Donc
Nnenty, = 0. Donce (F,), o est une famille de fermés d’intersection vide. Or X
est un espace compact, donc il existe une sous-famille finie d’intersection vide.

Dans ce cas, cela signifie qu’il existe N € N tel que Fiy = (). C’est & dire que :
AN € N/Vn > N,V € X, |f.(z) — f(2)] <e.
Donc la suite f,, converge uniformément vers f. m

Lemme 3.2. Soient X un ensemble, (Y,d) un espace mA@trique et (fn),cn
une suite de Cauchy dans (YX, 7Zu) . st pour tout x € X la suite (f,) (%)nen

converge vers f(x) €Y, alors la suite (f,), oy converge uniformAQ©ment vers

7.

Théoréme 3.3. Soient X un ensemble, (Y,d) un espace métrique complet.
Alors les espaces métriques (YX,’TCU> et (B(X,Y),Te) sont complets. St X

est un espace topologique (Cy(X,Y), Te) est complet.

Théoréme 3.4 (Inversion des limites). Soient X un espace topologique, A une
partie de X, zo € A, (Y, d) un espace métrique complet et f, une suite dans Y4
convergeant uniformément vers f € YA, Si pour tout n, f, admet en xy une

limite l,, € Y, alors il existe | € Y tel que :
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1. limy oo by = 1

2. limg ., f(x) =1

Autrement dit, on a :

lim f(xz) = lim ( lim fn(w)) = lim (hm fol(2)

T—xT0 r—x0 \n—+oo n—4+oo \r—xo

Démonstration. On montre d’abord le 1 Pour cela on va montrer que la suite
(In),en €st de Cauchy dans Y. Soit € > 0 fixé. On sait que la suite f,, converge
uniformément vers f. Donc il existe N, tel que n,m > N implique que pour
tout v € A,d(fu(v), fm(z)) < §. Puisque f,, et f, convergent vers [, et I,
lorsque z tend vers xg, il existe un voisinage V' de z( tel que pour tout x € VN

d(fm(), 1) < § et d(fu(z),l,) < 5. On a alors, pour x € VN A:

d (I, 1) < d (b, fm(2)) + d (fm(2), fu(2)) + d (fol2), ln) <€

La suite (I,,),,cy est donc de Cauchy dans Y, or Y est complet, donc elle converge
vers une limite [. Montrons maintenant le 2. On sait que la suite f,, converge
uniformément vers f et que la suite [,, tend vers [. Donc il existe N, tel que
n > N implique que pour tout x € A, d(f,.(x), f(z)) < 5 et d(l,,]) < §. Soit
donc n > N fixé. On sait qu’il existe un voisinage V' de g tel que pour tout

reVNAd(fu(z),l,) < 5. Alors pour tout z € VN A, on a :

d(f(2),1) < d(f(x), fu(@)) + d (fo(2), ln) + d (I, 1) <€

3.3 Théoréme d’Ascoli

Définition 3.5. Soit X un espace toplogique, (Y,d) un espace métrique et H

une partie de YX. On dit que H est A©quicontinue en un point xo si pour
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tout € > 0,
AV e V(xg);Ve e VVF € H,d(f (z0), f(x)) <e. (3.1)

On dit que H est équicontinue si pour tout point xoy de X, la propriété (3.1)
est vérifie.
Exemple 3.1. 1. Toute partie finie de C'(X,Y") est équicontinue.

2. Si k > 0, alors l’ensemble des applications k-lipishitziennes est équicon-

tinue.

3. Soit X = [a,b], Y =R alors
H={f: X=>Y|f(x) <k
estunepartieéquicontinuede
C(l,a,b],R).

1. Toute partie finie de C(X,Y") est équicontinue.

2. St k > 0, alors l’ensemble des applications k-lipishitziennes est équicon-

tinue.

3. Soit X = [a,b], Y =R alors
H=A{f: X =Y | (@) <k

estunepartieéquicontinuede
C(l,a,b].R).

Proposition 3.3. Soit X un espace topologique et (Y, d) un espace métrique.
1. SiH est une partie précompacte dans (C(X,Y), Ta), alors H est A© quicontinue.
2. i (fn)yso est une suite dans C(X,Y) qui converge uniformément vers

une application f, alors {f,,n € N} est équicontinue.
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Démonstration. 1. Soit xg € X et soit € > 0 fixé. Puisque H est une partie
précompacte de (C(X,Y), Teu) , H peut Atre recouvert par un nombre
fini de boules de rayon
s B (fl, §> , B (fg, §) ..., B (fN, §) . Puisque les f; sont continues et
en nombre fini, il existe un voisinage V' de x tel que pour tout z € V
et pour tout i € {1,..., N}, on ait d(f;(z), fi (v0)) < 5. On donc pour
tout xg € X, pour toute fonction f dans H, il existe i € {1,..., N} et

un voisinage V' de xg tel que pour tout x € V on ait :

d(f(x), [ (x0)) < d(f(2), fi(x))+d (fi(2), fi (w0))+d (fi (x0) , [ (w0)) <€

Ce qui montre que H est équicontinue.

2. Puisque la suite (f,,),,cy converge uniformément vers f, 'ensemble Upen fr
est précompact. En effet, soit f la limite de (f,), oy, il existe N € N tel
que :

n>N=d(f.,f)<

N

Soit n > N, on a alors pour tout p > N :

d(fo, fp) < d(fo, [) +d(f. f,) <e

On a alors (fy),cy € Uiziv B (fi, €) U B (fy,€). On applique ensuite le 1

Lemme 3.3. Soit X un ensemble et (Y,d) un espace métrique. Soit f, une
suite de Cauchy dans (YX,T;U) . 51 pour tout x € X la suite f,(x) converge

vers un élément f(x) de 'Y alors la convergence est uniforme.

Démonstration. On peut supposer que la distance d est majorée par 1 et que

la topologie 7., est donnée par la distance Do (f,g) = sup,cx d(f(x),g(x)).
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Alors, (f,) est de Cauchy dans (YX,T;U) = 3N/p,q > N = Do (fp, fy) < €

Donc,

AN/p,q > N = d(f,(x), f(z)) < eVx € X

Par passage a la limite lorsque ¢ — 400 on obtient,
dN/p > N = D (fy(x), f(x)) < eVx € X
C’est a dire que f,, converge uniformément vers f. m

Théoréme 3.5 (Ascoli). Soit X un espace topologique, (Y,d) un espace mé-
trique et H une partie de C'(X,Y"). Alors :
1. si H est relativement compacte dans (C(X,Y), Tew), alors H est équi-
continue et pour tout v € X, H(x) est relativement compact dans'Y .
2. Si on suppose de plus que X est compact, alors, si H est équicontinue
et pour tout © € X, H(x) est relativement compact dans Y, alors H est

relativement compact dans (C(X,Y), Tew).

Démonstration. Si H est relativement compacte dans (C'(X,Y), T,) alors H
est prA@©compact dans (C(X,Y), Tz,) donc H est A@©quicontinue. Par ailleurs
I'application f — f(z) est une application continue, donc {f(z), f € H} est
une partie compacte de Y. Donc, H(z) est inclus dans un compact. Donc H(x)
est relativement compact puisque tout fermA@ inclus dans un compacte est
compact.

Puisque X est compact, toute fonction continue est bornée. Dans ce cas, la
topologie de (C(X,Y), 7T.) est donnée par la métrique Do,. On sait que tout
espace métrique précompact et complet est compact. Pour montrer que H est
relativement compact, il suffit donc de montrer que H est précompact et H est

complet, ou encore que H est précompact et H complet, car I’adhérence de tout
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espace précompact est précompact. On montre d’abord que H est précompact.

Soit € > 0.

H équicontinue = Vz € X, 3V, € V(2);Vx € V,,d(f(z), f(2)) <

PN

X compact = JA C X/|A| < +o0 et X = U,eAV..

Soit K = U,eaH(z). Comme A est fini, K = U,eaM(2) = U.eaH(2) est

compact. Donc K est relativement compact donc précompact. Donc,
€
B =(y1,...,y,) CKCY/K CU_,B (yi, 4>

Pour toute application ¢ de A dans B, on pose :

Alors 6 (Cy) < e. En effet, soit f,g € Cy, alors pour tout z € X, 3z € A
tel que = € V, et alors d(f(z),g(z)) < d(f(x),¢(2)) + d(é(2), g(z)) < €. Et,
H C UyepaCy. En effet, soit f € H. Alors, pour tout z € X, il existe z € A
tel que x € V,. Par définition, f(z) € K, soit alors i, le plus petit indice
dans {1,...,p} tel que d(y;,, f(2)) < §. On définit ¢ comme l'application qui

A 2 € A associe y;. € B. Alors,

d(f(x),¢(2)) < d(f(z), [(2)) +d(f(2),¢(2)) <

DN ™

Donc, f € Cy. Et H est précompact puisque B4 est fini. On montre maintenant
que H est complet. Soit ( fn)nzo une suite de Cauchy dans H. Alors pour
tout n il existe g, € H tel que d (fn,9n) < 1. Alors g, est une suite de
Cauchy et g,(x) est une suite de Cauchy dans H(z). Or H(z) est compact
donc complet. Donc g, (x) converge vers un élément g(x) dans Y. Dans ce cas,

on sait que la convergence est uniforme et que g est continue. Par ailleurs

doo (fny9) < doo (fn, 9n) + doo (gn, g) - Donc f,, tend vers g. m
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