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  الس�سل الصحيحة(لمتغير حقيقي): -3-3

x): نسمي سلسلة صحيحة لمتغير حقيقي 1.3.3تعريف( السلسلة التي حدھا العام   

( ) ( )n

nn xxaxUn 0, −=Ν∈∀،0x قيمة ثابتة وتكتب بالعبارة   

                

( ) ( ) ( ) ..........
2

02010

0

0 ++−+−+=−∑
≥

xxaxxaaxxa
n

n

n  

)و اليكن  )xSnمجموعھا الجزئي من الرتبةn  و بالتالي السلسلة الصحيحة تمثل كثير

  .xحدود معمم للمتغير

∑) السلسلة الھندسية 1.3.3مثال(
≥0n

n
xساس�ھي سلسلة صحيحة مجموعھا xذات ا

)الجزئي  )xSn حيث( )
x

x
xxxxS

n
n

n −

−
=++++= −

1

1
...1 12

  

)ة  و الذي له النھاية المحدود ) ( )
x

xSxS
n

n −
=→

+∞→ 1

1
  x>1من أجل 

و منه  xفي حالة التقارب ھي دالة للمتغير ھذا المثال يوضح أن دالة المجموع لھذه السلسلة
سلسلة متقاربة ثم التي من أجلھا تكون ال xنستنتج أن المطلوب ھو تحديد مجموعة قيم 

  ندرس خواص دالة المجموع.

  مجال تقارب الس�سل الصحيحة:

∑لتبسيط الدراسة ندرس الس5سل الصحيحة من الشكل
≥0n

n

nxa و سلسلة القيم المطلقة

∑
≥0n

n

nxa  

∑)(نظرية ابيل): إذا كانت السلسلة الصحيحة1.3.3نظرية(
≥0n

n

nxa 0متقاربة من أجلx 

0xxيحقق xفھي متقاربة مطلقا من أجل كل ≤  

∑بحيث تكون0xلعدد الحقيقيالبرھان: ليكن ا
≥0

0

n

n

nxaمتقاربة فإن
+∞→

→
n

n

n xa و بالتالي 00

kxak n

n <>∃ بحيثx، و اليكن0:0
00

00
x

x
k

x

x
xaxaxx

n

n

n

n <≤⇒< 

1لكن
0

<
x

x
∑ومنه السلسلة  

≥0n

n

nxa   
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0xxمحدودة من ا�على بسلسلة متقاربة فھي متقاربة و بالتالي متقاربة مطلقا من أجل <

.  

∑بحيثrمجموعة ا�عداد الحقيقية الموجبةEلتكن
≥0n

n

nra تكون متقاربة مما سبق ، إذا

Erكان ]فإن0∋ ] Er   حالتينغير خالية نميز Eأي 0,0⊃

∑تكون السلسلة Rتقبل عنصر حاد من ا�علىEالمجموعة )1
≥0n

n

nxa

   

متقاربة مطلقا 

Rxإذا كان Rxو تكون متباعدة إذا كان > نصف قطر التقارب كما  R، نسمي<

[يسمى [RR,− 0مجال التقارب عندما=R0السلسلة متقاربة من أجل=x 

∑عنصر حاد من ا�على فأن السلسلةEإذا كانت المجموعة )2
≥0n

n

nxa متقاربة مطلقا من

IRxأجل كل   مجال تقاربھا غير محدود. و ∋

  الطريقة العملية =يجاد نصف قطر التقارب

بتطبيق مقياسي دالنبير أو كوشي على الس5سل المتقاربة مطلقا أي 

( )
( )

xlx
a

a

xU

xU

n

n

nn

n

n

== +

+∞→

+

+∞→

11

limlim حيث
n

n

n a

a
l

1

lim
+

+∞→

و حسب شرط  =

∑دالنبير  السلسلة
≥0n

n

nxaمتقاربة إذا كانlxxl 11 <⇒<   

lxو متباعدة إذا كان  lRومنه نضع <1 =⇒=∞+(في حالة=1 Rl 0(  

)يوبنفس الطريقة في حالة استخدام مقياس كوش ) xlxUn
n

n

=
+∞→

limوlR 1=  

Rx):  في حالة1.3.3م5حظة(   أي عند حدود مجال التقارب تدرس كل حالة بمفردھا=

): حدد نصف قطر التقارب و طبيعة كل سلسلة من الس5سل التالية عند حدود 2.3.3مثال(

  مجال تقاربھا إن أمكن:

      ∑
≥1n

n

n

x
     ،∑

≥0 !n

n

n

x
  ،∑

≥1

2

n

nn
xn  

  ) حسب مقياس دالنبير1الحل:  

x
n

n
x

x

n

n

x

n
n

n

n

×=
+

=×
+ +∞→

+

+∞→

1
11 limlim

1

11أي   =⇒= Rl  

  ل تقاربھاطبيعة السلسلة على اطراف مجا

)، السلسلة x=−1من أجل )∑
≥

−
1

1
n

n
nمتقاربة حسب لبنز ھي سلسلة توافقية  
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∑، السلسلة  x=1من أجل
≥1

1
n

nھي سلسلة متباعدة  

  ) بنفس الطريقة السلسلة الثانية حسب مقياس النسبة2 

( )
x

n
x

x

n

n

x

n
n

n

n

×=
+

=×
+ +∞→

+

+∞→

0
1

1!

!1 limlim
1

=⇒=∞+أي   Rl 0  

 لتعيين نصف قطر التقارب للسلسة الثالثة نستعمل مقياس كوشي )3

    xxnxn
n

n
nn

n

×+∞==
+∞→+∞→

22

limlim  أي
 

0=⇒+∞= Rl.  

  ربالعمليات الجبرية و نصف قطر التقا

∑): لتكن 2.3.3نظرية(
≥0n

n

n xa ،∑
≥0n

n

nxb سلسلتين للمتغير الحقيقيx 12و اليكن , RR

)نصفي قطريھما على الترتيب فإن )21,inf RRR يمثل نصف قطر التقارب للسلسلتين ≤

( )∑
≥

+
0n

n

nn xba µλ،∑ ∑
≥ =

− 








0 0n

n
n

k

knk xba

   

  ;, Rxx <∀ .  

  التقارب المنتظم و ا�ستمرار

  دراسة التقارب على مجال مفتوح

∑): السلسلة الصحيحة3.3.3نظرية(
≥0n

n

n xaذات نصف قطر التقاربR تتقارب بانتظام

  مجال تقاربھا).RD(RDظيميا) على كل مجال مفتوح محتوى في(ن

ذات نصف قطر  xللسلسلة الصحيحة للمتغير الحقيقيF): دالة المجموع4.3.3نظرية(

[مستمرة على المجال المفتوحRالتقارب [RR,−  

)): نعتبر السلسلة الصحيحة التالية:  3.3.3مثال( )∑
≥ −2 1n

n

nn

x
بين أنھا متقاربة بانتظام على 

] [RR,−رة عليهو أن دالة مجموعھا مستم  

[الحل: السلسلة المعطاة متقاربة بانتظام على و دالة مجموعھا−1,1]

( ) ( ) xxxx +−−→ 1ln1 .مستمرة عليه  

  التقارب عند اطراف المجال

∑السلسلة الصحيحة
≥0n

n

n xa ذات نصف قطر التقاربRمتقاربة بانتظام على المجال المفتوح

] [RR,−و السلسلة∑
≥0n

n

n xa المتناوبة متقاربة حسب لبنز نت أجل كلxمن[ ]RR,−  و
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]بالتالي ] 1

1

1

1

0

,, +
+

+

+
≥

≤≤−∈∀ ∑ n

n

n

n

k

k

k RaxaxaRRxحسب لبنز∑
≥0n

n

n Ra

  متقاربة.

و بالتالي السلسلتينR=1) 3.3.3): من المثال(4.3.3مثال(
( )
( )∑

≥ −

−

2 1

1

n

n

nn
 ،

( )
( )∑

≥ −2 1

1

n

n

nn
 

)متقاربتين أي السلسلة )∑
≥ −2 1n

n

nn

x
  متقاربة عند اطراف المجال.

  تكامل سلسلة صحيحة (لمتغير حقيقي) -3-3-2

∑لتكن  ):5.3.3(يةنظر
≥0n

n

nxaسلسلة صحيحة للمتغير الحقيقيx و نصف القطر

( )0>RRفإنه

∑∑ ∫∫ ∑
≥

+

≥≥

+==







<<ℜ∈∀

0

1

0 00 0

1;0,
n

n

n

n

x

n

n

x

n

n

n nxadttadttaRxx  

∑): للسلسلة الصحيحة6.3.3نظرية(
≥0n

n

n xaالناتجة عن مكاملتھا نفس  و السلسلة الصحيحة

)نصف قطر التقارب )0>RR.  

[): بين أنه5.3.3مثال( ] ( ) ( )∑
+∞

=

−−=+−∈∀
1

1
11ln,1,1

n

n
n

n

x
xx  

الحل:
 

( )∑
+∞

=

−
0

1
n

nn
x1سلسلة صحيحة ونصف قطر تقاربھا=R  ودالة مجموعھا على

[المجال ھي−1,1]
1

1

+
→

x
x  بالمكاملة نجد

( ) ( )∑∫
+∞

=

+

+
−=+=

+ 0

1

0
1

11ln
1 n

n
n

x

n

x
x

t

dt
  

وباستبدال  
 

n1بـ−n  يكون لدينا] [ ( ) ( )∑
+∞

=

−−=+−∈∀
1

1
11ln,1,1

n

n
n

n

x
xx  

السلسلة x=1من جھة اخرى لما
( )

∑
∞+

=

−

1

1

n

n

n
  متقاربة حسب لبنز و بالتالي

      .] ] ( ) ( )∑
≥

−−=+−∈∀
1

1
11ln,1,1

n

nn
nxxx  
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سلسلة الصحيحة و السلسلة الصحيحة الناتجة عن مكاملتھا نفس مجال ): لل2.3.3م5حظة(

  التقارب، لكن قد تكونا من طبيعتين مختلفتين عند أطرافه.

∑): السلسلتين6.3.3مثال(
≥

−

1

1

n

n
nx،∑

≥1

2

n

n
nx لھما نفس مجال التقارب] لكن  −1,1]

�حظ أن x=1من أجل∑
≥1

1
n

n، متباعدة∑
≥1

21
n

n.متقاربة  

  اشتقاق سلسلة صحيحة (لمتغير حقيقي) -3-3-3

∑:  لتكن)2.3.3تعريف(
≥0n

n

nxa سلسلة صحيحة للمتغير الحقيقيxنسمي ،

∑
≥

−

1

1

n

n

nxnaالسلسلة المشتقة ا*ولى وإذا وجد عدد طبيعي( )pp نسمي السلسلة≤1

( ) ( )∑
≥

−+−−
pn

pn

n xapnnn pn(باستبدال 1...1 نتحصل على السلسلةnبـ−

( )
∑

≥

+

0 !

!

n

n

n xa
n

pn
  للسلسلة المعطاة.p) بالسلسلة المشتقة من الرتبة

  ): للسلسلة الصحيحة والسلسلة الصحيحة المشتقة عنھا نفس نصف 7.3.3نظرية(

)ب قطر التقار )0>RR.  

∑دالة المجموعة للسلسلةF): اذا كانت8.3.3نظرية(
≥0n

n

nxaللمتغير الحقيقيx  و نصف

)قطر التقارب )0>RRو كانتpFدالة المجموع للسلسلة المشتقة من الرتبة

( )*Ν∈pp فإنه] [ ( ) ( )( )xFxFRRxp
p

p =−∈∀Ν∈∀ )حيث ,*,; )p
F

   Fللدالةpتمثل الدالة المشتقة من الرتبة

[وكذلك     [ ( ) 









=−∈∀Ν∈∀ ∑∑

≥≥ pn

n

np

p

pn

n

np

p

xa
dx

d
xa

dx

d
RRxp ;,*,  

)): نعتبر السلسلة الصحيحة التالية 7.3.3مثال( )∑
≥ −2 1n

n

nn

x
  

 ) جد السلسلتين المشتقتين ا�ولى والثانية2، عين نصف قطر التقارب )1

  ) استنتج دالة المجموع للسلسلة المعطاة4) جد دالة المجموع للسلسلة المشتقة الثانية، 3

) حسب مقياس النسبة  1الحل: 
( )
( )

1
1

1
limlim

1

=
−

+
==

+∞→++∞→ nn

nn

a

a
R

nn

n

n
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[السلسلة الصحيحة متقاربة بانتظام على كل مجال مغلق محتوى في )2 و بالتالي  −1,1]

)) لدينا8.3.3حسب النظرية( ) ( )∑∑
≥

−

≥ −
=

′










− 2

1

2 11 n

n

n

n

n

x

nn

x
 

[لة الناتجة أيضا متقاربة بانتظام على كل مجال مغلق محتوى فيالسلس   و −1,1]

)بالتالي ) ∑∑
≥

−

≥

−

=
′










− 2

2

2

1

1 n

n

n

n

x
n

x
تكون السلسلة nبـn−2و باستبدال 

∑∑
≥≥

− =
02

2

n

n

n

n
xx ،3نعلم بأن دالة المجموع للسلسلة (∑

≥0n

n
xھي الدالة

x
x

−
→

1

1

)) بالمكاملة مرتين للدالة المحصل عليھا نستنتج الدالة4،  ) ( ) xxxx +−−→ 1ln1 

  و التي تمثل دالة المجموع للسلسلة المعطاة.

  ى سلسلة صحيحةلا النشر -3-3-4

  الدوال القابلة للنشر:

)): نقول عن الدالة3.3.3تعريف( ) fIRIRf أنھا قابلة للنشر إلى سلسلة  :→

∑صحيحة في جوار الصفر(المبدأ) إذا وفقط إذا وجدت سلسلة صحيحة
≥0n

n

nxa  ذات

)نصف قطر )0≥RR و جوارU  للصفر بحيث
  

  

                   .( ) ∑
≥

=∈∀
0

,
n

n

nxaxfUx  

): 8.3.3مثال(
( )xx

IRIRf
−→

→
11

  ى سلسلة    دالة قابلة للنشر في جوار الصفر ال:

)صحيحة و                ) ∑
≥

=−<∈∀
0

11;1,
n

nxxxIRx  

IRIRf): إذا كانت9.3.3نظرية( )جواره فإن فيقابلة للنشر :→ )( )0UCf
و ∋∞

السلسلة ھي

( )( ) n

n

n

x
n

f
∑

≥0 !

0
  

IRIRf): تعطى10.3.3نظرية( )بحيث:→ )( ) IRaaUCf ∈∈ ∞ ,

( )( ) +
∞ ∈∈ IRaaUCf )نسمي السلسلة الصحيحة , )∑

≥

−
0n

n

n axαحيث

( )( ) !naf
n

n =α نشر تايلور للدلةf في جوار النقطةa0، في حالة=a نسمي
( )( ) n

n

n

x
n

f
∑

≥0 !

0
  fسلسلة ماكلوران للدلة 
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IRIRf): إذا كانت11.3.3نظرية( (جوار0ر إلى سلسلة صحيحة في جوارقابلة للنش:→

a.فإن ھذا النشر وحيد (  

  النشر باستعمال شكل ماكلوران: 

IRIRfلتكن [من الصنف :→ [( ) +
∞ ∈− IRaaaC قابلة الى النشر الى سلسلة ,,

)ماكلوران بباقي(ٌ  ) 0≠xRn(  

  نج�قرا- باستعمال متباينة تليلور

)لدينا باقي �قرانج  ) ( ) ( )
( )( ) k

n

k

k

n x
n

f
xfxRVxn ∑

=

−=∈∀Ν∈∀
0 !

0
  و ,*0;

)بالتالي     )
[ ]

( )( ) ( ) ( )
∞∈

≤⇒≤ tf
n

x
xRtf

n

x
xR

n

n

n

n

xt

n

n
!

sup
! ,0

  

يجب أن يوجد عدد  0حيحة في جوارقابلة للنشر الى سلسلة صfحسب التعريف لكي تكون

0>α  بحيث] [ ( ) ( ) 00, lim =⇒⊂−∈∀
+∞→

xRVx n

n

αα  

[بحيثM<0ھذا الشرط يحقق وجود [ ( ) Mtft
n ≤−∈∀ ;,αα   

[وبالتالي [ ( )
!

,,
n

MxRx
n

n

α
αα ، العدد∀∋−≥

!n
M

nα
يمثل حد عام في سلسلة  

)متقاربة حسب دالنبير ومنه  ) 0lim =
+∞→

xRn

n

.  

  باستعمال شكل تليلور بباقي تكاملي

)لدينا  ) ( )
( )( ) ( )

( )
( )( )dttf

n

tx
x

k

f
xfVxn n

x n

k
n

k

k

∫∑ −

−
+=∈∀Ν∈∀

−−

= 0

11

0 !1!

0
;0*,  

 أي 
( ) ( )

( )
( )( )∫ −

−
=

−x

n

n

n dttf
n

tx
xR

0

1

!1
  

بحيث   α<0يجب أن يوجد 0قابلة للنشر الى سلسلة صحيحة في جوار fو لكي تكون

] [ ( ) ( )
( )

( )( ) 0
!1

,,
0

1

limlim =
−

−
=−∈∀ ∫

−

+∞→+∞→

x

n

n

n

n

n

dttf
n

tx
xRx αα  

  ت: تطبيقا

1( ( ) x
exf  نعلم بأنه =

( )( ) RxReexfIRxINn Rxn <>≤=∈∀∈∀  و بالتالي,;,0,
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  ( ) ( )
( )

x

n

x

x n

n e
n

x
dxe

n

tx
xR

!!1
0

1

<
−

−
= ∫

−

�حظ أن 
x

n

e
n

x

!
يمثل حد عام في 

سلسلة عددية ذات حدود موجبة وھي متقاربة حسب مقياس دالبير و بالتالي

( ) 0lim =
+∞→

xRn

n
على شكل سلسلة صحيحة في جوار fأي أنه يمكن نشر الدالة  

)  R=∞+الصفر تسمى سلسلة ماكلوران ونكتب   (
 

∑
+∞=

=

=
n

n

n
x

n

x
e

0 !
  

2( 
 

( ) xxg cos=كذلك يمكن التحقق من أنه
( ) ( ) ( ) 1cos2coscos;, ≤⇒+=∈∀∈∀ xnxxINnIRx nn π  

)و بالتالي )
!n

R
xR

n

n   أي محدود بحد عام لسلسلة متقاربة، و منه  ≥

  ( ) 0lim =
+∞→

xRn

n
)) R=∞+و بالتالي  ( )

( )∑
+∞=

=

−=
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بنفس الطريقة يمكن نشر الدالة 
 

( ) xxh sin=إلى سلسلة ماكلوان أي  
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الدوال الزائدية: الدالتين  )3
  

( ) shxxch )من الصنف, )*IRC
∞

)و )IRC
∞

على  

  الترتيب وبالتالي النشر غير المنتھي لمكلوران لكل منھما ھو على الترتيب
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  ھي kان المرفقة بالدالةو بالتالي سلسلة ماكلور  
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  صحيحة سلسلةطرق اخرى للنشر على شكل  -3-3-5

  مكاملة نشر معلوم:     

  ا*مثلةبتطبيق النظريات حول الس5سل و التكامل لدينا 
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 اشتقاق نشر معلوم: 

  بيق النظريات على النشر و ا�شتقاق لدينابتط

))R=1): جد دالة المجموع للسلسلة (3.3.9مثال( )∑
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  نجد nبـ  n−1وباستبدال
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∑تمثل السلسلة المشتقة الثانية للسلسلة21
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و التي دالة 

مجموعھا
x

x
−

→
1

1
المجموع للسلسلة المعطاة يكفي أن نشتق الدالة  ، اذن 7يجاد دالة 

[السابقة مرتين في المجال   حصل على الدالةتفنxثم نضرب في −1,1]

   ( )3
1

2

x

x
x

−
  وھـو المطلوب.  →

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  


