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  س�سل الدوال -متتاليات الدوال -2.3

  متتاليات الدوال: -1.2.3

)لتكن )IRIH ))مجموعة الدوال المعرفة على(, )IRII   IRو تأخذ قيمھا في⊃

)في المجموعةΝ): متتالية الدوال ھي التطبيق من 1.1.2.3تعريف( )IRIH الذي يرفق  ,

)و نرمز اليھا nhعدد طبيعي الدالةnبكل  )
0≥nnh.  

)): لتكن متتالية الدوال1.1.2.3مثال( )
1≥nngالمعرفة كالتالي  

     
[ ] IRng

nnxx

→
→

π,0:

sin
)و حدودھا   ) xxg sin1 =،  

        ( ) 22sin2 xxg = ،...،( ) nnxxgn sin=.  

لمتتالية الدوال  Iمن xمن أن كل نقطة): ينبغي ان نميز بين التقارب 1.1.2.3م5حظة(

)العددية ذات الحد العام )xhn و التقارب على المجالI
 

)لمتتالية الدوال )nh.  

  قارب متتاليات الدوالت

  التقارب البسيط:

)لتكن )nh متتالية الدوال من المجموعة( )IRIH ,  

)): نقول عن متتالية الدوال2.1.2.3تعريف( )nhدالة انھا تتقارب ببساطة نحو الh من

( )IRIH )المتتالية العددية Iمن xاذا كان من اجل كل , )( )xhn تتقارب نحو
  

( )xh  اي

)انه ) ( )xhxhIx n

n

=∈∀
+∞→

lim, او بعبارة اخرى

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) εε

εε

<−→>

∃∈∀>∀⇔=
+∞→

xhxhxNn

xNIxxhxh

n

n

n

,

,,;,0lim
   

)): نعتبر متتالية الدوال2.1.2.3مثال( )
1≥nf المعرفة بعبارة حدھا العام كما يلي  

                  ( ) nx

n exfIRx −
+ =∈∀ ,  

)الحل: لدينا  ) 10 =nf و بالتالي( ) 10lim =
+∞→

n

n

f  

)كذلك   ) 0, limlim ==∈∀ −

+∞→+∞→
+

nx

n

n

n

exfIRx و منه نستنتج أن متتالة الدوال 

( )
1≥nf تتقارب ببساطة نحو الدالةf و المعرفة كما يلي( ) { 0;,1

0,0

≠= xsi

x،sixf
f  

  التقارب المنتظم:

)): نقول عن متتالية الدوال2.1.2.3تعريف( )nh انھا تتقارب بانتظام نحو الدالةh من

( )IRIH )اذا كان الحد ا�على لـ Iعلى المجال , ) ( )xhxhn لى الصفر عندما ينتھي ا−
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+∞→n من اجل كلxمنI،أي( ) ( ) 0sup,lim =−∈∀
+∞→

xhxhIx n

n

)):لتكن متتالية الدوال3.1.2.3مثال( )nfذات الحد العام( ) nnxxfn sin=،1≥n   

تتقارب ببساطة نحو الدالة المعدومة و بالتالي

[ ] ( ) ( ) 01sinsupsup,,0 →
+∞→

==−∈∀
n

n nnnxxfxfx π  و منه نستنتج أن

)متتالية الدوال  )nf تتقارب بانتظام نحو الدالة المعدومة على[ ]π,0.  

)): نعتبر متتالية الدوال4.1.2.3مثال( )
0≥nngبحيث[ ] ( ) ( )n

n xxxgx −=∈∀ 1,1,0  

)قاربات لمتتالية الدوالادرس الت )
0≥nngعلى المجال[ ]1,0  

)الحل: واضح أن ) ( ) 010 == nn gg و بالتالي( ) ( ) 010 limlim ==
+∞→+∞→

n

n

n

n

gg  

[و إذا كان  [ ( ) ( ) 01,101,0 limlim =−=<<⇔∈
+∞→+∞→

n

n

n

n

xxxgxx  

)ومنه متتالية الدوال )
0≥nng تتقارب ببساطة نحو الدالة المعدومة  

أي ngالتقارب المنتظم: لدراسته نستعمل المشتقة لتحديد القيمة العظمى للدالة

] [ ( ) ( ) ( )[ ]nxxxgx
n

n +−−=′∈∀ −
111,1,0

1
)ومنه ) 110 +=⇔=′ nxxg

وبالتالي

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )ngxgxgxgx
n

n

n

n

n

1supsup,1,0 limlimlim
+∞→+∞→+∞→

==−∈∀                                       

00
1

1
1

1

1
lim =×=









+
−

+
=

+∞→

e
nn

n

n

)منهو  )
0≥nngمتقاربة بانتظام على[ ]1,0.  

): التعاريف السابقة تدل على أن التقارب المنتظم لمتتالية الدوال يستلزم 2.1.2.3م5حظة(

)التقارب البسيط و ذلك �ن ) ( ) ( ) ( )xfxfxfxfIx nn −≤−∈∀ sup,  

  عكس ھذه الم5حظة غير صحيح

)): متتالية الدوال5.1.2.3مثال( )
0≥nnkحيث[ ] ( ) n

n xxkx =∈∀ تتقارب ببساطة نحو 1,0,

الدالة    
10

1

<≤
=

x

x لما( ) {0

1=xkلكن[ ] ( ) 1sup,1,0 lim =∀
+∞→

xkx n

n

و بالتالي     

( )
0≥nnkقاربة بانتظام علىليست مت[ ]1,0.  

  متتالية الدوال و ا�ستمرار:

): النھاية المنتھية لمتتالية الدوال المستمرة و المتقاربة بانتظام على المجال1.1.2.3نظرية(

[ ]ba, مستمرة على[ ]ba,   
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)البرھان: لتكن متتالية الدوال )nf  نفرض انھا مستمرة على[ ]ba, لنبين أنھا اذا كانت ،

]مستمرة على  fن، فاfمتقاربة بانتظام نحو الدالة ]ba,  

ليكن
( ) [ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )000

0

2

0 ,,,

xfxfxfxfxfxf

xfxfbaxx

nnnn −+−+−

≤−∈
     

)من التقارب المطلق للمتتالية )nf    
نستنتج انه،

( ) ( ) ( )
( ) ( ){ )1...(..........3

)2(..........300
,0

ε
εεε <−

<−⇒∃>∀ xfxf

xfxf

n

n
N و بما أن ،nf0مستمرة عندx

)يمكن ان نجد )0, xεαبحيث
  

( ) ( ) )3........(300 εα <−→<− xfxfxx nn

)) نجد 3) و (2)، (1من( ) ( ) εααε <−→<−>∃>∀ 00,0,0 xfxfxx ايf

]مستمرة على ]ba,.  

)) متتالية الدوال4.1.2.3): من المثال(6.1.2.3مثال( )ngمستمرة و متقاربة بانتظام على

[ ]مستمرة علىgنحسب النظرية السابقة نستنتج أ 1,0[ ]1,0.  

):اذا كانت متتالية الدوال المستمرة تتقارب نحو دالة ليست مستمرة فإنھا 3.1.2.3م5حظة(

  ليست متقاربة بانتظام 

  ).5.1.2.3): انظر المثال(7.1.2.3مثال(

  مكاملة متتالية الدوال:

)): اذا كانت متتالة الدوال المستمرة 2.1.2.3نظرية( )nf تتقارب بانتظام على المجال[ ]ba, 

)فإن  fنحو الدالة ) ( )∫∫
+∞→+∞→

=
b

a

n

n

b

a

n

n

dxxfdxxf limlim  

)او نكتب    ) ( )∫∫ =
+∞→

b

a

b

a

n

n

dxxfdxxflim  

) 1.1.2.3نھاية منتظمة لمتتالية الدوال المستمرة فھي مستمرة حسب النظرية( fالبرھان: لتكن

)و بالتالي قابلة للمكاملة ، اضافة لذلك يوجد )εNيتعلق بالمتغير �x     بحيث
  

[ ] ( ) ( ) ( ) εε <−⇒>∈∀ xfxfNnbax n,,لدينا

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫ ∫ −≤−=−
b

a

n

b

a

n

b

a

b

a

n dxxfxfdxxfxfdxxfdxxf   

( )abdx

b

a

−=< ∫ εε  و منه نستنتج( ) ( )∫ ∫⇒
b

a

a

a

n dxxfdxxf   
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)تمرة): نعتبر متتالية الدوال المس8.1.2.3مثال( )nh بحيث
  

[ ] ( ) ( )xnxxhx
n

n −=∈∀ )بين ان -1,1,0 )nh،تتقارب ببساطة  

ھل 
( )nh

]تتقارب بانتظام على  )ان كانت كذلك احسب -؟ 1,0[ )dxxhn

n
∫

+∞→

1

0

lim  

)) لدينا1الحل:  ) ( ) 010 == nn hh كذلك

] [ ( ) 00,1,0  →⇒ →∈∀
+∞→+∞→ nnn

n
xhnxxو منه

( )nh
تتقارب ببسطة 

  hنحو الدالة المعدومة

�حظ أنه )3] ] ( ) ( ) nn
nxxxnxhx −−=′∈∀ − 1,1,0 12

و بالتالي 

( ) 10 −=⇒=′ nnxxhو منه

[ ]
( ) ( ) 010sup 1

1,0
limlim ≠=−=− −

+∞→∈+∞→

ennhxh n

n

n
xn

اي ان 
( )nh

ليست 

]متقاربة بانتظام على ]1,0
  

)ومنه ) ( )∫∫ =≠
+∞→

1

0

1

0

0lim dxxhdxxhn

n
  

  :ا�شتقاق و متتالية الدوال

)تبر): نع3.1.2.3نظرية( )nf  ستمرار�متتالية الدوال المستمرة و القابلة ل5شتقاق مع ا

]على المجال ]ba, ،1و كان( ( )nf تتقارب ببساطة نحو الدالةf   

)) متتالية الدوال المشتقة2    )nf [علىgتتقارب بانتظام نحو الدالة′ [ba,  

)فان )nfتتقارب  بانتظام نحو الدالةf القابلة ل5شتقاق على] [ba,و

] [ ( ) ( )xgxfbax =′∈∀ )او بعبارة اخرى,, ) ( )xfxf n

n

n

n

′=
′

+∞→+∞→
limlim  

): لتكن متتالية الدوال)10.1.2.3مثال( )nfبحيث[ ]
nxx

n IRf
1

2

1,1:
+→

→−   

)واضح أن ) xxfn

n

=
+∞→

lim لكن] [ ( )
nx

x
xfx n

1
,1,1

2 +
=′−∈∀   

( )nf [تتقارب على′ )حيثgنحو الدالة −1,1] ) xxxg غير معرفة عند الصفر فھي  =

)اي fتختلف مشتق الدالة  ) ( )xfxg )و بالتالي≠′ )nf.ليست متقاربة بانتظام  
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  س�سل الدوال - 2-2 -3

[لتكن متتالية الدوال ذات الحد العام [ IRbafn )يمكن:,→ )+∞=−∞= ba ,  

   و التكن السلسلة   

                    
  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )xfxfxfxS

xfxfxS

xfxS

nn +++=

−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−

+=

=

.....10

101

00

   

[منxمجموعة ا�عدادDنسمي  [ba,  بحيث تكون السلسلة العددية( )∑
+∞

=0n

n xf  متقاربة

)و نكتب  Fوھي مجال تعريف دالة المجموع  ) ( )∑
+∞

=

=→∈∀
0

:,
n

n xfxFxFDx ،

)أو نكتب ) ( )xFxSn   .n→∞+لما →

  تقارب س�سل الدوال:

  التقارب البسيط:

∑): نقول سلسلة الدوال1.2.2.3ريف(تع
+∞

=0n

nfأنھا تتقارب ببساطة نحو دالة مجموعھاF  على

[مجالال [βα ,⊃Dإذا كانت السلسلة العددية( )∑
+∞

=0n

n xfمتقاربة من أجل كلx من] [βα , 

)أي أن )xSnتتقارب نحو( )xF  

]): في المجال1.2.2.3مثال( ]1,0
  

∑سلسلة الدوال
+∞

=0n

nfبحيث

[ ] ( ) 1;1,0, +−=∈∀∈∀ nn

n xxxfxINn   

�حظ أن السلسلتين( )0
0

∑
+∞

=n

nf،( )1
0

∑
+∞

=n

nf متقاربتين

] [ ( )
( )

1,1,0
1

21

1 <=
−

−
=∈∀

+

++

+
x

xx

xx

xf

xf
x

nn

nn

n

n

  أي متقاربة مطلقا فھي متقاربة   

∑ومنه سلسلة الدوال
+∞

=0n

nf تتقارب ببساطة على المجال[ ]1,0
 . 
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  التقارب المنتظم:

∑):نقول عن سلسلة الدوال2.2.2.3تعريف(
+∞

=0n

nf أنھا تتقارب بانتظام نحو دالة مجموعھاF

[على المجال [βα ,⊃Dيعني

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ε

εεεε

<+++

⇔<→≥>∀∃>∀

+ xfxfxf

xRNmnN

nmm

n

...

;,0

1

   

∑): ادرس التقارب المنتظم لسلسلة الدوال2.2.2.3مثال(
+∞

=0n

ng حيث

[ ] ( ) ( )
1

1
;1,0

+
−

=∈∀
n

x
xgx

nn

n  وھذا يمثل حد عام لسلسلة عددية متناوبة متقاربة حسب

)لبنز، من جھة اخرى إذا كان  )xRn باقي ھذه السلسلة لدينا 

[ ] ( )
+∞→

+

→
+

≤
+

≤∈∀
n

n

n
nn

x
xRx 0

2

1

2
;1,0

1

∑ومنه نستنتج أن 
+∞

=0n

ng تتقارب بانتظام

]على المجال ]1,0.  

  ):التقارب النظيمي( شرط كافي للتقارب المنتظم

∑): نقول عن سلسلة الدوال3.2.2.3تعريف(
+∞

=0n

nf أنھا تتقارب نظيميا على المجال] [βα ,

∑عندما توجد سلسلة عددية ذات حدود موجبة متقاربة 
+∞

=0n

nV بحيث

] [ ( ) nn Vxfx ≤∈∀ ,, βα  

متقاربة نظيميا على nfعام)(نظرية ديني): إذا كانت سلسلة الدوال ذات الحد ال1.2.2.3نظرية(

] [βα   فإنھا تتقارب بانتظام عليه.,

∑): إذا كانت سلسلة الدوال المحدودة2.2.2.3نظرية(
+∞

=0n

nf طلقا علىممتقاربةI  فإنھا تقبل

)سلسلة حادة من ا�على تحقق ) nnn VxfVIx ≤>∃∈∀   أي أنھا متقاربة نظيميا.,0;

المعرفة كالتالي: nf): لتكن الدالة العددية3.2.2.3مثال(
 

2sin;*,

:
nnxxIRxINn

IRIRf
→∈∀∈∀

→  

)اضح أنهو ) 21,, nxfIRxINn n وأن ∀∋∀∋=
21 n  يمثل حد عام لسلسلة عددية

) السلسلة المعطاة متقاربة نظيميا و منه فھي متقاربة 2.2.2.3متقاربة و بالتالي حسب النظرية(

  .IRبانتظام على
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  س�سل الدوال و ا�ستمرار:

)): في الفضاء النظيمي المعرف على3.2.2.3نظرية( )IRII إذا كانت سلسلة الدوال⊃

∑
+∞

=0n

nfمستمرة و محدودة علىIفإنھا تتقارب بانتظام نحو دالة مجموعھاFالمستمرة على

I.  

∑): نعتبر سلسلة الدوال4.2.2.3مثال(
≥1n

ng بحيث[ ] ( )
33

2

,1,0
xn

nx
xgx n +

=∈∀   

  لھذه السلسلة مستمرةGبين أن دالة المجموع

)لدينا x=0) إذا كان 1الحل:  ) 00 =ng و بالتالي( )0
1

∑
≥n

ngمتقاربة  

[) إذا كان2 ] ( )
23

2 1
,1,0

nn

nx
xgx n ≤≤∈∀،2

1

n
ثل حد عام لسلسلة متقاربة و يم

]بالتالي سلسلة الدوال متقاربة نظيميا على ]و منه السلسلة متقاربة بانتظام على1,0[ و  1,0[

]مستمرة علىngبما أن الدوال مستمرة G) دالة المجموع3.2.2.3حسب النظرية(1,0[

]على ]1,0.  

  تكامل س�سل الدوال: 

∑): إذا كانت4.2.2.3نظرية(
≥0n

ng علىسلسة دوال مستمرة ومتقاربة بانتظام

[ ]ba,⊃ℜنحو دالة مجموعھاGالمستمرة على[ ]ba,فإنه توجد سلسلة دوال∑
≥0n

nk

]معرفة على ]ba,:كالتالي[ ] ( ) ( )∫=∈∀Ν∈∀
x

a

nn dttgxkbaxn تتقارب ,,;

]بانتظام على ]ba,نحو الدالة( ) ( )dttGxK

x

a

  و لدينا كذلك =∫

( ) ( ) ( )∑∫ ∫ ∑∑
≥ ≥≥









==

1 11n

x

a

x

a n

n

n

nn dttgxkdttg(تكامل السلسلة=سلسلة التكام5ت)  

)): استخدم تكامل الس5سل لحساب المجموع5.2.2.3مثال( ) ( )∑
≥

+−
0

131
n

n
n  

)الحل: نعرف سلسلة الدوال بسلسلة صورھا )∑
≥

−
0

31
n

nn
xعلى المجال[ قاربة وھي مت1,0[

بانتظام عليه وبالتالي حسب النظرية لدينا من جھة 
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( ) ( ) ( )
∑ ∫ ∑∫∑

∞+

= ≥

∞+

= +

−
=−=−

0

1

0 0

3

1

0 0

3

13

1
11

n n

n

nn

n

nn

n
dxxdxxمن جھة اخرى( )∑

≥

−
0

31
n

nn
x

يمثل نشر معمم في جوار الصفر للدالة
311 xx و منه  →+

( )
2

3

3

2
2ln

1
1

1

0

3

1

0 0

3
arctg

x

dx
dxx

n

nn +=
+

=− ∫∫∑
+∞

=
  وھي قيمة المجموع. 

   س�سل الدوال و ا�شتقاق:

[نعتبر في المجال [baI ∑سلسلة الدوال=,
≥0n

nf و القابلة ل5شتقاق مع

)ا�ستمرار(محدودة) أي من الصنف )IRIC ,1
∑، وبفرض أن

≥0

'
n

nf  متقاربة بانتظام

السلسلةIمن 0xفإنه حسب متتالية الدوال و ا�شتقاق و من أجل كلIعلىGنحو الدالة

∑
≥0n

nh:و المعرفة بـ
 

( ) ( )dttfxhIxn
x

x∫=∈∀Ν∈∀
0

';,  

)نحو الدالةIمتقاربة بانتظام (نظيميا) على ) ( )dttGxH
x

x∫=
0          

IRI(Iمن المجالnf):  لتكن الدوال5.2.2.3نظرية( IRE(E) في⊃ ) او(=

CE ))عناصر سلسلة الدوال من الصنف= )IRIC ,1
  ، و لدينا

1( ∑
≥0

'
n

nf سلسلة متقاربة بانتظام (نظيميا) علىIنحو الدالةG 

)بحيثIمن0xتوجد على ا�قل  )2 )∑
≥0

0

n

n xfتتقارب ببساطة نحو العددµ  

∑فإن سلسلة الدوال
≥0n

nfتتقارب بانتظام (نظيميا) علىIنحو الدالة

( )∫+→
x

x
dttGx

0

µو المساواة صحيحة ،
  

( ) ( )







= ∑∑

≥≥ 00

'
n

n

n

n xf
dx

d
xf  

∑: نعتبر سلسلة الدوال)6.2.2.3مثال(
≥0n

nf المعرفة بعبارة الحد العام للسلسة العددية
   

( ) ( ) inxn

n exnxfIRxINn 1,, +=∈∀∈∀  

  ادرس تقارب ھذه السلسلة. 

)) إذا كان 1الحل:  ) 01 lim ≠⇒≥
+∞→

xfx n

n

∑و منه السلسلة 
≥0n

nfمتباعدة  
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حسب دالنبيرx>1) إذا كان2 
( )

( )
11

lim <+

+∞→ xf

xf

n

n

n

[فھي متقاربة على [ D⊃− كذلك1,1

] [
] [

( ) ( )
+∞→−∈

→+=⊆−
n

n

n
aax

anxfDaa 01sup,,
,

و بالتالي نستنتج أن سلسلة  

  .Dالدوال متقاربة بانتظام على

∑عتبر سلسلة الدوالن
≥0n

nk حيث( ) ( ) 1+
=

nix

n xexk واضح أن

( ) ( ) ( )xfeixxkDx n

ix

n +=∈∀ ∑دالة المجموع للسلسلةKو التكن ,'1
≥0n

nk 

)،x=0، من أجلDعلى )0
0

∑
≥n

nkتتقارب ببساطة نحو( )0K  

∑دالة المجموع للسلسةFكذلك لتكن
≥0n

nfحسب النظرية( ) ( ) ( )xFxxK α='  حيث

)فقط، مما سبق نستنتج أن xتتعلق بـ αالدالة )
ix

ix

xe

xe
xK

−
=

1
و بالتالي 

( ) ( )
( )2
1

1
'

ix

ix

xe

eix
xK

−

+
)نأخذ = ) ( ) ix

eixx += 1α ومنه نستنتج أن

( ) ( )2
11 ix

xexF ∑وھي صورة دالة المجموع لسلسلة الدوال=−
≥0n

nf.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  


