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I. قيقيةالح عموميات حول الدوال:  

   :الدالة تعريف. 1

Eمن لمتغير حقيقي  )عددية(حقيقية  دالةنسمي      نحو كل علاقةf  ترفق بكل عنصرx منE واحدا على الأكثر اعنصر

y  من نكتب و: 
:

( )

f E

x y f x








لها صور  تسمى مجموعة السوابق  التي و fدالةبال  xصورة  y و سابقة  x تسمى 

}و نكتب  fD: ونرمز لها بـ fالدالة جموعة تعريفبم  fبالدالة  / ( ) }fD x E f x  .  

  :خاصةت حالا

Eفي الحالة  -1   الدالة f   ف متتاليةعددية( حقيقيةتعر.(  

fD بحيث نحو Eمن  دالة  f إذا كانت -2 E  فإنf  ىاتطبيقتسم.  

  : ةلمثأ

f:: علاقة ال) 1   حيث :
2

1
( )

1
x y f x

x
 


 لمتغير حقيقي  حقيقيةهي دالة.  

f:لتكن ) 2   ندالة عددية لمتغير حقيقي، لنعي fD عريفموعة تمجf في كلّ الحالات التالية:  

)2) أ ) 1f x x .  f 2 فةمعر 1 0x     ومنهf معرفة ] , 1[ ] 1, [x       وبالتالي] , 1[ ] 1, [fD        

1) ب
( )

( )
f x

E x
.   f فةمعر ( ) 0E x    ومنه   f 0,1] معرفة[x     وبالتالي ] , 0[ [1, [fD                 

)2) ج ) ln(4 )f x x .   f24 فةمعر 0x    ومنهf معرفة ] 2, 2[x    وبالتالي ] 2, 2[fD         

f:لتكن  :منحنى الدالة. 2   د المستوي بمعلم متعامد و متجانسدالة  عددية لمتغير حقيقي، نزو.  

)مجموعة النقط  , )M x y حيث fx D و ( )y f x  ىمنحنىتسم f ونرمز له fC ونكتب: { ( , ) / ( )}f fC M x y x D y f x     

f:لتكن  : :شفعية دالة. 3   فة علىدالة  معرfD  مجموعة متناظرة بالنسبة للصفر أي f fx D x D      

f فردية إذا وفقط إذا تحقّق :, ( ) ( )fx D f x f x       وf زوجية إذا وفقط إذا تحقّق :, ( ) ( )fx D f x f x     

   :اتملاحظ

  )ور التراتيبلحامل لح بالنسبة(يكون متناظرا بالنسبة لمبدأ المعلم ) زوجية(حنى دالة فردية من - 1

}: إذا رمزنا بـ -2 / 0}f fD x D x    و { / 0}f fD x D x    نكتفي بدراستها على ) زوجية(تغيرات دالة فردية  ولدراسة

fD
 )fD

 (نرسم منحناها لمبدأ المعلم  ونكمل إنشاءه بالتناظر بالنسبة  ثم)بالنسبة لحامل لحور التراتيب( 

f:لتكن :تطبيق    2دالة  حيث( ) ln( 1)f x x x  .  اثبت أن :fD   و أن f فردية.  

f:لتكن   :دورية دالة. 4   دالة.  نقول أنf إذا وجد عددا حقيقيا موجبا تماما دالة دوريةT بحيث:  

, ( ) ( )fx D f x T f x       ىموجب تماماعدد حقيقي أصغر يسمT بدور الدالة f.  
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  .هالـ هو كذالك دور kT فإنf  دالةدورا ل Tإذا كان   :ةملاحظ

  : ةمثلأ

cosxالدالة ) 1 x 2ودورها  ورية دT   

sinxالدالة ) 2 x  2ودورها  دوريةT   

)الدالة ) 3 )x x E x )1ودورها  دورية  )دالة الجزء العشريT  ) يكفي أن نبرهن( ) ( ) ,E x k E x k k    (  

f:إذا كانت  :نتيجة  و دورها دالة دوريةT فإن :g   المعرفة بـ الدالة: ( ) ( )g x f ax b حيث*aوb 

 دورية و دورها
T

a
.  

)لدينا : برهان ) ( )f x T f x  و نثبت أن :( )
T

g x g x
a

 
  

 
.  

 لدينا    ( )
T T

g x f a x b f ax b T f ax b g x
a a

    
             

    
  

,3 :مثال 5, ( ) tan(5 3)b a g x x    و( ) tanf x x.tan ودورها  دوريةT  إذاtan(5 3)x   ودورها  دورية
5

T


  

    :الدوال المحدودة. 5

f: لتكن I   فة علىدالة معر fI D  و( )f I مجموعة قيمf ي أ( ) { ( ) / }f I f x x I     

  :ريفاتع

)إذا وفقط إذا كانت   من الأعلى محدودة f نقول أن )1 )f I يلي إذا تحقق ما أي  محدودة من الأعلى: 

, , ( )M x I f x M      
)إذا وفقط إذا كانت   لسفمن الأ محدودة f نقول أن )2 )f I أي  إذا تحقق ما يلي سفلمحدودة من الأ: 

, , ( )m x I f x m      

)إذا وفقط إذا كانت  محدودة f نقول أن )3 )f I  أي  إذا تحققمحدودة:, , , ( )m M x I m f x M       

,0:إذا وفقط إذا تحقق ما يلي محدودة fنى آخرأو بمع , | ( ) |M x I f x M      

  :اتملاحظ

)فإن  اموعة  محدودة f إذا كانت) 1 )f I  في محدودة ا أعلىا أسفل و و تقبل حدفي هذه الحالة نرمز بـ و حد :  

sup ( ) sup ( )
x I

f x f I


  و inf ( ) inf ( )
x I
f x f I


 .القيمتان sup ( )f x و inf ( )f x الح يان على التواليتسمعلىالأ د  و الحد

sup :و نرمز لهما بـ fالأسفل للدالة  f و inf f و لدينا  

0 0

, ( )
sup

0, , ( )

x I f x M
M f

x I f x M 

  
  

      و 
0 0

, ( )
sup

0, , ( )

x I f x m
m f

x I f x M 

  
  

     
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supدانالح )2 ( )f x و inf ( )f x إلى  ينتميان بالضرورة لا( )f I.  في حالةsup ( )f x و inf ( )f x إلى  ينتميان( )f I نقول أن

على تصيب حديها f: و هذا يعني Iعلى تصيب حديها fالدالة 
0 0

1 1

, s u p ( ) ( )

, i n f ( ) ( )

I

I

x I f x f x
I

x I f x f x

  



  

  

    :ةمثلأ

:لة الدا) 2 lng x x    غير محدودة علىgD 0[ دينانه للأ, [gD   و ( ) ] , [gg D     غير محدودة.   

)الدالة ) 3 )x x E x محدودة على   لأنــه لدينا, 1 ( )x x E x x     ومنه( ) 1x E x x     

,إذا  0 ( ) 1x x E x      

3الدالة ) 3
: ,

2 2
f I

  
   

  حيث ( ) cosf x x.  الدالةf محدودة  لأن   1,1f I   محدودة  

supلدينا و ( ) sup ( ) 1f x f I  و inf ( ) inf( ) 1f x I   الدالة و نستنتج أنf يهاعلى تصيب حدI لأنّه يوجد  

0 00 , ( ) (0) cos0 1 supx I f x f f       1 و 1, ( ) ( ) cos 1 infx I f x f f           

  :اتجاه تغير دالة .6

f: لتكن :ريفاتع    فة علىدالة عددية معر fD  .  

fIعلى اال ) تماما متزايدة(متزايدة  fنقول أن ) 1 D إذا كان:

1 2 1 2 1 2 1 2, , ( ) ( ) ( ( ) ( ))x x I x x f x f x f x f x        

fIعلى اال ) تماما ةناقصمت(ة ناقصمت fنقول أن ) 2  D إذا كان:  

 1 2 1 2 1 2 1 2, , ( ) ( ) ( ( ) ( ))x x I x x f x f x f x f x       
fIرتيبة على   fنقول أن ) 3 D  الإذا كانت متزايدة على كل اI  أو متناقصة على كلI.  

  :ةملاحظ

fIعلى) تماما رتيبة(رتيبة  fنقول أن D متزايدة تماما( إذا كانت متزايدة( ّال على كلاI  أو متناقصة)على كلّ) متناقصة تماما I.  

fIعلى  fلدراسة اتجاه تغير دالة   :نتيجة D  1يكفي أن ندرس إشارة 2

1 2

( ) ( )f x f x

x x




1 حيث Iمن  2xو 1xمن أجل   2x x  

1إذا كانت ) 1 2

1 2

( ) ( )
0 ( 0)

f x f x

x x


 


 فإن

 
f على  )متزايدة تماما( متزايدةI  

1إذا كانت ) 2 2

1 2

( ) ( )
0 ( 0)

f x f x

x x


 


 فإن

 
f على )متناقصة تماما(ناقصة مت I 

  : مثال

)2  :المعرفة بـ  fالدالة  ) 4 3f x x x    التماما متناقصةعلى ا  , 2 2 :لأن( ( ) ( 2) 1)f x x   و لدينا

2 2
1 2 1 2 1 2 1 22, 2 2 0 ( 2) ( 2) ( ) ( )x x x x x x f x f x              
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 على اال تماما متزايدة  fالدالة 2,  1من أجل لأنّهx 2وx  من 2, 1 حيث 2x x
  لدينا 

1 2

1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2
4

1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( 2) 1 (( 2) 1) ( 2) ( 2) ( )( 4)
4 0

x x

x x

f x f x x x x x x x x x
x x

x x x x x x x x



 

           
      

   
  

II- تالنهايا:  

من الشكل مفتوح  مجال كلّ 0xنسمي جوارا لـلعدد الحقيقي  : أو 0x جوار عدد حقيقي . 1 0 0,x x   0 حيث    

كلّ مجال من الشكل  ))لـ  اجوار نسمي و ,a  ) ,b( حيث ,a b  

f:لتكن  :0xجوار عدد حقيقي  الدالة المعرفة في .2 I    0 وx عددا حقيقيا . نقول أنf  فة على جوار0معرx   

: تحقق إذا 0 00, ,x x I        

f:لتكن :نهاية دالة عند عدد حقيقي. 3 I    فة على جوار العدد دالة0 معرx 0باستثناء محتمل عندx   

,00:ق الشرطإذا تحقّ 0xعند lمنتهية تقبل نهاية fنأنقول . عددا حقيقيا lليكن :1تعريف  0:( ( ) )x x f x l             

)أن قول كذلك ون  )f x إلى  ؤوليl عندما x 0 يؤول إلىx  انرمز إذو: 
0

lim   ( )
x x

f x l


 أو 
0

lim   
x

f l  

أن إثبات: ملاحظة
0

lim   ( )
x x

f x l


  إيجادباستخدام التعريف يتمثل في  بدلالة  0وx .    

:لإثبات أن: مثال
2

lim 3 5 1
x

x


  باستخدام التعريف 0:يكفي أن نثبت أن,  0 : ( 2   3 6 )x x             

3 6 3 2 2
3

x x x


         . يكفي اختيار إذا
3


   العلاقةللحصول على :

0,  :   2   3 6
3 3

x x
 

            

  .فهي وحيدة aنهاية عند   fإذا قبلت الدالة ).وحدانية النهاية:(نظرية

  .بهة لإثبات وحدانية النهاية عند المتتالياتبطريقة مشانبرهن  :برهان

)متتاليةل كمن أجل  إذا وفقط إذا كان 0xعند العدد  lنهاية  fتكون للدالة. )النهايات و المتتاليات(:نظرية )ns منI 0 متقاربة نحوx 

lim: يكون   ( )n
n

f s l


. ونكتب :
0

0lim   ( ) :[( lim ) lim   ( ) ]n n n
x x n n

f x l s I s x f s l
  

     
 

لإثبات أن : نتيجة
0

lim  ( )
x x

f x


)غير موجودة  يكفي إيجاد متتاليتين   )ns  و( )nt 0نفس النهاية  لهماx  بينما نهايتي( )nf s  و( )nf t مختلفتان.  

1:فة كما يليالمعرf الدالة  نهايةأن   لنثبت :مثال
( ) cosf x

x
  0غير موجودة عند 0x .  

1: المتتاليتانلتكن 

2
ns

n
  1و

(2 1)
nt

n 



lim بينما 0نهايتهما تؤولان إلى     ( ) lim   cos(2 ) 1n

n n
f s n

 
    

limو    ( ) lim   cos(2 1) 1n
n n

f t n 
 

     وبالتالي الدالةf  0لا تقبل نهاية عند .  

,00 :إذا تحقق الشرط 0x إلى xعند ما يؤول تؤول إلى  fنقول أن  :2تعريف  0 : ( )A x x f x A          

 :رمز بـو ن
0

lim  ( )
x x

f x


  
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 نقول أنf  تؤول إلى عند ما يؤولx 0إلىx 00 :إذا تحقق الشرط,  0 : ( )A x x f x A          

 :رمز بـو ن
0

lim  ( )
x x

f x


.  

    :يسارنهاية دالة عند عدد حقيقي من اليمين و ال. 4

   :ريفاتع

 نقول أن f  تقبل نهاية l  0عندx من اليمين ونكتب :
0

lim   ( )
x x

f x l




 إذا تحقّق الشرط: 

0,  0 : [0 ( ) ]x a f x l              

 نقول أن f  تقبل نهاية l  0عندx اليسار ونكتب من :lim  ( )
x a

f x l




 إذا تحقّق الشرط: 

00,  0 :[0 ( ) ]x x f x l              
  فإن النهايتين على اليمين و اليسار موجودتين أيضا و بكون لدينا  0xعند عدد l تقبل نهاية fتإذا كان :ملاحظة

0
0 0

lim   ( ) lim   ( ) lim   ( )
x x

x x x x

f x f x f x l
 
 

  
  

  :نتائج

1(
 0

0 0

lim   ( ) lim   ( ) lim   ( )
x x

x x x x

f x f x l f x l
  
 

   
  

إذا كانت  )2
0 0

lim   ( ) lim   ( )
x x x x

f x f x
 

 

 فإن f 0عددال  تقبل نهايةx

 
  

  :أمثلة

الدالة المعرفة على  fلتكن ) 1   ,1 1,   بـ :
3 8

( )
1

x
f x

x





  

لدينا 
2

2

1 1 1
1 1

( -1)( 1)
lim   ( ) lim ( ) lim ( ) lim lim( 1) 3

1x x x
x x

x x x
f x f x f x x x

x    
 

 
      


  

2 (
 0 0

| |
lim  lim  1
x x

x x

x x 

 

  و
 0 0

| |
lim  lim  1
x x

x x

x x 

 


    ومنه

0 0

| | | |
lim  lim  
x x

x x

x x 

 


 

|وبالتالي الدالة |x
x

x


 
  0تقبل نهاية عند لا

الينا أحد على فةمعر دالة  fلتكن :لانهاية نهاية دالة عند. 5 ,a  أو , bحيث ,a b   

  :تعاريف

1. lim (x) ( ) 0,  0 :[ ( ) ]
x

f l l x f x l   


           

2 .lim (x) ( ) 0,  0 :[ ( ) ]
x

f l l x f x l   


            

3 .lim (x) + 0,  0 :[ ( ) ]
x

f A x f x A 


          

lim: نعرف النهايات) 3(بطريقة مشابهة للتعريف ( )
x

f x


 ،lim ( )
x

f x


  وlim ( )
x

f x



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  :لعمليات على النهاياتا. 6

حالات لا هناك في حساب النهايات لكن  تبقى صالحة بالنسبة للدوال تتالياتكل حالات العمليات على النهايات المذكورة في موضوع الم

0،(تعيينالاة حالات عدن كالحالات الموالية المسم يد النهاية إلا بطرق مناسبةنتمكّن فيها من تحد


،0

0
 ، ،1 00و( .  

  :مثلةأ

حساب  )1 3 2lim 3
x

x x


 . 3عندما نكتب 2lim lim 3
x x

x x
 

     ا يلي لكن نستطيع رفع عدم التعيين كم :

 2 2 3 33
lim 3 lim 1 lim
x x x

x x x x
x  

 
      

 
.  

حساب  )2
24

lim
1x

x x

x




عندما نكتب . 

2

0

0

lim 4 0

lim 1 0
x

x

x x

x








 :نستطيع رفع عدم التعيين  كما يلي ،  

22
2

2

1
lim (4 )lim (4 )

lim 4
1lim ( 1) lim (1 )

xx

x

x
x

xx x
x x

x x
x









   

 
. 

حساب  )3
2

sin
lim
x

x

x
لدينا .

2 2 2

1 sin 1
,  -

x
x

x x x
    2 :وبما أن 2

1 1
lim lim 0
x xx x 


  حسب نظرية الحصر يكون :

2

sin
lim 0
x

x

x


  
0xمقارنة الدوال في جوار . 7 :  

:ريفاتع
 

0xباستثناء محتمل عند 0x  جوار Vتين معرفتين علىدال gوfلتكن
  

1 (نقول أن
 
f مهملة أمامg  يؤولعندماx 0إلىx  )0أو عندx(  ونكتب

0

( )
x x

f g


 إذا وجدت دالة  بحيث:  

, ( ) ( ) ( )x V f x x g x   و 
0

lim ( ) 0
x x

x


   

2 (نقول أن
 
gمسيطرة علىf  يؤولعندماx 0إلىx  )0أو عندx(  ونكتب

0

( )
x x

f g


o إذا وجدت دالة k بحيث:  

, ( ) ( ) ( )x V f x x g xk   الدالة  وk محدودة علىV   

ينلرمزا
 
 و o يا رمزي لاندويسم.  

  :ملاحظات

  :فإن0x  جوار Vلا تنعدم في g إذا كانت

)أ
 0

0

( )
( ) lim 0

( )x xx x

f x
f g

g x

               ب( f
g

 Vمحدودة على  
0

( )
x x

f g


 o  

 )1 :أمثلة
3 2

0

( )
x

x x


  2( (| ln |) ( ) ( 0)
x

x x  


 3( 
2 22 ( )
x

x x


o4( 
0

(ln | |) ( ) ( 0)
x

x x  



   

  :الدوال المتكافئة. 7

:تعريف
 

0حيث 0xجوار   Vتين معرفتين علىدال gوfلتكن { , }x      .
  

 نقول أنf تكافئg  يؤولعندماx 0إلىx  )0أو عندx(  ونكتب
0

( )
x x

f g


 إذا تحقّق ما يلي: 
0

( )
x x

f g g


  
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 نلاحظ أن :ملاحظة
0 0

( ) ( )
x x x x

f g g f g f
 

        

:واصخ
   

) العلاقة )1 ) فة في جوارعوال المعر0لاقة تكافؤ في مجموعة الدx 
  

2(
 

:  فإن0x  جوار Vفي انلا تنعدم gو f إذا كانت
0

0

( )
l i m 1

( )x xx x

f x
f g

g x

         

3 (
0 0

0

( ) ( lim ( ) ) lim ( )
x x x xx x

f g f x l g x l
 

     

4 (
0

0

lim ( ) 0
x x x x

f x l f l
 

     

:  فإن0x  عدد جوار Vعلى تقبل الاشتقاق f إذا كانت) 5
0

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
x x

f x f x x x f x


          

  :العمليات على الدوال المتكافئة

  :حيث  من 0x في جوارة معرفدوالا  k و f  ،g، hذا كانت إ) أ      
0

( ) ( )
x x

f x g x

و 

0

( ) ( )
x x

h x k x

 فإن:  

1( 
0

( ) ( ) ( ) ( )
x x

f x h x g x k x

   

: فإن0x في جوار انتنعدم لا  k و hإذا كانت ) 2
0

( ) ( )

( ) ( )x x

f x g x

h x k x
  

 :فإن0x في جوار  تماماينوجبتم g و fإذا كانت ) 3
0

( ( )) ( ( )) ( )
x x

f x g x  


   

  :فإن  من 0y في جوارتين فمعر التين د gوfكانت و  من 0x في جوارة فمعر دالة  uإذا كانت ) ب   

0 0 0
0( lim ( ) ) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))

x x x y x x
u x y f x g x f u x g u x

  
     

  :المألوفة الدوال المتكافئة بعض

1(
 0

ln (1 )
x

x x


 
                            

4( 
0

1x

x
e x


 

  

2( 
0

sin
x
x x




                                  
5(  

2

0
cos 1

2x

x
x


   

3( 
0

tan
x
x x




                                 
6 (

0
(1 ) 1 , ( )

x
x x  


   

     

إذا كانت  :نتيجة
0

lim ( ) 0
x

f x


 فإن :  

1(
 0

ln (1 ( )) ( )
x

f x f x


 
                 

4( ( )

0
1 ( )f x

x
e f x


 

  

2( 
0

sin ( ) ( )
x

f x f x



                      
5(  

2

0

( )
cos ( ) 1

2x

f x
f x


   

3( 
0

tan ( ) ( )
x

f x f x



                      
6 (

0
(1 ( )) 1 ( ),

x
f x f x  


   

     

  :ةلأمث

1( ( ) ln(1 sin )f x x 
 

f :المكافئة لـ لنعين الدالة
 

في جوار
 

لدينا .0
0 0

( ) ln (1 s in ) s in
x x

f x x x x
 

     
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2( ( ) ln(1 cos )g x x 
 

g :لنعين الدالة المكافئة لـ
 

في جوار
 

0. نلاحظ أن( )g x
 

cos لاتكافئ x لأن
 0

lim cos 1 0
x

x


   

لدينا
 

2 2 2 2

0 0
( ) ln (1 c o s ) ln 2 ln 2 1 ln 2 ln 1 ln 2

2 4 4 4x x

x x x x
g x x

 

      
              

      
   

III - الاستمرارية:   

f:  :الاستمرار عند عدد حقيقي. 1 I    0فة في جوار عدد دالة معرx منI.  

  :ريفاتع

  نقول أنf  0مستمرة عندx  إذا تحقق الشرطان:  

النهاية ) 1
0

lim   ( )
x x

f x


  . في   موجودة  

2 (
0

0lim   ( ) ( )
x x

f x f x


  

0: أو بمعنى آخر إذا تحقق ما يلي 00 ,  0 : ( ( ) ( ) )x I x x f x f x               

    .0xو بدلالة  إيجادباستخدام التعريف يتمثل في  0xمستمرة عند  fأن إثبات -

  نقول أنf  0عند اليمينعلى مستمرةx ونكتب :
0

0lim   ( ) ( )
x x

f x f x




  ما يليإذا تحقق:   

0 0 00 ,  0 : ( ( ) ( ) )x I x x x f x f x                

  نقول أنf  0عند على اليسارمستمرةx ونكتب :
0

0lim   ( ) ( )
x x

f x f x




  ما يليإذا تحقق:   

0 0 00 ,  0 : ( ( ) ( ) )x I x x x f x f x                
  : ونكتب 0xإذا وفقط إذا كانت مستمرة من اليمين ومن اليسار عند  0xمستمرة عند العدد  fتكون الدالة : نتيجة

0
0 0

0 0lim   ( ) ( ) lim   ( ) lim   ( ) ( )
x x

x x x x

f x f x f x f x f x
 
 

     

  نقول أنf  المستمرةعلى اI  إذا كانت مستمرة عند كل عدد منI.  

,0]:: لتكن الدالة) 1 :ةلأمث [f    المعرفة بـ :( )f x x  

0مستمرة عند كل عدد fالدالة  0x  .0: لأن 00,  0 : 0 ( ( ) ( ) )x x x f x f x               

 :لدينا
0 0

0 0

0 0 0

( ) ( )
x x x x

f x f x x x
x x x x

 
     


aيكفي أن نأخذ    حتى يتحقق الاستلزام.  

 :لأن 0مستمرة من اليمين عند  fفي المثال السابق الدالة )2
0 0

lim   ( ) lim   0 (0)
x x

f x x f
 

 

  
  

|الدالة ) 3 |x x

 
:لأن 0مستمرة عند

 0 0

lim| |  lim(- ) 0
x x

x x
 

 

 و
0 0

lim| |  lim 0
x x

x x
 

 

 
  

: وبالتالي
0

0 0

lim  ( ) lim  ( ) lim  ( ) 0
x x

x x x x

f x f x f x
  
 

  

  
  .مستمرة على  cosو الدالة  sinالدالة الثابتة ، دوال كثيرات الحدود ، الدالة  كل من) 4

  . الدوال الناطقة و الدوال الصماء مستمرة على مجموعة تعريفها) 5
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)إذا وفقط إذا كان من أجل كل متتالية 0xمستمرة عند العدد  fتكون الدالة). الاستمرار و المتتاليات( :نظرية )ns منI 0 متقاربة نحوx 

0lim: يكون   ( ) ( )n
n

f s f x


. و نكتب: 
0

0 0 0lim   ( ) ( ) :[( lim ) lim   ( ) ( )]n n n
x x n n

f x f x s I s x f s f x
  

      
  

:0وعددا حقيقيا   ،0xمجالا من  Iليكن : التمديد بالاستمرار. 3 { }f I x  دالة  

نت إذا كا 0xعند العدد fتقبل تمديدا بالاستمرار إلى دالة  fالدالة أن نقول :تعريف
0

lim   ( )
x x

f x l


  ونكتب:  

0

0

( ) , { }
( )

,

f x x I x
f x

l x x

 
 

  
  .0x عند f تسمى التمديد بالاستمرار للدالة fالدالة 

sin: بـالشكل *علىالمعرفة  fالدالة الحقيقية )1:أمثلة
( )

x
f x

x
 0 تقبل التمديد بالاستمرار عند 0x  لأن 

0

sin
lim 1
x

x

x
  

f: :يكونو    حيث :
s i n

, 0
( )

1 , 0

x
x

f x x

x




 
 

  

: بـالشكل  *عرفة على الم  fالدالة الحقيقية )2
1

( ) xf x e 0 تقبل التمديد بالاستمرار عند لا 0x   لأن
1

0
lim   x

x
e


  غير موجودة 

  :على الدوال المستمرة عمليات. 4

  : فإنين ثابتينن حقيقييعدد و و كان   0x عند عدد حقيقي ين مستمرتينيتحقيق يندالت gو fإذا كانت 

|الدالة ) 1 |f  0مستمرة عندx  .  

f الدالة) 2 g   0مستمرة عندx  .  

  .  0x مستمرة عند fgالدالة ) 3

)0إذا كان ) 4 ) 0g x  . الدالةf

g
  . 0x مستمرة عند العدد 

)maxالدالتان) 5 , )f g وmin( , )f g 0 مستمرتان عندx. 1: لأن
max( , ) ( | |)

2
f g f g f g    و 

1
min( , ) ( | |)

2
f g f g f g     

)0دالة مستمرة عند  gو 0xدالة مستمرة عند عدد  fإذا كانت) 6 )f x  الدالة فإنg f  0مستمرة عندx  

u:الدالة  :مثال    المعرفة بـ( ) sin | |u x x  مستمرة على لأن :u هي دالة مركبة بالشكل :u g f   حيث :  

:f    حيث( )f x x و:g     حيث( ) sing x x  على هي دالة مستمرة  

  من  Iدالة حقيقية معرفة على مجال fلتكن :الاستمرار المنتظم. 5

 :إذا تحقق الشرط  Iمستمرة بانتظام على اال fنقول أن :تعريف
20,  0: ( , ) ( ( ) ( ) )x y I x y f x f y                

 : اتملاحظ

  .بينما الاستمرار عند عدد مفهوم محلي أي في جوار هذا العدد بأكمله I االمفهوم خاص ببانتظام الاستمرار  - 1

    .فقط بدلالة  نثبت ايجادباستخدام التعريف   Iمستمرة بانتظام على اال fلإثبات أن  - 2
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  .والعكس غير صحيح هي مستمرة على هذا اال  Iمستمرة بانتظام على مجال fدالة كل  - 3

  : أمثلة

,0]:: لتكن الدالة) 1 1]f   2: رفة بـالمع( )f x x  

,0: لأن. [0,1]مستمرة بانتظام على اال   fالدالة   ( ) 0 : , , ( ) ( )x y I x y f x f y                

2: لدينا 2( ) ( ) ( ) 2f x f y x y x y x y x y x y x y            يكفي أن نأخذ
2


  حتى يتحقق الاستلزام.  

f:: الدالةلتكن ) 2    2: المعرفة بـ( )f x x . f  على  مستمرة لكن f  مستمرة بانتظام على غير لأن:  
2 2 20, 0, ( , ) [(| | ) | | ]x y x y x y              

1نأخذ  .  0من أجل كل يوجد عددان حقيقيان ،x 1: حيث yو   
x


 2  و

y x


   

| لدينا | | |
2 2

x y
 




    و 
2

2 2 2
| | | | ( ) 1 1

2 2 2 4
x y x y

   


       

  
  :حول الدوال المستمرة نظريات أساسية. 6

f:دالة  كلّ  :Heineنظرية هاين  .أ I     مغلق ومحدود( متراصمستمرة على مجال ( baI ,  هي دالة مستمرة

  .بانتظام على هذا اال

  )بالخلف(البرهان 

وغير مستمرة بانتظام مستمرة  fنفرض أن  ba, . ن نفي انتظام الاستمرار وجودعندئذ يبي0  ومتتاليتينnx  وny  بحيث  

 .* 1
:            ( ) ( )n n n nn x y f x f y

n
         1 يتضح من العلاقة* :    n x y

n n n
      

كل متتالية حقيقية محدودة تقبل متتالية جزئية ( فايرستراش  -وبالتالي نستطيع تطبيق نظرية بولزانو. محدودتان nyو  nxتين أن المتتالي

واستخراج متتالية جزئية nxعلى ) متقاربة
in
x  متقاربة نحو عددl .ولما كان 

* 1
:    

i in n

i

i x y
n

       

lim ) (0فإن 
i




ii nn yx .وهكذا نستنتج أن
in
y  متقاربة أيضا ونهايتها تساويl.  

*وبالرجوع إلى العلاقة  :      ( ) ( )
i in ni f x f y      

في المتباينة   إلى  يؤول iوجعل  )()( 
ii nn yfxf  نصل بفضل استمرارf  0)()(0 :إلى التناقض  lflf .  

:: الدالة: مثال sinf x x  ال0]مستمرة على ا, ]  0]لى وبالتالي مستمرة بانتظام ع, ].   

  إن شرط المغلق و المحدود ضروري لصحة نظرية هاين :ملاحظة

  : أمثلة

f:2: الدالة )1 x x  ال0]مستمرة على ا, [  ها غير مستمرة بانتظام علىاللكنهذا ا.   

1: الدالة )2
:f x

x
  ال0[مستمرة على ا,    .هذا االلكنها غير مستمرة بانتظام على  [1
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  : Weierstrassفايرستراش نظرية. ب

مستمرة على متراص  fكل دالة  ba,  أي  .دالة محدودة وتدرك حديها الأعلى والأدنىهي ( , )f a b  تدرك حديها محدودة والدالة

من  2xو 1xأي أنه يوجد عددان  دنىالأعلى والأ ba,  بحيث
 

1
,

( ) sup ( )
x a b

f x f x


 و    
 2

,
( ) inf ( )

x a b
f x f x


  

)2 :مثال ) 1f x x   ،[ 1,1]fD    لدينا[ 1,1], 0 ( ) 1x f x     و 
 ,

(0) sup ( ) 1
x a b

f f x


 ، 
 ,

( 1) (1) inf ( ) 0
x a b

f f f x


   
  

  .سفلإذا كان اال غير متراص فإن النظرية غير صالحة، أي الدالة لا تدرك حديها الأعلى والأ :ملاحظة

اال على دالة معرفةfلتكن :مثال
 

[0,1[
 
) :بـ )f x x  لديناsup ( ) 1f x 

 
infو  ( ) 0f x  0,1]يوجد  لكن لا[x بحيث: ( ) 1f x   

   :المتوسطة نظرية القيمة.ج

f:لتكن  I     دالة مستمرة على مجال كيفيI . ولتكن)( 1xf  و)( 2xf  قيمتين لـf  21حيث xx .  

)(محصورا بين  cمن أجل كل عدد  1xf  و)( 2xf 0 اعدد على الأقل يوجدx  المن ا 21 , xx   يحققcxf )( 0. 

 دالة معرفة علىfلتكن :مثال
 
3 :بـ 2( )f x x x x   المعادلة لنثبت أن ( ) 5f x  التقبل على الأقل حلا في ا   1,2  

) لدينا 1) 1 1 1 1f      (2) و 8 4 2 10f     5 وبما أن ]1,10[ فإن:  0 1, 2 : ( ) 5x f x        

  . أيضا مجال لة مستمرة هيدابكل مجال نستنتج من هذه النظرية أن صورة  :نتيجة

  .وحيد 0xفإن العدد  Iما على اال رتيبة تما fإذا كانت الدالة : ملاحظة

  :خاصةت حالا

)حل المعادلة  )1 ) 0f x :   لتكنf ى مجال متراص دالة مستمرة عل ba, .0كان  ذاإ)().( bfaf  يوجد على الأقلفإنهc   

من  ba,  0بحيث)( cf.  

  كل كثير حدود درجته فردية يملك على الأقل جذرا حقيقيا :مثال

1ليكن  0(x) ...n
nP a x a x a     حيثكثير حدودn عدد فردي .0: لنفرض أنna  وبالتالي:   

lim ( )P x


 وlim ( )P x


  وبصفة خاصة يوجد عددان حقيقيانa وb حيث :( ) 0f a  و( ) 0f b  و نستنتج حسب النظرية السابقة.  

]:إدا كانت: صامدةنظرية النقطة ال) 2 , ] [ , ]f a b a b  فإنه يوجد على الأقل دالة مستمرةc  من ba,  بحيث( )f c c.  

,0]: دالةلل )1 :أمثلة ] [0, ]
2 2

f
 

 حيث :( ) sinf x x  نقطة صامدة ( )f c c ,0] في اال   ]
2

.   

[0,1]: دالةلل) 2 [0,1]f  2: حيث( )f x x  ال نقطتان صامدتان1 و 0 وهما [0,1] في ا.  

  :عكس الدوال المستمرة و الرتيبة. 7

)نحو  Dتقابلا من  fإذا كانت  .من D جزء معرفة علىحقيقية دالة  fلتكن :تعريف )f D ىالتقابل العكسي يسم دالة ال فإن

1fونرمز لها بالرمز   fللدالة عكسيةال    1-ولدينا( ( ), ) ( ( ), ( ))y f x x D x f y y f D         
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  :خواص

1 (1f f   هي الدالة المطابقة المعرفة منD نحوD 1: أي, [ ( )]x D f f x x    

2 (1f f   هي الدالة المطابقة المعرفة من( )f D نحو( )f D 1: أي( ), [ ( )]y f D f f y y    

1fو fفي معلم متعامد ومتجانس منحنيا الدالتين )  3  متناظران بالنسبة للمنصف الأول.  

1fعكسية دالة  تقبل من  Iرتيبة تماما على مجالو  مستمرة fحقيقيةدالة  كل :نظرية  لل والتيندf 1وf   تغيرفس اتجاه الن  .  

  :أمثلة

)الدالة) 1 ) ln( )f x x  مستمرة و رتيبة تماما على*
  1وبالتالي تقبل دالة عكسية( ) exp( )f x x  متزايدة تماما على.  

*و لدينا  , exp[ln( )]x x x    و, ln[exp( )]y y y    

)2: المعرفة على  بـ fالدالة ) 2 ) ( 1)f x x  1]دة تماما على مستمرة و متزاي, [  1و بالتالي تقبل دالة عكسيةf   مستمرة

,0]متزايدة تماما على  [  2ولدينا( ( 1) , [1, [ ( 1, [0, [)y x x x y y         1: ونكتب( ) 1f x x    

  :الدوال المستمرة المتتاليات التراجعية و. 8

)حقيقيةنسمي متتالية تراجعية كل متتالية  :تعريف )nu  يعطىها من الرتبة حدn من رتبة أقل من ) أو عدة حدود( بدلالة حدn .

1تبة من الر ويمكن التعبير عن مثل هذه المتتاليات الحقيقية عندما يكون الحدn من الرتبة  معطى بدلالة الحدn على النحو التالي:  

]: ننطلق من  , ] [ , ]f a b a b ة  دالةونعرف المتتالية  مستمر( )n nu   بـ :  

0 1[ , ], : ( ), .n nu a b n u f u     

]هي fولمجموعة وص افترضنا :ملاحظة , ]a b  1حتى تكون للعلاقة ( )n nu f u  معنى.   

  :  متزايدة fحالة - 1

0مستمرة و متزايدة  من أجل  fإذا كانت :نظرية [ , ]u a b  تتالية المفإن( )nu رتيبة و متقاربة نحو عددl وتحقّق ( )f l l   

  :برهان

1نفترض أن: أولا 0 0( )u f u u  بما أن f   2متزايدة فإن 1 0 1( ) ( )u f u f u u    بما أ كذلكن f  متزايدة فإن :

3 2 1 2( ) ( )u f u f u u   1n نثبت أن ....... وهكذا    nu u و تكون ( )nu متزايدة  

1نفترض أن: ثانيا 0 0( )u f u u  بما أن f  الطريقة بنفس متزايدة  1 السابقة نثبت أنn nu u  و تكون ( )nu ناقصةتم.  

ومنه  من الحالتين نستنتج أن( )nu رتيبة.  

 من جهة أخرى  و بما أن:[ , ] [ , ]f a b a b فإن , nn a u b    و بالتالي ( )nu محدودة .  

)المتتالية بما أن أخيرا  )n nu  متقاربة نحو عدد رتيبة  ومحدودة  إذاl أيlim n
n

u l


   1ولدينا كذلكlim lim ( )n n
n n

u f u l
 

   
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lim فإن  ستمرةم fبما أن و ( ) ( lim ) ( )n n
n n

l f u f u f l
 

    

)درس طبيعة المتتالية لن   :مثال )nu 0 :بالشكل التاليفة المعر 12, , ( )n nu n u f u     

[0,3]:: حيث   [0,3], 1f x x .  الدالةf  ([0,3])متزايدة   إذا [0,2.7] [0,3]f    إذاf    محدودة  

1 لدينا 01 2 2.4 2u u     ّو بما أنf  متزايدة  فإن( )nu  متزايدة و بالتالي( )nu متقاربة نحو عددl 1 :وتحقّق l l   

2لدينا  2 3 5 3 5
1 1 ( 1) ( 1) 3 1 0

2 2
l l l l l l l l l l l

 
                  

 1بما أنl   3:  فإن 5

2
l


 و نكتب 

3 5
lim

2
n

n
u




  

  :  ةمتناقص fحالة - 2

  :نظرية

]: إذا كانت , ] [ , ]f a b a b ة  دالة0تناقصة من أجل م و مستمر [ , ]u a b  التراجعية المتتاليةفإن ( )nu فة بـ1 :المعر ( )n nu f u  فإن:  

)2 المتتالية) 1 )nu رتيبة و متقاربة  نحو عددl وتحقّق ( )f f l l  

2 المتتالية) 2 1( )nu  رتيبة و متقاربة  نحو عددl وتحقّق ( )f f l l  

)2 لإثبات أن: ملاحظة )nu  0يكفي المقارنة بين ) متزايدة أو متناقصة(رتيبةu 2 وu  و  2 لإثبات أن 1( )nu   متزايدة أو متناقصة(رتيبة (

  1u و 1uيكفي المقارنة بين 

  . متزايدةمستمرة و  متناقصتين هو دالة مستمرتين وب دالتين نعلم أن مركّ :برهان

0من أجل ) أ [ , ]u a b 1لدينا 0( )u f u 2و 1 0( ) ( )u f u f f u     

2: نفترض أن: أولا 0u u بما أن f f   4متزايدة فإن 2 0 2( ) ( )u f f u f f u u     كذلك بما أن f f  متزايدة فإن :

6 4 2 4( ) ( )u f f u f f u u    2 نثبت أن ....... وهكذا    2 2n nu u 2 و تكون( )nu متزايدة.  

2: نفترض أن: ثانيا 0u u بما أن f f   بنفس الطريقةمتزايدة  2 السابقة نثبت أن 2 2n nu u  2 و تكون( )nu متناقصة.  

ومنه  من الحالتين نستنتج أن( )nu رتيبة.  

0من أجل ) ب [ , ]u a b 1لدينا 0( ) [ , ]u f u a b  3و 2 1( ) ( )u f u f f u     

3: نفترض أن: أولا 1u u بما أن f f  متزايدة فإن : 5فإن 3 1 3( ) ( )u f f u f f u u     كذلك بما أن f f  متزايدة فإن :

7 5 3 5( ) ( )u f f u f f u u    2 نثبت أن ....... وهكذا    3 2 1n nu u 2 و تكون 1( )nu  متزايدة.  

3: نفترض أن: ثانيا 1u u بما أن f f   بنفس الطريقةمتزايدة  2 السابقة نثبت أن 2 2n nu u  2 و تكون( )nu متناقصة.  

2ومنه  من الحالتين نستنتج أن 1( )nu  رتيبة.  
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 من جهة أخرى  و بما أن:[ , ] [ , ]f a b a b فإن , nn a u b     2 كونو( )nu 2 و 1( )nu   جزئيتين من( )nu فإن  

2, nn a u b    2 و 1, nn a u b      

)2ا بما أنأخير )nu متقاربة نحو عدد فهي رتيبة  ومحدودة  إذاl 2أيlim n
n

u l


   2ولدينا كذلكlim lim ( )n n
n n

u f f u l
 

   

fبما أن و fة فإن2  :مستمر 2lim ( ) ( lim ) ( )n n
n n

l f f u f f u f f l
 

      

2بما أن 1( )nu  متقاربة نحو عدد فهي رتيبة  ومحدودة  إذاl 2أي 1lim n
n

u l


   2ولدينا كذلك 3 2 1lim lim ( )n n
n n

u f f u l 
 

   

fبما أن و fة فإن2 : مستمر 1 2 1lim ( ) ( lim ) ( )n n
n n

l f f u f f u f f l 
 

       

  :تمرين

f:لتكن  
   2: فة  كما يليالدالة  المعر

( ) 1f x
x

 .  

1.   برهن أنf  دون حساب المشتق(متناقصة تماما(. ……         …………………… …………..   

fتحقق أن  الدالة  . 2 f ة تماما يدازمت عادلةالم حسب حـلّاثم :( )( )f f x x.……         ………..   

)لتكن. 3 )nu 0: بـــفة متتالية حقيقية معر 1

2
1, : 1n

n

u n u
u

    .  

    اثبت أن :: 1 3nn u    .         …………………………………………………..   

)لتكن. 4 )nv  و( )nw متتاليتين مع2: فتين كما يلير 1 2,n n n nw u v u .  

3احسب . أ  2 1, ,u u uّادرس رتابة كل من ، ثم( )nv  و( )nw.          …… ………      …  ….   

)أن المتتاليتين استنتج. ب )nv  و( )nw متجاورتان.………… ………                …… …………...  

)استنتج أن المتتالية . ج )nu متقاربة.    

  :الحلّ

f:لتكن  
   2: فة  كما يليالدالة  المعر

( ) 1f x
x

 .  

2: نلنبرهن أ :)دون حساب المشتق(متناقصة تماما  fأن على ن اهالبر  .1
1 2 1 2 1 2( , ) : ( ) ( )x x x x f x f x

      

1 ليكن  20 x x  ومنه 
1 2

1 1
1 1

x x
  

 
1 وبالتالي  2( ) ( )f x f x.  

fالتحقق أن  الدالة  . 2 f حساب حـلّة تماما يدازمت المعادلة ثم :( )( )f f x x:…  

f: أن لنتحقق f 2: أي ة تمامايدازمت
1 2 1 2 1 2( , ) : ( ) ( )x x x x f f x f f x

        

1 ليكن  20 x x   بما أنf  متناقصة تماما1فإن 2( ) ( )f x f x  كذلك  بما أنf  متناقصة تماما 1فإن 2[ ( )] [ ( )]f f x f f x  

): المعادلة حـلّ )( )f f x x :
2

2 2
( )( ) [ ( )] 1 1

1 2x

x
f f x x f f x x x x

x
        

 
  

 :ومنه يكون
22 3 2

1 3 2 ( 2) 2 0 ( 1) ( 2 )
2 2

x x
x x x x x x x x x

x x


                

   
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0x  نوبما أ  فإن
  

): المعادلة لّحـ )( )f f x x  2هوx   

)لتكن. 3 )nu 0: بـــفة متتالية حقيقية معر 1

2
1, : 1n

n

u n u
u

    .  

:: ت أنااثب 1 3nn u   :  0  لنبرهن بالتراجع لدينا 01, 1 3u u   نفرض ،  1أن 3nu  11 :ونثبت أن 3nu           

1

2 2 2 2
1 3 2 1 1 1 1 2 3 1 3

3 3
n n

n n

u u
u u

                ومنه : 1 3nn u    

)لتكن. 4 )nv  و( )nw متتاليتين مع2: فتين كما يلير 1 2,n n n nw u v u .  

3ب احس. أ  2 1, ,u u uد رتابة كل من ةرسا، ثم( )nv  و( )nw:  

 
1

2
1 3

1
u     ،

2

2 5
1

3 3
u     3 و 5

3

2 6 11
1 1

5 5
u         

0) 3لدينا من السؤال  11, : ( )n nu n u f u     1: ونومنه يك 2 2 2 1 2( ) [ ( )] ( )n n n n nv u f u f f u f f v        

1 كذلك 2 3 2 2 2 1( ) [ ( )] ( )n n n n nw u f u f f u f f w        ولديناf f ة تمامايدازمت 1: و بما أن 0 2 0 0

5
( ) 1

6
v f f v u u v      

1 و 0 3 1 0

11
( ) 2

5
w f f w u u w      فإن ( )nv  متزايدة تماما و( )nw قصة تماماناتم.  

)أن المتتاليتين جااستنت. ب )nv  و( )nw متجاورتان:…  

: لدينا 1 3nn u    2 وبما أن 1 2,n n n nw u v u   ومنه: 1 3nn v    و : 1 3nn w     

) اليتوبال )nv  و( )nw محدودتان وبما أنهما رتيبتان تماما فهما متقاربتان.  

 إثبات أنlim ( ) 0n n
x

v w


 …  

lim: أننفرض  n
x

v l


 1 :و بالتاليlim n
x

v l


  ونفرض كذلك lim n
x

w l


 1 :و بالتاليlim n
x

w l


    

1لدينا ( )n nv f f v   1و ( )n nw f f w   الدالة و بما أن  f f  مستمرة فإن( )l f f l  و ( )l f f l    

)ونعلم أن حل المعادلة  )( )f f x x  2هوx   2ومنه يكونl l    إذاlim ( ) 0n n
x

v w


    

) التالي أثبتنا أنب و )nv  و( )nw متجاورتان.…  

)ج أن المتتالية ااستنت. ج )nu متقاربة:     

بما أن ( )nv و( )nw  مستخرجتان من( )nu  2ولدينا 2 1lim lim lim lim 2n n n n
x x x x

v u w u 
   

    فإن ( )nu و   متقاربةlim 2n
x

u


          

………  

)ن0.5(  
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5*(

    

 10*(
  

 . 

: ، إذا كانت
  

       3*  (
 
 

  

  .مستمرة  بانتـظام على  اثبت أن الدالة

  .غير مستمرة  بانتـظام على هذا اال

  :في كل حالة من الحالات التالية

                 
3 (

     

 حيث أن ، :.  

. 

 .  

. 

  

  .تقبل حلا وحيدا

 . يترك للتقويم لاحقا) *([ .متقاربة اثبت أن[ 

0

1 1
lim
x

x x

x

  

0

2sin sin2
lim
x

x x

x



0

1 1 cos
lim

sin

x

x

e x

x





  

lim ( ) 0
x

f x


1 2lim ( ) lim ( )
x x

f x f x l
 

 

sin 1
, 0

( )

1, 0

xe
x

h x x

x

 


 
 

:f x x

   0( ) ,
x

x

x
f x x

x
  

[ , ], ( ) ( )x a b f x g x  

( 1) (1)f f 

( , ) [ , ] , | ( ) ( ) | | |x y a b f x f y x y    

( )nu

 ln 2
lim

x

x

e x

x 



الـــواديالـــواديـامعة ـامعة ــــــــــــــجج   

  قةقةــالدقيالدقيكلية العلوم كلية العلوم 

نهايات و استمرارية الدوال( 03رقم  أعمال موجهةسلسلة 

  :احسب النهاية إن وجدت في كل حالة من الحالات التالية

   
3 (

    
4(

 

  
8(

  
9*( 

 .اثبت أن : 

، إذا كانت :ثلاث دوال حقيقية، حيث

استنتج أن :.  

  : حيث على اموعة  و  ، درس استمرارية الدوال الحقيقية

   

    2(                   

اثبت أن الدالة. 2 .

غير مستمرة  بانتـظام على هذا اال : بــ  المعرفة على اال 

في كل حالة من الحالات التالية عند  نهايةلا تقبل  اثبت أن الدالة

  
 

      2* ( 
                  

  : يلي دالة معرفة  كما

  .مستمرة على  حتى تكون الدالة 

، حيث أن من دالتين معرفتين و مستمرتين على نفس اال

  حيث أن ، :  

: ، حيث أن وتأخذ قيمها في  دالة مستمرة على اال 

  .بحيث  من اال 

دالة مستمرة وحيث أن: 

 .معا؟ سفلالأعلى والأتدرك حديها  هل الدالة

  . : يلي كما  المعرفة على اال

.ثم عين دالتها العكسية   تقابل استنتج أن . 2

: دالة بحيث 

تقبل حلا وحيدا و استنتج أن المعادلة  مستمرة  بانتـظام على 

 و  :المعرفة كما يلي

3

lim
x

x x

x

2

22

4
lim

3 2x

x

x x



 

21 1x x

x

  

0

sin
lim

1 1x

x

x x   0

sin 2
lim

sin 3x

x

x3

2sin sin2x x

x



0, | ( ) | ( )x A f x g x   lim ( ) 0f x 

1 20, ( ) ( ) ( )x A f x g x f x    

3
lim 1

2x

x

x






fgh

2 , 0

( ) sin , 0

1 cos ,

x x x

g x x x

x x





  


  
  

2( , ) , | | | |x y x y x y    

]0, [
1

( )f x
x



f0x

f x x x0( ) sin , 0f x x
x


 

f

[ , ]a b

k[ , ], ( ) ( )x a b f x g x k   

 1;1( 1) (1)f f 

 0 ;1( ) ( 1)f c f c 

lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
 

 

f

 0 ,1
2

( )
1

x
f x

x




f1f 

f a b a b2( , ) [ , ] , | ( ) ( ) | | |x y a b f x f y x y    

 ,a b( )f x x

 0 ,u a b1

( )
,

2
n n

n

u f u
n u 


  

3

2

, 1

( ) , 1 2

, 2

x x

f x b x b x

x a x




   
  

اتاتــقسم الرياضيقسم الرياضي   

  MMII ىىــــــــــــأولأولسـنة سـنة      

 سلسلة 

احسب النهاية إن وجدت في كل حالة من الحالات التالية: 1تمرين

1 (
   

2 (

6(
  

7 (

   :2تمرين 

1 .و  : نفترض أن

ثلاث دوال حقيقية، حيث و  ،لتكن  . 2

3.: اثبت أن .استنتج أن

درس استمرارية الدوال الحقيقيةا: 3تمرين

1 (  

   
: اثبت أن. 1: 4تمرين

المعرفة على اال  اثبت أن الدالة  :*5تمرين

اثبت أن الدالة باستعمال المتتاليات،: 6رينتم

1(

دالة معرفة  كما لتكن: 7نريتم

حتى تكون الدالة  و  عين  الثابتين  

دالتين معرفتين و مستمرتين على نفس اال و  لتكن  :*8تمرين

اثبت أنــه يوجد عدد حقيقي  

دالة مستمرة على اال  لتكن : 9تمرين

من اال  بين أنـه يوجد عدد حقيقي 

دالة مستمرة وحيث أن لتكن : *10تمرين

1 .هل الدالة. 2   .محدودة اثبت أن

المعرفة على اال نعتبر الدالة الحقيقية: 11تمرين

2 .رتيبة تماما اثبت أن الدالة . 1

لتكن: 12تمرين

1 .مستمرة  بانتـظام على  برهن أن

المعرفة كما يلي نعتبر المتتالية . 2

2

0

2 | |
lim
x

x x

x

3

4

2
lim

1

x x

x





30

1 1
lim

1 1x

x

x

 

 1 1

x

x x  

lim ( ) 0
x

g x




1f2fg

lim ( )
x

g x l




1
sin , 0

( )

1, 0

x x
f x x

x




 
 

( , ) , | | | |x y x y x y    

f

02

1
( ) 1 , 0f x x x

x
  

:f  

ab

fg

0k 

f

c

:f  

f

f

f

:[ , ] [ , ]f a b a b

f

( )nu
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2 2

0 0 0

2 | | 2
lim lim lim( 2) 2
x x x

x x x x

x x  

  

 
   

 
:بما أن و

   

lim lim lim
x x x     

(1 )x t 
 

1/3 و 2(1 )x t 
 

  :بالتالي و

0 0 0

sin ( 1 1 )sin sin
lim lim lim( 1 1 ). 2 1 2

1 1 ( 1 1 )( 1 1 )x x x

x x x x x

x x  
       

     

0, 0, ( ( ) )       
   

0, max( , ) 0, ( | ( ) | )C A B x C f x         ومنه:lim ( ) 0
x

f x


  

 x A f x g x f x    ، 1: إذا كانت 2lim ( ) lim ( )
x x

f x f x l
 

    

0

lim   ( ) : [( lim ) lim   ( ) ]
x x n n

f x l s I s x f s l
  

      (  

1 2lim ( ) lim ( )n n
n n

f x f x l
 

 
  

وبتطبيق نظرية الحصر نجد
 

 وبما أن
1

lim 0
x x


 

وحسب السؤال  السابق
 

. (0) 1f   

1

0
lim | sin | 0 (0)x
x

x f


   ومنهf  مستمرة على غير 

)لدينا  . و 0عند  fلندرس استمرار  ) (0) 0f f       

 
limو ( ) lim(1 cos ) 0

x x

f x x
 

 

 

  
  

الـــواديالـــواديـامعة ـامعة ــــــــــــــجج   

  قةقةــالدقيالدقيكلية العلوم كلية العلوم 

نهايات واستمرارية الدوال العددية(03 :رقم أعمال موجهةسلسلة حل    

  :ب النهاية إن وجدت في كل حالة من الحالات التالية
2 2

0 0 0

2 | | 2
lim lim lim( 2) 2
x x x

x x x x

x x  

  

 
    

 
و
 

2 2

0 0 0

2 | | 2
lim lim lim( 2) 2
x x x

x x x x
x

x x  

  

 
   

 
 إذا

2

0

2 | |
lim
x

x x

x



 
  .غير موجودة

3 3

4 4

2 1
lim lim lim 0
x x x

x x x

x x x  



   2

22 2 2

4 ( 2)( 2) 2
lim lim lim 4

3 2 ( 1)( 2) 1x x x

x x x x

x x x x x  

   
  

       
2 2

2 20 0 0

1 1 1 1
lim lim lim

( 1 1 ) 1 1x x x

x x x x x

x x x x x x  

    
  

     

 
30 0

1 1 (1 ) 1
lim lim

1 1x x

x x

x 

   

  
61 ضعبو x t 

 
:نجد

 
1t ،1/2 3(1 )x t 

3

2 2 230 1 1 1

1 1 1 ( 1)( 1) 1 2
lim lim lim lim

1 ( 1)( 1) 1 31 1x t t t

x t t t t

t t t t t tx   

     
   

      
  

0 0 0

sin ( 1 1 )sin sin
lim lim lim( 1 1 ). 2 1 2

( 1 1 )( 1 1 )x x x

x x x x x
x x

x x x x  

  
       

     

0 0

sin 2 2 3 sin 2 2 2
lim lim . . 1 1

sin 3 3 sin 3 2 3 3x x

x x x

x x x 
    

 
  

lim ( ) 0
x

g x


,0و   | ( ) | ( )x A f x g x     

lim ( ) 0
x

g x



 

,0 إذا 0, ( ( ) )B x B g x       

| ( ) | ( )f x g x 0، إذا, max( , ) 0, ( | ( ) | )C A B x C f x        

1:ثلاث دوال حقيقية، حيث 20, ( ) ( ) ( )x A f x g x f x    

 )0lim   ( ) : [( lim ) lim   ( ) ]n n n
x x n n

f x l s I s x f s l
  

      

lim
n

x
 

1إذا 2( ) ( ) ( )n n nf x g x f x 
 

1و 2lim ( ) lim ( )n n
n n

f x f x l
 

 

lim ( )
x

.  

0xمن أجل .   لدينا
3 1 1

0 1
2 2

x

x x x


   

  
 وبما أن

3
lim 1

2x

x

x 




  
  : حيث  على اموعة hو  f ،gةالحقيقي

 مستمرة على fالدالة 
 . لندرس استمرارf  (0).0عند 1

0 و بما أن
lim | | 0
x

x



 

lim و حسب نظرية الحصر نجد | sin | 0 (0)x f 

.

 

,0} مستمرة على fالدالة  } . لندرس استمرارf

0 0

lim ( ) limsin 0
x x

f x x
 

 

 ،lim ( ) limsin 0
x x

f x x
 

 

 

 
 

lim ( ) lim(1 cos ) 0

اتاتــقسم الرياضيقسم الرياضي   

  MMII ىىــــــــــــأولأولسـنة سـنة      

  

ب النهاية إن وجدت في كل حالة من الحالات التاليةاحس :1تحل 

 لدينا )1
2 2

0 0 0

2 | | 2
lim lim lim( 2) 2
x x x

x x x x
x

x x  

  

 
    

2 2

0 0

2 | | 2 | |
lim lim
x x

x x x x

x x 

 

 


 
2 (

3 3

4 4

2 1
lim lim lim 0

1x x x

x x x

x x x  


  



3 (
2 2 2

4 ( 2)( 2) 2
lim lim lim 4

3 2 ( 1)( 2) 1x x x

x x x x

x x x x x  

   
  

    

4(
 

2 20 0 0

1 1 1 1
lim lim lim

2( 1 1 ) 1 1x x x

x x x x x

x x x x x  

    
  

     

لدينا )6
1/2

1/30 0

1 1 (1 ) 1
lim lim

(1 ) 11 1x x

x x

xx 

   


    

2 2 20 1 1 1

1 1 1 ( 1)( 1) 1 2
lim lim lim lim

1 ( 1)( 1) 1 3x t t t

x t t t t

t t t t t t   

     
   

     

7 (
sin ( 1 1 )sin sin

lim lim lim( 1 1 ). 2 1 2
x x x x x

x x
x

       

8(
sin 2 2 3 sin 2 2 2

lim lim . . 1 1
sin 3 3 sin 3 2 3 3

x x x

x x x
    

lim :نفترض أن. 1 :2تحل  ( ) 0g x




lim: أن إثبات ( ) 0
x

f x


.  لديناlim ( ) 0

0xكذلك من أجل  A    لدينا| ( ) | ( )f x g x

ثلاث دوال حقيقية، حيث gو  1f،2f لتكن . 2

lim: أن إثبات ( )
x

g x l


. تذكير  lim   ( ) : [( lim ) lim   ( ) ]f x l s I s x f s l      

)لتكن  )nx  متتالية  حيثlim nx


 

lim ( )n
n

g x l



 

limومنه  ( )
x

g x l




: ج أنااستنت. 3 
3

lim 1
2x

x

x





.

نجد
3

lim ( 1) 0
2x

x

x


 

 
 إذا

3
lim 1

2






الحقيقي دراسة استمرارية الدوال: 3تحل 

1 (
1

sin , 0
( )

1, 0

x x
f x x

x




 
    

الدالة  

|,1 لدينا sin | | |
x

x x x   و بما أن

.  

2 (

2 , 0

( ) sin , 0

1 cos ,

x x x

g x x x

x x





  


  
  

.

2

0 0

lim ( ) lim( ) 0
x x

f x x x
 

 

  
 

limو ( ) limsin 0f x x 



نستنتج أن
 

f و 0 كل من عند  ةستمرم  مستمرة على و بالتالي .  

  : 4 تحل 

1 .2: إثبات أن( , ) , | | | |x y x y x y    .  

x: نعلم أن.،عددين حقيقيين موجبين y و x ليكن y x y   ) الإثبات انطلاقا من تربيع الطرفينيمكن(  

نفرض أن :x y  لدينا ،x x y y x y y      ومنه x y x y    

نفرض أن :x y  لدينا ،y y x x y x x      ومنه ( ) ( )x y x y      

 وأخيرا
2( , ) , | | | |x y x y x y      

2 . إثبات أن:f x x   على  ظامنتـبامستمرة. 20:لنثبت أن,  ( ) 0: ( , ) ( )x y x y x y                
0من أجل   لدينا 

2( , ) , | | | |x y x y x y        نختاريكون الاستلزام صحيحا يكفي أن حتى 
2 .  

  :في كل حالة من الحالات التالية 0xعند  تقبل نهاية لا fأن الدالة ثباتإ باستعمال المتتاليات، :6تحل 

لإثبات أن ( تذكير
0

lim  ( )
x x
f x


)غير موجودة  يكفي إيجاد متتاليتين   )ns  و( )nt  0لهما نفس النهايةx  بينما نهايتي( )nf s  و( )nf t مختلفتان(  

1(
 

02

1
( ) 1 , 0f x x x

x
  . لتكن ( )ns  و( )nt متتاليتين حيث  :

1 1
, ,n nn s t

n n
     

 
limلدينا lim 0n n

n n
s t

 
   

بينما
21 1

lim ( ) lim ( ) lim 1n
n n n

n
f s f

n n  


  

 
و
 

21 1
lim ( ) lim ( ) lim ( ) 1n
n n n

n
f t f

n n  


       ومنهf 0عند تقبل نهاية لا  

3(
    0( ) ,

x

x

x
f x x

x
  .  لتكن( )ns  و( )nt متتاليتين حيث  :

1
, ,

2
n nn s n t n     

 
limلدينا limn n

n n
s t

 
   

     

من جهة أولى لدينا
 

lim ( ) lim 1
n

n nn n

n
f s

n 
 

 
 أخرى لدينالكن من جهة 

1
2

1
2

1 1
2 2 1 1

2 2[ ]1
2

( ) ( )
( )

[ ]

n n

n nn

n n
f t n n

nn





 
    

  

وبما أن:
 

1
2lim

n
n


    إذاlim ( )n

n
f t


   ومنهf عند  تقبل نهاية لا  

f:لتكن :7تل ح   3 :يلي كما  فةدالة معر

2

, 1

( ) , 1 2

, 2

x x

f x bx b x

x a x




   
  

  

  . مستمرة على fحتى تكون الدالة  bو  a الثابتين   ينعيت

,1} مستمرة على fالدالة  2} تمرارية لندرس اس .ها دالة كثير حدودــلأنf 2و 1 عند .  

  1الاستمرار عند. نلاحظ أن :
1 1

lim ( ) lim 1
x x

f x x
 

 

 
 

و
  

3

1 1

lim ( ) lim( ) 2
x x

f x bx b b
 

 

  
 

.
 

 يجب أن 1مستمرة عند  fحتىّ تكون 

2 تكون النهايتان السابقتان متساويتين أي أن يكون 1b  وبالتالي: 
1

2
b .  

  2الاستمرار عند. نلاحظ أن :
2

lim ( ) 9
x

f x b





 

و
  2

lim ( ) 4
x

f x a




 
 

.
 

تكون النهايتان  يجب أن 2مستمرة عند  fحتىّ تكون 

 السابقتان متساويتين أي أن يكون
9

4 9
2

a b   وبالتالي: 
1

2
a .  

دالة مستمرة على اال  fلتكن  :9 تحل  1;1  وتأخذ قيمها في حيث أن ، :( 1) (1)f f . 

من اال  cه يوجد عدد حقيقي ـأن إثبات  0 )بحيث  1; ) ( 1)f c f c .  

,0]مستمرة و معرفة على اال دالة  g كنتل ) :كما يلي  [1 ) ( ) ( 1)g x f x f x  
    

(0) لدينا (0) ( 1) (0) (1)g f f f f    
  

و
  

(1) (1) (0)g f f 
 

وبالتالي نستنتج أن
  

(1) (0)g g 
 

  :ويكون

(1) (0) 0g g 
 

,0[ :وحسب نظرية القيم المتوسطة 1[, ( ) 0c g c   0[ و منه, 1[, ( ) ( 1)c f c f c     



فة على االالمعرf الحقيقية نعتبر الدالة :11 تحل  0 : يلي كما  1,
2

( )
1

x
f x

x



 .  

  .رتيبة تماما fأن الدالة إثبات .1

عددين من اال 2x و 1xليكن  0 1 :حيث 1, 2x x  1لدينا 2 1 2
1 2 2 2

1 2

( )(1 )
( ) ( )

(1 )(1 )

x x x x
f x f x

x x

 
 

 
  

10لدينا  1x  20 و 1x  1 إذا 21 0x x    1 وبما أن 2x x 1: فإن 21 0x x   1 :وبالتالي 2( ) ( ) 0f x f x 
   

الدالة  ونستنتج أنf  تمامامتزايدة.  

1f دالتها العكسية و تعيين تقابل fالدالأن  جااستنت. 2 .  

f ال مستمرة ومتزايدة تماما علىا 0  إذا فهي تقابل من 1, 0 1 نحو   1,
([0,1]) 0,

2
f

 
   

.  

1f ينعيت  :1f  المعرفة  على ا 
1

0,
2

 
   

 و تأخذ قيمها في 0 1ولدينا .  1, 1
( ), [0,1] ( ), 0,

2
y f x x x f y y  
      

  

2

2
0...(1)

1

x
y yx x y

x
    


1من أجل  .

0,
2

y
 

    
تقبل حلا وحيدا) 1(المعادلة 

 

21 1 4

2

y
x

y

 


  

 :ونكتب 1 1
: 0 ,1 0,

2
f 

 
    

: حيث 
2

1 1 1 4
( )

2

x
f x

x
  


  

]:لتكن :12 تحل  , ] [ , ]f a b a b 2: بحيث دالة( , ) [ , ] , | ( ) ( ) | | |x y a b f x f y x y      

على  ظامنتـبامستمرة   fأن على نابرهال. 1 ,a b  

لنثبت أن: 
20,  0 : ( , ) [ , ] ( ( ) ( ) )x y a b x y f x f y               

x لدينا y   يكفي أن نأخذ   حتى يكون ( ) ( )f x f y    

)ج أن المعادلة اتاستن )f x x وحيدا تقبل حلا.  

)لنضع  ) ( )g x f x x  .الدالة g المستمرة على ا  ,a b ولدينا ( ) ( ) 0g a f a a    و( ) ( ) 0g a f b b    وحسب نظرية

 :القيم المتوسطة , , ( ) 0c a b g c   المعادلة   بالتالي و( )f x x  ى الأقل لع تقبل فيحلا   ,a b  

 1لنثبت أن هذا الحل وحيد نفرض أنc 2 وc ن للمعادلةحلا ( )f x x. 1لدينا 2 1 2 1 2| | | ( ) ( ) | | |c c f c f c c c    وهذا  مستحيل  

)ومنه المعادلة   )f x x تقبل في وحيدا حلا   ,a b.  

2. ( )nu فة كما يليم متتاليةعر:  0 ,u a b  1و بالعلاقة

( )
,

2
n n

n

u f u
n u 


  .  

)أن  تاإثب  )nu لتكن الدالة  .متقاربةh علماالفرة على ا  ,a b بـ: 
( )

( )
2

x f x
h x


.  الدالةh  مستمرة على ,a b ولدينا 

([ , ]) [ , ]h a b a b المتتالية  وبالتالي( )nu فة جيداومحدودة  معر( , )nn a u b     

 متزايدة على اال hلنثبت أن الدالة  ,a b.  2ليكن( , ) [ , ]x y a b حيث: x y .لدينا  

( ) ( ) | ( ) ( ) | | |f x f y f x f y x y y x       ومنه يكون :( ) ( )x f x y f y   وبالتالي: ( ) ( )h x h y  

 على االمتزايدة تماما  hبما أن الدالة  ,a b  المتتالية فإن( )nu  رتيبة تماما وهي محدودة إذا( )nu متقاربة.  
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  .يشمل   مجال مفتوح على فةمعرلمتغير حقيقي دالة عددية  لتكن: قابلية اشتقاق دالة. 1

 عندما) عدد حقيقي ثابت( نهاية منتهية  للنسبة إذا كانت  تقبل الاشتقاق عند  الدالة نقول أن :1تعريف

  .: ونكتب : ونرمز له بـ عند  هذه النهاية تسمى العدد المشتق للدالة. يؤول إلى 

    .: نجد وبوضع 

هي  الدالة . من  كل عدد إذا كانت تقبل الاشتقاق عند اال  علىتقبل الاشتقاق  الدالة نقول أن :2تعريف

  .أو  : ونرمز لها بـ الدالة المشتقة للدالة 

  :أمثلة

   :لأن من  كل عدد شتقاق عندللا قابلة  : الدالة المعرفة بـ )1

  .: كما يلي وتكون عبارة الدالة المشتقة   هو  عند  وبالتالي نستنتج أن العدد المشتق للدالة

: الدالة المعرفة بـ) 2
 

   :لأن  العدد شتقاق عندللا قابلة

  
  :3تعريف

  : إذا كانت عند من اليمين تقبل الاشتقاق  نقول أن الدالة من أجل 

  . عند  يسمى العدد المشتق من اليمين للدالة العدد الحقيقي 

  : إذا كانت عند من اليسار تقبل الاشتقاق  نقول أن الدالة من أجل 

  . عند  يسمى العدد المشتق من اليسار للدالة العدد الحقيقي 

   :إذا وفقط إذا كان  تقبل الاشتقاق عند  : ملاحظة

   ، العدد   على مجال مفتوح يشمل عدددالة مستمرة   لتكن  :الهندسي للعدد المشتق فسيرالت. 2

  فإن النقطتين تنطبقان  ، عندماو  اللتين فاصلتيهما  ىهو معامل توجيه المستقيم الذي يشمل النقطتين من منحن

العدد المشتق هو معامل توجيه المماس عند النقطة ذات وبالتالي للمنحنى و معامل التوجيه يؤول الى العدد المشتق،  او المستقيم يصبح مماس

   :و معادلة المماس تكون   الفاصلة

  :ققاشتو قابلية الا ستمرارالا. 3

   .و العكس غير صحيح عند هذا العدد ةهي مستمر قابلة للاشتقاق عند عدد  كل دالة : نظرية
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   :يكفي أن نثبت عند  ةمستمر ، لإثبات أنعند  قابلة للاشتقاق دالة لتكن: برهان

 

والعكس غير صحيح مثلا الدالة  
 

مستمرة عند
  :لأن  عند للاشتقاقلكن غير قابلة   

 

  :باستمرار  للاشتقاقالدوال القابلة . 4

f:لتكن : ريفاتع I   دالة ، حيثI  1ليكن  و مجال مفتوحn  عددا طبيعيا.  

f إذا كانت الدالة المشتقة Iعلى اال 1Cمن الصنف أو  Iتقبل الاشتقاق باستمرار على اال fنقول أن الدالة     مستمرة علىI .  

  المشتقات المتتابعة  إذا كانت Iمرة على اال nأو تقبل الاشتقاق باستمرار Iعلى اال nCوبصفة عامة نقول أن الدالة من الصنف 

( ) ,...., ,nf f f   مستمرة علىI.   

  .على هذا اال ة ستمرم إذا كانت   Iعلى اال 0Cمن الصنف  fنقول أن الدالة 

Cمن الصنف  fنقول أن الدالة   العلى اI   ات أو تقبل الاشتقاق باستمرارالعدد غير منته من المرعلى اI ات الدالةمشتق كلّ إذا كانتf 

  .Iعلى موجودة 

  :ملاحظة

p من أجل  pCمن الصنف  فإنهّا  nCمن الصنف  f إذا كانت الدالة) 1 n .  

Cمن الصنف  f إذا كانت الدالة) 2  من الصنف  فإنهّاnC  من أجل كل n.  

  :أمثلة

)الصنف من ) cosو sin(كثيرات الحدود و الدوال المثلثية  دوال)  1 )nC  و لدينا:  

 ( ) ( ), 1: cos ( ) cos( ) , sin ( ) sin( )
2 2

n nn n
x n x x x x

 
       

  
الدالة الأسية) 2

 
exp  الصنف من( )C    

  :للاشتقاقالعمليات على الدوال القابلة . 5

   و على مجال مفتوح  للاشتقاقمعرفتين و قابلتين  دالتين  إذا كانت و  ،،:فإن  

   : و مشتقاتها معرفة كما يلي على  الاشتقاقتقبل دوال ) لا تنعدم على (

1( 2 (  3 (    
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  :  فإن إذا كان ) 4

 الدالة عند للاشتقاق تقبل دالة و عند للاشتقاق تقبل دالة إذا كانت وعددها  قابلة للاشتقاق عند فإن

  :  المشتق

 وعددها  للاشتقاق عند  قابلة فإن دالتها العكسية حيث  عند عدد للاشتقاق تقبل دالة إذا كانت

  : المشتق

تقبل  وبالتالي دالتها العكسية ولدينا  من تقبل الاشتقاق عند كل الدالة: مثال

  .ينا ولد من الاشتقاق عند كل

  :المشتقات المتعاقبة و دستور ليبنيز .6

 فإن مشتقة  بدورها الاشتقاق على اال   إذا قبلت .  دالتها المشتقة و  على مجال للاشتقاقدالة قابلة  لتكن: تعريف

 .للدالة من الرتبة  ةالمشتقالدالة  يمكن بالتراجع تعريف  . :نرمز لها بـو  تسمى المشتقة الثانية لـ 

  :Leibnizدستور ليبنيز

 و الدالتين لجداء الدالة المشتقة من الرتبةفإن  على مجال مرة للاشتقاقمعرفتين و قابلتين  دالتين  إذا كانت 

   :حيث  :تعطى بالعلاقة التالية

  و  :حيث نضع . : حيث لنحسب المشتقة الثالثة للدالة  :مثال

 لدينا

  :من جهة أخرى لدينا

  . :  ومنه يكون 

  :وتطبيقاتها التزايدات المنتهية اتنظري . 7

) :حيث  على  للاشتقاقو قابلة   دالة مستمرة على مجال مغلق و محدود إذا كانت : Roll نظرية رول ) ( )f a f b 

  . :يحقق  على الأقل وجدي فإنه 

يوجد  إذافهي محدودة و تدرك حديها حسب نظرية فايرستراش    )و محدودمغلق (متراصمجال مستمرة على  بما أن : برهان

  :لنناقش الحالتين التاليتين.  و : بحيث  من و  عددين 

 إذا كان :  ال يمكن أن نأخذ ثابتة و يكون  فإنأي عدد من ا.  

( ) 0g x 2 2
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 أن يكون  : إذا كان أو فلا بد  لأن :.  

   و منه  : المطلوب لأن  العدديحقـق  ففي حالة 

  .نستنتج أن  و منه  وكذلك 

 النظرية إثباتوبذلك يتم .  يقتضي بأسلوب مماثل نجد أن.  

  و و قابلة للاشتقاق على على  مستمرة  لدينا ،   :مثال

  .: يمكن التأكد أن حسب النظرية 

 فإنه على للاشتقاقو قابلة  متراصمجال دالة مستمرة على   تإذا كان )التزايدات المنتهية (:Lagrange لاغرانجنظرية 

  . :يحقق على الأقل وجدي

: كما يلي المعرفة على  الدالة : برهان
 

تحقق شروط نظرية رول وبالتالي فإنه 

  . أي  : يحقق يوجد على الأقل

 .إثبات بعض المتراحجات  )2تعيين حصر عبارة  )1لهذه النظرية عدة تطبيقات منها : ةملاحظ

 للاشتقاق تينو قابل متراصمجال على  تينمستمر تيندال و تإذا كان )المعممة التزايدات المنتهية (:Cauchy كوشينظرية 

  . :يحقق على الأقل وجدي فإنّه  لا تنعدم على  و  على

): المعرفة كما يلي نعتبر الدالة .   :و بالتالي لا تنعدم على  : برهان ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
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h x f x g x
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ومنه يكون . :يحقق  على الأقل وجدتحقق كل شروط نظرية رول، إذا ي ، الدالة :يمكن التحقق أن:  

 
 :و بالتالي

  

لنثبت أنه إذا كان: مثال
 

 فإن :.  

1/21و لدينا   و : نضع  
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2
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 :فإن على مجال قشتقاللإ ة وقابلةمعرف ةدال  إذا كانت : اتجاه تغير دالة

,: إذا وفقط إذا كان على اال  )تماما متزايدة ( متزايدة الدالة  ( ) 0 ( ( ) 0)x I f x f x      

:إذا وفقط إذا كان على اال   )تماما ةمتناقص ( متناقصة الدالة
 

, ( ) 0 ( ( ) 0)x I f x f x        

   : إذا وفقط إذا كان ثابتة على اال   الدالة 

( ) ( )f f ] , [a b] , [a b ( ) ( )f a f b

] , [a bc 
( ) ( )

] , [ 0
f x f

x a
x







  


( ) ( ) 0gf f   

( ) ( )
] , [ 0

f x f
x b

x







  


( ) ( ) 0df f   ( ) 0f  

] , [a b ( ) 0f  

2( ) 1f x x [ , ] [ 1,1]a b  f[ 1,1]] 1,1[
2

] 1,1[, ( )
1

x
x f x

x


  



] 1,1[, ( ) 0c f c   0c 

f ,a b ,a b

 ,c a b       'f b f a b a f c  

g[ , ]a b
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
f b f a

g x f x f a x a
b a


   



 ,c a b( ) 0g c        'f b f a b a f c  

fg ,a b

 ,a bg  ,a b ,c a b
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f b f a f c

g b g a g c






g  ,a b( ) ( )g a g bh

( ) ( )h a h bh ,c a b( ) 0h c 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0

( ) ( )

f b f a
h c f c g c

g b g a


    



( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f b f a f c

g b g a g c






0 a b 6

3 3

3

2

b a
b

b a






( )f x x3( )g x x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f b f a f c

g b g a g c






:f I I

fI

fI

fI, ( ) 0x I f x  
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  على قللاشتقا وقابلتين يشمل عدد على مجالتين ومستمرتين معرف تيندال و إذا كانت :L'Hôpital قاعدة لوبيتال. 8

 : فإن إذا كان  و وتحققان 

f :البرهان
 

و
 ٍ
g

 
مستمرتان على اال

 
0[ , ]x x

 
0([ , ])x x

 
و تقبلان الاشتقاق على اال

 
0] , [x x

 
0( ] , [ )x x

 
  gوالدالة المشتقة 

[0لا تنعدم على اال  , [x x
 

0( ] , [ )x x
  

0.حسب نظرية كوشي
0 0

0

( ) ( ) ( ( ))
( ) ] , [(] , [) :

( ) ( ) ( ( ))

f x f x f c x
c x x x x x

g x g x g c x


  


   

وبما أن                              :0: فإن 0

( ) ( ( ))
( ) ] , [(] , [) :

( ) ( ( ))

f x f c x
c x x x x x

g x g c x


  


 

لدينا
 0 0

( ( )) ( )
lim lim

( ( )) ( )x x x x

f c x f x
l

g c x g x 

 
 

  
و بالتالي

 0

( )
lim

( )x x

f x
l

g x


  

  تبقى القاعدة صحيحة  في حالة : ملاحظة

  : لدينا  لنحسب :مثال

: لدينا  لنحسب :مثال
 

fgI0x0-{ }I x

0 0( ) ( ) 0f x g x 0{x }, ( ) 0x I g x   
0 0

( ) ( )
l im l im

( ) ( )x x x x

f x f x
l l

g x g x 


  



0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
 

  

20

cos - sin
lim
x

x x x

x20 0 0 0

cos -sin cos - sin cos - sin -sin
lim lim lim lim 0

2 2 2x x x x

x x x x x x x x x x

x x x   


   

2

tg
lim

tg 3x

x

x


2
2 2

2

2 2 2 2

tg cos 3 1 cos 3 1 3sin 3 1
lim lim (lim ) (lim ) (9) 3

tg 3 3 cos 3 cos 3 sin 3x x x x

x x x x

x x x x   
   

    

0 0( ) ( ) 0f x g x 
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I .الدوال العكسية للدوال المثلثية:  

: الدالة : الدالة . 1 [ , ] [ 1,1]
2 2

f
  

 
 

:المعرفة بــ
 

( ) s inf x x  المستمرة و متزايدة تماماعلى ا[ , ]
2 2

    

( ] , [: ( ) cos 0)
2 2

x f x x
  

    1فهي تقبل دالة عكسية : [ 1,1] [ , ]
2 2

f
  

 تسمى قوس الجيب و نرمز لها بـ :

]على اال وهي مستمرة و متزايدة تماما  1, 1]  ونكتب:

   

  

: الدالة : الدالة . 2 [0, ] [ 1,1]f   
 

:المعرفة بــ
 

( ) cosf x x  المستمرة و متناقصة تماماعلى ا[ 0 , ]   

( ]0, [: ( ) sin 0)x f x x      1فهي تقبل دالة عكسية    : [ 1,1] [0, ]f   وهي مستمرة و متناقصة  : رمز لها بـ

]على االتماما  1, 1]  ونكتب:  

 

  ولدينا 

  : خاصية

  لدينا  : نضع: برهان

    : و بالتالي  لدينا 

: نجد أن  لدينا  كذلك 

  نجد ) 2(و) 1(من .  

فهي تقبل دالة عكسية تسمى قوس   و تأخذ قيمها على مستمرة و متزايدة تماما على الدالة: الدالة . 3

   والدالة  : ونكتب : الظل و نرمز لها بـ

ولدينا مستمرة ، متزايدة تماما وفردية 
  

II . الدوال الزائدية:  

فة على المعروال الد و ظل التمام الزائدي  ، الظل الزائدي ، جيب التمام الزائدي  نسمي الجيب الزائدي : تعاريف

   ، ،، :الترتيب بالعلاقات التالية

  

  

arcsin

arcsin

2 2( a rcs in ( ), [ 1, 1]) ( s in ( ), [ , ])y x x x y y            

2

1
] 1, 1 [ , a r c s i n ( )

1
x x

x
    



arccos

arccos

( arccos( ), [ 1, 1]) ( cos( ), [0, ])y x x x y y           

2

1
] 1, 1 [ , a r c c o s ( )

1
x x

x


    



2[-1, 1], a rcco s( ) a rcsin ( )x x x     

arcsin ( ), arccos( )a x b x sin ( ) s in ( ) cos( ) cos( ) s in ( )a b a b a b  

-1 ( )f o f x x2 2 2s in ( ) 1 1 1 ...(1)a b x x x     

cos( ) cos( ) cos( ) s in ( ) s in ( )a b a b a b  -1 ( )f o f x x

2 2co s( ) 1 1 0 ...(2 )a b x x x x     
2a rcco s( ) a rcs in ( )a b x x    

arctgtg
2 2] , [ 

arctg
2 2( arctg , ) ( tg , ] , [ )y x x x y y          arctg : ] , [

2 2

 


2

1
, arctg ( )

1
x x

x
  




shchthcoth

sh( )
2

x xe e
x




-

ch( )
2

x xe e
x




s h ( )
th ( )

c h ( )

x
x

x


1
c o t h ( )

t h ( )
x

x

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  : نتائج 

1( 2( 3(  

4 ( 5 ( 6 (  

  :خواص

  : و لدينا معرفتان ومستمرتان وقابلتان للاشتقاق على و الدالتان ) 1

  :و لدينا و متزايدة تماما على  ، متناقصة تماما على  زوجية ، موجبة تماما على الدالة) 2

  في   تقابل من وبالتالي نستنتج أن الدالة و  

وبالتالي نستنتج أن الدالة  و   :و لدينا فردية و متزايدة تماما على الدالة) 3

  .في   تقابل من 

بالتالي متزايدة تماما و  : و لدينا فردية ، مستمرة  وقابلة للاشتقاق على الدالة) 4

  .في   تقابل من ومنه نستنتج أن الدالة  و  ولدينا على

III. الدوال العكسية للدوال الزائدية:  

فهي تقبل دالة عكسية تسمى عمدة الجيب الزائدي و  مستمرة و متزايدة تماما على الدالة : الدالة . 1

 مستمرة، و الدالة  :ونكتب : نرمز لها بـ

  ولدينا .  : و يمكن التأكد أن متزايدة تماما و فردية

فهي تقبل دالة عكسية تسمى عمدة جيب  مستمرة و متزايدة تماما على الدالة : الدالة . 2

   : ونكتب : التمام الزائدي و نرمز لها بـ

  : متزايدة تماما و يمكن التأكد أن مستمرة، و الدالة 

  ولدينا 

فهي تقبل دالة عكسية تسمى عمدة الظل الزائدي  مستمرة و متزايدة تماما على الدالة : الدالة . 3

 و الدالة  :ونكتب :نرمز لها بـ

: متزايدة تماما و فردية و يمكن التأكد أن مستمرة،
 

   

ولدينا 
  

 

ch ( ) sh ( ) xx x e c h ( ) s h ( ) xx x e  2 2ch ( ) sh ( ) ch(2 )x x x 

2 2c h ( ) s h ( ) 1x x 
2

2

1
th( )

1

x x x

x x x

e e e
x

e e e





 
 

 

2

2

1
coth( )

1

x x x

x x x

e e e
x

e e e





 
 

 

shch, ch ( ) sh( ), sh ( ) ch( )x x x x x    

ch] , 0 ] [0 , [ 

0
lim ch( ) ch(0 ) 1
x

x


 lim ch( )
x

x
 

 ch[1, [ 

shlim sh ( )
x

x
 

 lim sh( )
x

x
 

 

sh

th2

2

1
, th ( ) 1 th ( )

ch ( )
x x x

x
    

lim th ( ) 1
x

x
 

 lim th ( ) 1
x

x
 

 th] 1, 1[ 

argshsh :  

arg sh( argsh , ) ( sh , )y x x x y y         argsh :  

2, argsh ln( 1)x x x x    
2

1
, argsh ( )

1
x x

x
  




arg chch:[0 ,+ [ [1 ,+ [  

arg sh( argch ( ), 1) ( ch ( ), 0 )y x x x y y        

argch :[1 ,+ [ [0 ,+ [  21 , argch ln( 1 )x x x x    

2

1
1 , arg ch ( )

1
x x

x
  



argthth : ] 1 , 1[ 

arg th( argth ( ), ] 1, 1[) ( th ( ), )y x x x y y           argth :] 1, 1[  

1 1
] 1 , 1[ , a rg th ln

2 1

x
x x

x


    



2

1
] 1, 1[ , a rg th ( )

1
x x

x
    


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  ) الدوال الأولية +

3  (                          

  .؟مستمرة على

2( ) (1 )f x x x     5*(   1( ) lnnf x x x  

                         

2[0, ]: cos 1 0
2

x x x


     

  

2

1
lim tan

cosx x


  5* (
2 1

lim
x

x x

x 

 

  

)حيث  )E x

 
الجزء الصحيح للعدد الحقيقي
 
x  

1 1 1
...

1 2 2
nu
n n n

   
 

  

( )nu ن نهايتهاعي متقاربة ثم. 

[0 , ]

: s in , 0

0 , 0

g x x
x

 

 
 


 





1

, 0

( ) 0 , 0

ln , 0

xe x

h x x

x x x x





 
  


الـــواديالـــواديـامعة ـامعة ــــــــــــــجج   

  قةقةــالدقيالدقيكلية العلوم كلية العلوم 

+ الدوال العددية قابلية اشتقاق(   04 رقم أعمال موجهةسلسلة 

؟علىالاشتقاق 

                                            

  

   2 (                                                          3

: فة كما يلي
2

2

1 , 2
( )

( ) , 2

x x x
f x

ax b x

   
 

 

     

مستمرة على fبحيث تكون bو aرط الذي يجب أن يحققه العددان الحقيقيان 

  .قابلة للاشتقاق على fحتّى تكون

     :في كلّ حالة من الحلاات التالية fللدالة  

( ) sin cosf x x x      3 (( ) cosxf x e x   4* (( ) (1 )nf x x x 

  الدوال التالية  و ادرس إمكانية تطبيق نظرية رول على االات

                                               2  (                                               

[0, ]
2


0:يكون   s in x x    2 .0]: استنتج أن, ]: cos 1 0     

  :النهايات التاليةاحسب 

 (
2

0

1
lim

cos 1

x

x

e

x




    3* (

0

sin( ln )
lim
x

x x

x



    4 (lim tan x

: :للدالة  ادرس الاستمرارية و قابلية الاشتقاق على cos( ( ))f x xE x

 
)حيث  )

x :ln ( 1)
1

x
x x

x
  


:  نضع. 2 .

1 1 1
...

1 2 2n n n
   

ln (2 1) ln ( 1) ln (2 ) lnn n u n n     .  ب . استنتج أن( )nu

2 1
sin s in , 0

( )

0 , 0

x x x
g x x

x




 
 

f
1

s in , 0

0 , 0

x x
x

x









اتاتــقسم الرياضيقسم الرياضي   

  MMII ىىــــــــــــأولأولسـنة سـنة      

سلسلة 

الاشتقاق الدوال التالية هل تقبل : 1تمرين

1  (                                    

فة كما يليالدالة المعرf لتكن : *2تمرين
( ) , 2

1 .رط الذي يجب أن يحققه العددان الحقيقيان ما هو الش

fحتّى تكون bو aعين قيم العددين. 2

 nة من الرتبة احسب المشتق :3تمرين

1  (
2

1
( )

1
f x

x



      2 (( ) sin cosf x x x

ادرس إمكانية تطبيق نظرية رول على االات :4تمرين

     1  (                                 

,0] من xأثبت من أجل كــلّ . 1: 5تمرين ]
2



احسب باستعمال قاعدة لوبيتال ، : 6تمرين

1 (
31

(x 1) sin( 1)
lim

3 2x

x x

x x

 

 
  2 (1

cos 1x





ادرس الاستمرارية و قابلية الاشتقاق على: *7رينتم

0xأثبت من أجل كــلّ . 1: *8رينتم x x

lnبين أن . أ   (2 1) ln ( 1) ln (2 ) lnnn n u n n     

1 , 0

( ) 1
, 0

1

x

x

x

e x

f x e
x

e

  


  




3 2

[ 1,1]
:

,
f

x x

 









  :المعرفة في كل حالة من الحالات التالية عين مجموعة تعريف الدالة :9تمرين

1(  
  

2* (  3( 1
(x) arctan

3

x
f

x

 
  

 
 

  
4( 

1 1
(x) argch

2
f x

x

  
   

  
    

  : برهن العلاقات التالية: 10تمرين

1( arccos( ) arccos( )x x                                 2*(  2sin(arccos ) 1 cos(arcsin )x x x       

3 (1
, arctan(sh ) arccos

ch
x x

x

 
    

 
                4( 2, argsh ln( 1 )x x x x      

    :11تمرين

  .فردية اثبت أن الدالة. 1

   .من أجل  احسب . 2

)حيث  . : استنتج أن. 3 )signe x  إشارةx  

  .: كما يلي    دالة  معرفة على  لتكن    :*12تمرين

  .حدد الدالة المشتقة  .1

2 .أ:    استنتج أن (
     

)ب
   

1: عرفة  كما يلي المدالة  ال fنعتبر: *13رينتم
( ) ar sin

1

x
f x

x

 
  

 
 .  

  .0 يمين على f ادرس قابلية اشتقاق. ب    .fمجموعة تعريف  Dعين .أ. 1

  .f رتابةادرس . ب     .fحدد الدالة المشتقة للدالة .أ. 2

3 .ن أن1: بي
[1, [, ( ) ( 1)

2
x f x x       

 ]يترك للتقويم لاحقا) *([

f

1
( ) arccos

x
f x

x

 
  

 

1
( ) arcsin

4

x
f x

 
  

 

arctan

1
arctan

x
*x

* 1
: arctan arctan ( )

2
x x signe x

x


  

f
1

( ) arc tg
1

x
f x

x

 
  

 

g

1: ( ) arctg
4

x f x x


    
3

1 : ( ) arctg
4

x f x x


    
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  ) الدوال الأولية + الدوال العددية

f  

0 0 0

1
( ) (0) 1 1 11lim lim lim (0)

( 1) 2 2

x

xx

x
x x x

e
f x f ee

x x x e  

  


       

.علىتقبل الاشتقاق 

                                           

f  

0
lim| | 0
x

x


 نستنتج أن: 

.علىقبل الاشتقاق 

                                           

f  

0 0 0

( ) (0) ln
lim lim lim(ln 1)
h h h

f h f h h h

h h  

  

 
      

.علىقبل الاشتقاق 

                                           

  

( )

1 1 1 1

1 ! ( 1) ! ! 1 ( 1)
( )

2 (1 ) (1 ) 2 (1 ) (1 )

n n
n

n n n n

n n n
f x

x x x x   

    
     

      
  

( ) 12
( ) s in ( 2 ) 2 s in ( 2 )

2 2 2

n
n nf x x n x n     

  
( ) (1 ) (1 )( ) (1 ) (1 )n n i x n i xf x i e i e ومنه 

( ) (1 ) (1 )4 4 4 4
1 2

( ) 2 2 2 cos( )
2 2 4

n n n n
i i x i x i

n n i x n i x x n xf x e e e e e e e x n e
   

    
        

   

( ) co s ( ) s in ( ) - s in ( ) co s ( )ix ixe x i x x i x ie       

الـــواديالـــواديـامعة ـامعة ــــــــــــــجج   

  قةقةــالدقيالدقيكلية العلوم كلية العلوم 

الدوال العددية قابلية اشتقاق(   04 رقم أعمال موجهةسلسلة 

؟علىالاشتقاق 

                                            

  

     

x .0لندرس قابلية الاشتقاق عند 0x   .(0) لدينا 0f 

0 0

( ) (0) 1
lim lim( ) 1 (0) 1
x x

f x f e

x x 

 

 
         و

( ) (0) 1 1 1
lim lim lim (0)

( 1) 2 2

x

dx

f x f e
f

x x x e

      


0تقبل الاشتقاق عند لا fومنه الدالة  0x  و بالتالي f  تقبل الاشتقاق لا

                                                            

x .0لندرس قابلية الاشتقاق عند 0x   .(0) لدينا 0f 

و  
1

:0 | sin sin | | |x x x x
x

     وبما أن
0

lim| | 0x 

0 0
lim lim sin sin 0
x x

f x f
 

0قبل الاشتقاق عندت fومنه الدالة   0x  . قبل الاشتقاق ت إذا

x .0لندرس قابلية الاشتقاق عند 0x   .(0) لدينا 0f 

0 0

( ) (0)
lim lim lim 0 (0) 0
h x

f h f e

h h 

 


         و

0 0 0

lim lim lim(ln 1)
h h h

f h f h h h
h

  

  

 
    

قبل الاشتقاق ت وبالتالي لا 0الاشتقاق عند لا تقبلإذا  على اليمين 

n  للدالةf لات التاليةافي كلّ حالة من الح   :  

( )
1 2 1 1

f x       يكونو 
1 1 1 1

1 ! ( 1) ! ! 1 ( 1)

2 (1 ) (1 ) 2 (1 ) (1 )

n n

n n n n

n n n

x x x x   

    
     

      

f x x x x     و يكون( ) 1( ) s in ( 2 ) 2 s in ( 2 )
2 2 2

n nf x x n x n
    

1
cos ( )

2
ix ixx e e   

و لدينا  لاشتقاق على

f x e e ويكون ( ) (1 ) (1 )1
( ) (1 ) (1 )

2
n n i x n i xf x i e i e      

( ) ( )
( ) (1 ) (1 )4 4 4 4

1 2
( ) 2 2 2 cos( )

2 2 4

n n n nn
i i x i x i

n n i x n i x x n xf x e e e e e e e x n e
   

   
    

        
   

( ) co s ( ) s in ( ) - s in ( ) co s ( )ix ixe x i x x i x ie       

g x

( )f x

( ) 0 , 0h x x

اتاتــقسم الرياضيقسم الرياضي   

  MMII ىىــــــــــــأولأولسـنة سـنة      

سلسلة حل 

الاشتقاق الدوال التالية هل تقبل : 1تحل 

1  (                                    

0x تقبل الاشتقاق من أجل fالدالة  

لدينا 
0 0

( ) (0) 1
lim lim( ) 1 (0) 1

x

g

f x f e
f

x x 

 

      

(0)بما أن  و (0)g df f   الةومنه الد

2 (                                                          

0x تقبل الاشتقاق من أجل fالدالة  

لدينا 
( ) (0) 1

sin sin
f x f

x x
x x


   و: 0 | sin sin | | |x x x x

0 0

( ) (0) 1
lim lim sin sin 0
x x

f x f
x x

x x 


 

3  (                          

  

0x تقبل الاشتقاق من أجل fالدالة  

لدينا 

1

0 0

lim lim lim 0 (0) 0
h

t
g

t

f h f e
te f

h h 

    

0تقبل الاشتقاق عند لا fومنه الدالة 

nة من الرتبة ب المشتقاحس :3تحل 

لدينا ) 1
2

1 1 1 1
( )

1 2 1 1x x x

 
   

   

2 (1
( ) sin cos sin 2

2
f x x x x 

3 (( ) cosxf x e x 1 لدينا
cos ( )

2
ix ixx e e 

لاشتقاق علىتقبل ا الدالة 

1) اولدين ) (1 )1
( ) ( )

2
i x i xf x e e  

( ) ( )
4 4 4 4( ) 2 2 2 cos( )

2 2 4

n n n n
i i x i x i

n n i x n i x x n xf x e e e e e e e x n e
          

        
   

  

  

ixx e

2 1
sin s in , 0

( )

0 , 0

x x x
g x x

x




 
 

1 , 0

( ) 1
, 0

1

x

x

x

e x

f x e
x

e

  


  




1

, 0

( ) 0 , 0

ln , 0

xe x

h x x

x x x x





 
  




  الدوال التالية  و إمكانية تطبيق نظرية رول على االات ةسادر :4تحل 

]على اال مستمرة  fالدالة  )1 1,1]  و( 1) (1) 1f f   ا لدين وf ال تقبل الاشتقاق  لاعلى ا] 1,1[  من أجللأنها غير قابلة للاشتقاق 

0 0x  لأن  :
3 2

30 0 0 0

( ) (0) ( ) (0) 1
(0) lim lim lim lim

0 0x x x x

f x f f x f x
f

x x x x   

 
      

 
  

  .وبالتالي لا يمكن تطبيق نظرية رول

  

   2  (                                                 

  

على اال مستمرة  gالدالة 
1

]0, [


3لدينا  و   31
,0 | sin | | |x x x

x
    و بتطبيق نظرية الحصر نستنتج أن  g 0عند مستمرة 0x   إذا 

 على مستمرة
1

[0, ]


كذلك و لدينا 

 

تقبل للاشتقاق على اال  gالدالة 
1

]0, [


و 

 

1
(0) ( ) 0g g


 

 

  .نظرية رولوبالتالي يمكن تطبيق 

   : 5تحل 

,0] من xت من أجل كــلّ اأثب. 1 ]
2


0:يكون   s in ...(1)x x .   0من أجلx   محققة) 1(واضح أن.  

,0[من أجل  ]
2

x



 

:الدالة  sinf t t ال مستمرة وقابلة للاشتقاق0] على ا, ]x
  

)ولدينا  ) cosf t t 
 

  بتطبيق نظرية التزايدات المنتهية

]0, [; ( ) (0) ( )( 0) ]0, [;0 sin cos( )c x f x f f c x c x x c x            وبما أنcos 1c  0نجد s in x x   

,0]2: ج أنااستنت. 2 ]: cos 1 0
2

x x x


     
  

:الدالة  cosg t t ال مستمرة وقابلة للاشتقاق0] على ا, ]x
  

)ولدينا  ) sing t t  
 

بتطبيق نظرية التزايدات المنتهية
  

]0, [; ( ) (0) ( )( 0) ]0, [; cos 1 sinc x g x g g c x c x x c x           
  

و يكون
 [0, ] [0, ]

inf ( sin ) cos 1 sup ( sin )
t x t x

x t x x t
 

      
 

sin( وحسب السؤال السابق  0x x    (نستنتج أن:  

2[0, ]: cos 1 0
2

x x x


     
  

  :ب النهايات التاليةاحسباستعمال قاعدة لوبيتال ، : 6تحل 

1 (

2 2

3 3 21 1 1

2

1

( 1) sin( 1) ( ) sin( 1) (2 1) sin( 1) ( ) cos( 1)
lim lim lim

3 2 3 2 3 3

2 sin( 1) (2 1) cos( 1) (2 1) cos( 1) ( ) sin( 1) 2 1
lim

6 6 3

x x x

x

x x x x x x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x x

x

  



        
 

    

         
 

  

2 (
2 2 2 22

0 0 0

1 2 2 4
lim lim lim 2

co s 1 s in co s

x x x x

x x x

e x e e x e

x x x  

 
   

  
     

4 (
2 2 2

1 1 sin cos
lim tan lim lim 0

cos cos sinx x x

x x
x

x x x  
  

 
       

   :9ت حل

1: إذا وفقط إذا كانمعرفة   fالدالة ) 1
( [ 1,1]) ( 0)

x
x

x


   . 1 لدينا 1

1
x

x x


   

1:لديناومنه  1 1
( 1 1 1 ) ( 0 ) ( 2 0 ) ( 0 )

2
x x x

x x
              

    
1إذا 

] , ]
2

fD    .  

  

1
[ 0 , ]

: 1
s in , 0

0 , 0

g
x x

x x

x







  

  







1: إذا وفقط إذا كان معرفة  fالدالة ) 3

3

x

x





  3أيx  ومنه{ 3}fD   .  

1: إذا وفقط إذا كان معرفة  fالدالة ) 4 1
1 ( 0)

2
x x

x

 
    

 
1أي  

2 ( 0)x x
x

    .  

0x: إذا كان   2فإن 21
2 ( 0) 2 1 0 ( 1) 0x x x x x

x
             1ومنه

fD

   

0x: إذا كان   2فإن 21
2 ( 0) 2 1 0 ( 1) 0x x x x x

x
             2ومنه

fD   

1ومنه 2
f f fD D D 

     

   :10حل ت

     لدينا

)arccosنضع ) 1 ) , arccos( )x b x a   و نبرهن أن  :a b   .  

2لدينا  2cos( ) cos cos sin sin cos cos 1 cos 1 cosa b a b a b a b a b         وبماأن: [ 1,1], cos(arccos )x x x       

2 :فإن 2 2 2 2cos( ) 1 1 (1 ) 1a b x x x x x             و( ) [0, ]a b   إذا :a b  . 

1نضع ) 3
arccos , arctan(sh )

ch
b x a

x

 
  

 
 و نبرهن أن  :a b.  

2

2

2 22

2 2

t a n ( ) t a n ( a r c t a n ( s h ) ) s h

1
1 c o s a r c c o s

c h1 c o s ( b )s i n ( )
t a n ( )

c o s ( b ) c o s ( b ) 1
c o s a r c c o s

c h

1
1

c h 1 s hc h c h c h s h
1 c h c h

c h

a x x

xb
b

x

x xx x x x
x x

x

 

  
   

   
  

  
  
  




   

  

)tanإذا  ) tan( )a b  وبما أن, ,
2 2

a b
  

   
  فإنa b  1وبالتالي

, arctan(sh ) arccos
ch

x x
x

 
    

 
  

argshyنضع  ) 4 x  2و نثبت أنln( 1)y x x    

shلدينا  ...(1)y x  2من جهة أخرى 2ch sh 1y y   2ومنه 2ch 1 sh 1 ...(2)y y x     و بما أنch sh yy y e   

21yeنجد ) 2(و ) 1(وبجمع  x x    2ومنهln( 1 )y x x  .  

  

  

arccos : [ 1, 1] [0 , ]  



   :11حل ت

arctanلدينا : ,
2 2

  
   

  

1 .لنثبت أن :, arctan( ) arctanx x x      . نضعarctan , arctan( )x b x a   0:  و نبرهن أنa b   

)arctanلدينا  ) tan( ), arctan tan( )x a x a x b x b          ومنهtan( ) tan( ) 0a b  من جهة أخرى لدينا  

tan( ) tan( )
tan( ) 0 arctan(0) 0

1 tan( ) tan( )

a b
a b a b

a b


      


,ومنه يكون   arctan( ) arctanx x x      

2. 
2

2

2

1
1 1

, arctan arctan ( )
1 11

xx x
x x

x




       


   

1مما سبق لدينا  .3
, arctan arctan ( ) 0x x

x
       1و هذا يعني أن

arctan arctanx x
x
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