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 :  )الهزاز المتخامد المجبر(3 السلسلة رقم

 :التمرين الأول 

و نابض ثابت  3𝑙معلقة بساق مهمل الكتلة طوله   𝑚كتلة   1يمثل الشكل 
𝑓 :و نؤثر على النظام بقوة خارجية αو مخمد  𝑘مرونته  = 𝑓0 cos 𝜔𝑡 

لتبدد من اجل ، الطاقة الكامنة و دالة ااوجد عبارة الطاقة الحركية .1
θ)  الاهتزازات الصغيرة ≪ 1). 

 اكتب دالة لاغرانج للحركة  .2
 اكتب المعادلة التفاضلية للحركة. .3
و الطور  𝐴باستعمال التمثيل بالاعداد المركبة اوجد سعة الحل الخاص  .4

 φالابتدائي 

θاذا كان :  ≪  فان : 1

sin 𝜃 ≈ 𝜃                                 cos 𝜃 = 1                 (1 − cos 𝜃) =
𝜃2

2
 

 التمرين الثاني 

و نصف قطره   𝑀من قرص كتلته  2يتكون النظام المبين في الشكل 
𝑅   يمكنه الدوران حول محور ثابت. الكتلة𝑚  على السطح الافقي

بقوة خارجية من  𝑚و بالقرص. نؤثر على الكتلة  αمربوطة بمخمد 
𝑓الشكل :  = 𝑓0 cos 𝜔𝑡 

اجل  لتبدد منعبارة الطاقة الحركية، الطاقة الكامنة و دالة ااوجد  .1
𝑗حيث  الاهتزازات الصغيرة =

1

2
𝑀𝑅2. 

 اكتب دالة لاغرانج للحركة  .2
 اكتب المعادلة التفاضلية للحركة. .3
 φو الطور الابتدائي  𝐴باستعمال التمثيل بالاعداد المركبة اوجد سعة الحل الخاص  .4
 . 𝜔𝑟اوجد نبض التجاوب  .5
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 3ة سلالسلحل 

 :التمرين الأول 

 𝒟، طاقة التبدد  𝑈، الطاقة الكامنة   𝑇الطاقة الحركية  .1
  الطاقة الحركية𝑇   

𝑇 =
1

2
𝑗 �̇�2 =

1

2
𝑚(3𝑙)2�̇�2 =

9

2
𝑚𝑙2�̇�2 

  الطاقة الكامنة𝑈 

𝑈 = 𝑈𝑘 + 𝑈𝑚 

𝑈𝑘 =
1

2
𝑘(𝑙 sin 𝜃)2 =

1

2
𝑘𝑙2𝜃2 

𝑈𝑚 = 𝑚𝑔(3𝑙 − 3𝑙 cos 𝜃) = 3𝑚𝑔𝑙(1 − cos 𝜃) =
3

2
𝑚𝑔𝑙𝜃2 

𝑈 =
1

2
𝑘𝑙2𝜃2 +

3

2
𝑚𝑔𝑙𝜃2 

  طاقة التبدد𝒟 

𝒟 =
1

2
𝛼(2𝑙�̇�)2 = 2𝛼𝑙2�̇�2 

 ℒدالة لاغرانج  .2
ℒ = 𝑇 − 𝑈 

ℒ =
9

2
𝑚𝑙2�̇�2 −

1

2
𝑘𝑙2𝜃2 −

3

2
𝑚𝑔𝑙𝜃2 

 
 ة التفاضلية للحركة المعادل .3

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕ℒ

𝜕�̇�
) −

𝜕ℒ

𝜕𝜃
+

𝜕𝒟

𝜕�̇�
= 𝑓0 cos 𝜔𝑡 
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(
𝜕ℒ

𝜕�̇�
) = 9𝑚𝑙2�̇�   ⟹   

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕ℒ

𝜕�̇�
) = 9𝑚𝑙2�̈� 

𝜕ℒ

𝜕𝜃
= −(𝑘𝑙2 + 3𝑚𝑔𝑙)𝜃 

𝜕𝒟

𝜕�̇�
= 4𝛼𝑙2�̇� 

9𝑚𝑙2�̈� + 4𝛼𝑙2�̇� + (𝑘𝑙2 + 3𝑚𝑔𝑙)𝜃 =  𝑓0 cos 𝜔𝑡 
 

�̈� +
4𝛼

9𝑚
�̇� +

(𝑘𝑙2 + 3𝑚𝑔𝑙)

9𝑚𝑙2
𝜃 =  

𝑓0

9𝑚𝑙2
cos 𝜔𝑡 

 

�̈� +
4𝛼

9𝑚
�̇� + (

𝑘

9𝑚
+

𝑔

3𝑙
) 𝜃 =  

𝑓0

9𝑚𝑙2
cos 𝜔𝑡 

�̈�المعادلة من الشكل:   + 2𝜆�̇� + 𝜔0
2𝜃 = 𝑓 

2𝜆 =
4𝛼

9𝑚
 ⟹  𝜆 =  

2𝛼

9𝑚
 

 

𝜔0
2 =  (

𝑘

9𝑚
+

𝑔

3𝑙
) 

 
 φو الطور الابتدائي  𝐴سعة الحل الخاص  .4

𝜃الحل الخاص يكتب من الشكل :  = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜑) 

𝑓0

9𝑚𝑙2
cos 𝜔𝑡 =

𝑓0

9𝑚𝑙2
𝑒𝑖𝜔𝑡 

𝜃 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜑) = 𝐴𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝜑) 
�̇� = 𝑖𝐴𝜔𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝜑) 

�̈� = −𝐴𝜔2𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝜑) 
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−𝐴𝜔2𝑒𝑖𝜔𝑡 +
4𝛼

9𝑚
𝑖𝐴𝜔𝑒𝑖𝜔𝑡 + (

𝑘

9𝑚
+

𝑔

3𝑙
) 𝐴𝑒𝑖𝜔𝑡 =  

𝑓0

9𝑚𝑙2
𝑒𝑖𝜔𝑡 

𝐴𝑒𝑖𝜔𝑡𝑒𝑖𝜑 (−𝜔2 +
4𝛼

9𝑚
𝑖𝜔 + (

𝑘

9𝑚
+

𝑔

3𝑙
)) =  

𝑓0

9𝑚𝑙2
𝑒𝑖𝜔𝑡 

𝐴𝑒𝑖𝜑 ((
𝑘

9𝑚
+

𝑔

3𝑙
) − 𝜔2 + 𝑖

4𝛼

9𝑚
𝜔) =  

𝑓0

9𝑚𝑙2
 

((
𝑘

9𝑚
+

𝑔

3𝑙
) − 𝜔2 + 𝑖

4𝛼

9𝑚
𝜔) =  

𝑓0

𝐴9𝑚𝑙2
𝑒−𝑖𝜑 

(
𝑘

9𝑚
+

𝑔

3𝑙
) − 𝜔2 + 𝑖

4𝛼

9𝑚
𝜔 =

𝑓0

𝐴9𝑚𝑙2
(cos 𝜑 − 𝑖 sin 𝜑) 

 ضع المساواة بين الجزء الحقيقي للطرفين و المساواة بين الجزء التخيلي للطرفين نجد :بو 

{
(

𝑘

9𝑚
+

𝑔

3𝑙
) − 𝜔2 =

𝑓0

𝐴9𝑚𝑙2
cos 𝜑

4𝛼

9𝑚
𝜔 = −

𝑓0

𝐴9𝑚𝑙2
sin 𝜑

 

 بالتربيع و الجمع :

(
𝑓0

𝐴9𝑚𝑙2
)

2

= ((
𝑘

9𝑚
+

𝑔

3𝑙
) − 𝜔2)

2

+ (
4𝛼

9𝑚
𝜔)

2

 

𝐴 =
𝐵

√((
𝑘

9𝑚
+

𝑔
3𝑙

) − 𝜔2)

2

+ (
4𝛼
9𝑚

𝜔)
2

 

 

𝑡𝑔 𝜑 =
−

4𝛼
9𝑚

𝜔

(
𝑘

9𝑚
+

𝑔
3𝑙

) − 𝜔2
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 :التمرين الثاني

 𝒟، طاقة التبدد  𝑈، الطاقة الكامنة   𝑇الطاقة الحركية  .1
  الطاقة الحركية      𝑇    𝑥 = 𝑅𝜃 ⟹ 𝜃 =

𝑥

𝑅
 

𝑇 = 𝑇𝑀 + 𝑇𝑚 =
1

2
𝑀 𝑅2�̇�2 +

1

2
𝑚�̇�2 =

1

2
(

1

2
𝑀 + 𝑚) �̇�2        

  الطاقة الكامنة𝑈 

𝑈 =
1

2
𝑘𝑥2 

  طاقة التبدد𝒟 

𝒟 =
1

2
𝛼�̇�2 

 ℒدالة لاغرانج  .2

ℒ = 𝑇 − 𝑈 

ℒ =
1

2
(

1

2
𝑀 + 𝑚) �̇�2 −

1

2
𝑘𝑥2 

 ة التفاضلية للحركة المعادل .3
𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕ℒ

𝜕�̇�
) −

𝜕ℒ

𝜕𝜃
+

𝜕𝒟

𝜕�̇�
= 𝑓0 cos 𝜔𝑡 

 

(
1

2
𝑀 + 𝑚) �̈� + 𝛼�̇� + 𝑘𝑥 = 𝑓0 cos 𝜔𝑡 

�̈� +
𝛼

(
𝑀
2

+ 𝑚)
�̇� +

𝑘

(
𝑀
2

+ 𝑚)
𝑥 =

𝑓0

(
𝑀
2

+ 𝑚)
cos 𝜔𝑡 

�̈�معادلة تفاضلية من الشكل :  + 2𝜆�̇� + 𝜔0
2𝑥 = 𝑓 
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𝜆 =
𝛼

2 (
𝑀
2

+ 𝑚)
 

𝜔0
2 =

𝑘

(
𝑀
2

+ 𝑚)
 

 φو الطور الابتدائي  𝐴سعة الحل الخاص  .4

 باستعمال الاعداد المركبة 

{
𝑓 = 𝑓0𝑒𝑖𝜔𝑡

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝜑)
 

 بالتعويض في المعادلة التفاضلية نجد :

𝐴 =
𝐵

√(𝜔0
2 − 𝜔2)2 + 4𝜆2𝜔2

 

𝑡𝑔 𝜑 =
−2𝜆𝜔

𝜔0
2 − 𝜔2

 

  𝜔𝑟نبض التجاوب  .5

𝜔𝑟 = √𝜔0
2 − 2𝜆2 

 

 


