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 ) الهزاز الحر المتخامد( 2السلسلة 

 :الأول التمرين 

 .(1)الشكل 𝛼و مخمد   𝑘و نابض ثابت مرونته  𝑚نعتبر النظام الميكانيكي المتكون من كتلة 

 .بطريقة لاغرانج اوجد المعادلة التفاضلية للحركة .1
ωالضعيف  اكتب الحل في حالة التخامد .2

0
> 𝜆  و استنتج𝜔𝑎 . 

 :ثاني التمرين ال

، نابض ثابت   𝐿، ساق مهمل الكتلة طوله   𝑚2و   𝑚1نظام متكون من كتلتين  2يمثل الشكل
 .𝛼و مخمد  𝑘1مرونته 

 اكتب المعادلة التفاضلية للحركة علما ان الهزاز ينجز اهتزازات صغيرة. .1
 .𝜔𝑎و   𝜔0اوجد النبض الذاتي  .2
ωيف التخامد الضعاكتب الحل في حالة  .3

0
> 𝜆   تعطى حيث : 𝑚1

4
= 𝑚2 = 𝑚 ، 𝑘

4
= 𝑘′ 

 : التمرين الثالث

,M)من قرص  3يتكون النظام المبين في الشكل  R)  يمكنه الدوران و الانسحاب افقيا مربوط
𝛼 .(𝑗و مخمد  𝑘بنابض ثابت مرونته  =

1

2
𝑀𝑅2) 

 . 𝜔0و  λاكتب معادلة الحركة بدلالة  .1
𝜔0الحل الرياضي اذا كان  اكتب .2 = 𝜆 . 

 :التمرين الرابع 

,M)يمثل نظام متكون من قرص   4الشكل  R)  و نابضين ثابت مرنتهما𝑘1  و𝑘2 و مخمد ،α. : حيث  

𝑂𝐴 = 𝑅 , 𝑂𝐵 =
𝐿

2
 

 اوجد المعادلة التفاضلية للحركة. .1
اكتب حل المعادلة التفاضلية في حالة  .2

 التخامد الضعيف 
 . 𝜔0  ،λنتج قيمة است .3
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 2حل السلسلة 

 التمرين الأول :

 المعادلة التفاضلية للحركة  .1

 𝑻الطاقة الحركية  1.1

𝑇 =
1

2
𝑚�̇�2 

 𝑼الطاقة الكامنة  2.1

𝑈 =
1

2
𝑘𝑥2 

 𝓓طاقة التبدد  3.1

𝓓 =
𝟏

𝟐
𝜶�̇�𝟐 

 دالة لاغرانج    4.1

𝓛 = 𝑻 − 𝑼 

𝓛 =
1

2
𝑚�̇�2 −

1

2
𝑘𝑥2 

  معادلة لاغرانج  5.1

 تعطى معادلة لاغرانج للهزاز المتخامد كالتالي :

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕ℒ

𝜕�̇�
) −

𝜕ℒ

𝜕𝑥
= −

𝜕𝒟

𝜕�̇�
 

(
𝜕ℒ

𝜕�̇�
) = 𝑚�̇�   ⟹  

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕ℒ

𝜕�̇�
) = 𝑚�̈� 

𝜕ℒ

𝜕𝑥
= − 𝑘𝑥 

𝜕𝒟

𝜕�̇�
=  𝛼�̇� 
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 :المعادلة التفاضلية للحركة تكتب كالتالي  اذن

𝑚�̈� + 𝑘𝑥 + 𝛼�̇� = 0 ⟹ �̈� +
𝛼

𝑚
�̇� +

𝑘

𝑚
𝑥 = 0  

 : وهي معادلة تفاضلية من الشكل

�̈� + 2𝜆�̇� + 𝜔0
2𝑥 = 0 

 حيث:

2𝜆 =
𝛼

𝑚
  ,  𝜔0

2 =
𝑘

𝑚
 

 في حالة التخامد الضعيف تكتب عبارة الازاحة على الشكل التالي : .3

𝒙(𝒕) = 𝑪𝒆−𝝀𝒕𝒄𝒐𝒔 (𝝎𝒂𝒕 + 𝝋) 
 حيث :

𝝎𝒂 = √𝝎𝟎
𝟐 − 𝝀𝟐 ⟹  𝝎𝒂 = √

𝑘

𝑚
−

𝛼2

4 𝑚2
 

 التمرين الثاني :

  الاحداثيات و السرعات 

𝑚1 {

𝐿

2
𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃

⟹  𝑚1 {

𝐿

2
�̇� cos 𝜃

−
𝐿

2
𝜃 sin 𝜃̇

 

𝑚2 {
𝐿 𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝐿𝑐𝑜𝑠 𝜃

⟹  𝑚2 { 𝐿�̇� cos 𝜃
−𝐿𝜃 ̇ 𝑠𝑖𝑛 𝜃

 

  الطاقة الحركية𝑻 

𝑇 =  𝑇𝑚1
+ 𝑇𝑚2

 

𝑇𝑚1
=

1

2
𝑚1 (

𝐿

2
�̇� cos 𝜃)

2

=
1

2
𝑚1 (

𝐿

2
�̇�)

2

,  cos 𝜃 ≈ 1 

𝑇𝑚2
=

1

2
𝑚2(𝐿�̇� cos 𝜃)

2
=

1

2
𝑚2(𝐿�̇�)

2
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 اذن :

𝑇 =
1

2
𝑚1 (

𝐿

2
�̇�)

2

+
1

2
𝑚2(𝐿�̇�)

2 

𝑇 =
1

2
𝐿2(

𝑚1

4
+ 𝑚2)�̇�2 

  الطاقة الكامنة𝑼 

𝑈 = 𝑈𝑚1
+ 𝑈𝑚2

+ 𝑈𝑘 

𝑈𝑚1
= 𝑚1𝑔

𝐿

2
(1 − cos 𝜃) =

1

2
 𝑚1𝑔

𝐿

2
𝜃2 

𝑈𝑚2
= 𝑚2𝑔𝐿(1 − cos 𝜃) =

1

2
𝑚2𝑔𝐿𝜃2 

𝑈𝑘 =
1

2
𝑘 (

𝐿

2
sin 𝜃)2 =  

1

2
𝑘 

𝐿2

4
𝜃2 

 : اذن

𝑈 =
1

2
 𝑚1𝑔

𝐿

2
𝜃2 + 

1

2
𝑚2𝑔𝐿𝜃2  +

1

2
𝑘 

𝐿2

4
𝜃2 

𝑈 =
1

2
𝑔𝐿 (

𝑚1

2
+ 𝑚2) 𝜃2 +

1

2
𝑘 

𝐿2

4
𝜃2 

  طاقة التبدد𝓓 

𝒟 =
1

2
𝛼𝐿2�̇�2 

  دالة لاغرانج𝓛 
ℒ = 𝑇 − 𝑈 

ℒ =
1

2
𝐿2 (

𝑚1

4
+ 𝑚2) �̇�2 −

1

2
𝑔𝐿 (

𝑚1

2
+ 𝑚2) 𝜃2 −

1

2
𝑘 

𝐿2

4
𝜃2  

 المعادلة التفاضلية للحركة 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕ℒ

𝜕�̇�
) −

𝜕ℒ

𝜕𝜃
= −

𝜕𝒟

𝜕�̇�
 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕ℒ

𝜕�̇�
) = 𝐿2 (

𝑚1

4
+ 𝑚2) �̈� 
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𝜕ℒ

𝜕𝜃
= −𝑔𝐿 (

𝑚1

2
+ 𝑚2) 𝜃 − 𝑘

𝐿2

4
 

𝜕𝒟

𝜕�̇�
= 𝛼𝐿2�̇� 

𝐿2 (
𝑚1

4
+ 𝑚2) �̈� + 𝛼𝐿2�̇� + (𝑔𝐿 (

𝑚1

2
+ 𝑚2) +  𝑘 

𝐿2

4
) 𝜃 = 0 

�̈� +
𝛼

(
𝑚1
4 + 𝑚2)

�̇� +
(

𝑔
𝐿 (

𝑚1

2
+ 𝑚2) +  

𝑘
4)

(
𝑚1
4 + 𝑚2)

𝜃 = 0 

�̈�وهي معادلة تفاضلية من الشكل :  + 2𝜆�̇� + 𝜔0
2𝜃 = 0 

  النبض الذاتي𝝎𝟎 : 

𝜔0 = √
(

𝑔
𝐿 (

𝑚1

2
+ 𝑚2) +  

𝑘
4)

(
𝑚1
4 + 𝑚2)

 

 لدينا :  

𝑚1

4
= 𝑚2 = 𝑚 ، 

𝑘

4
= 𝑘′ 

 :اذن 

𝜔0 = √
𝑔
𝐿

3𝑚 + 𝑘′

2𝑚
= √

3𝑔

2𝐿
+

𝑘′

2𝑚
 

  شبه النبض𝜔𝑎 : 

𝜔𝑎 = √𝜔0
2 − 𝜆2 

𝜔𝑎 = √
3𝑔

2𝐿
+

𝑘′

2𝑚
−

𝛼2

16𝑚2
 

 حيث : ،كتابة الحل في حالة التخامد الضعيف 

 في حالة التخامد الضعيف يكتب الحل على الشكل التالي :
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𝜃(𝑡) = 𝐶𝑒−𝜆𝑡 cos(𝜔𝑎𝑡 + 𝜑) 

𝜃(𝑡) = 𝐶𝑒−
𝛼

4𝑚
𝑡  cos ( √

3𝑔

2𝐿
+

𝑘′

2𝑚
−

𝛼2

16𝑚2
𝑡 + 𝜑)  

 :التمرين الثالث 

 المعادلة التفاضلية للحركة  .1
 : الطاقة الحركية 

𝒙 = 𝑹𝜽 ⟹ �̇� = 𝑹�̇� 

𝑇 =  𝑇𝑀انسحابية 
+  𝑇𝑀دورانية 

 

𝑇𝑀انسحابية 
=

1

2
𝑀(𝑅�̇�)

2
     ,     𝑇𝑀 رانيةدو   

=
1

2
𝑗�̇�2 =

1

2
(
1

2
𝑀𝑅2)�̇�2 

𝑇 =  
1

2
𝑀(𝑅�̇�)

2
+

1

2
(

1

2
𝑀𝑅2) �̇�2 =

3

4
𝑀𝑅2�̇�2 

  الطاقة الكامنة 

𝑈 =
1

2
𝑘(𝑅𝜃)2 

  طاقة التبدد 

𝒟 =
1

2
𝛼(𝑅�̇�)2 

  دالة لاغرانج 
ℒ = 𝑇 − 𝑈 

 

ℒ =  
3

4
𝑀𝑅2�̇�

2
−

1

2
𝑘(𝑅𝜃)

2 

  المعادلة التفاضلية للحركة 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕ℒ

𝜕�̇�
) −

𝜕ℒ

𝜕𝜃
= −

𝜕𝒟

𝜕�̇�
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𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕ℒ

𝜕�̇�
) =

3

2
𝑀𝑅2�̈� 

𝜕ℒ

𝜕𝜃
= −𝑘𝑅2𝜃 

𝜕𝒟

𝜕�̇�
= 𝛼𝑅2�̇� 

 اذن :

3

2
𝑀𝑅2�̈� + 𝛼𝑅2�̇� + 𝑘𝑅2𝜃 = 0 

�̈� +
2𝛼

3𝑀
�̇� +

2𝑘

3𝑀
𝜃 = 0 

 معادلة تفاضلية من الشكل : 

�̈� + 2𝜆�̇� + 𝜔0
2𝜃 = 0 

2λ =
2𝛼

3𝑀
 ⟹  λ =

𝛼

3𝑀
 ، 𝜔0

2 =  
2𝑘

3𝑀
  ⟹  𝜔0 = √

2𝑘

3𝑀
 

𝜔0اذا كان  .2 = 𝜆  : يكون الحل من الشكل 
𝜃(𝑡) = (𝐶1 + 𝐶2𝑡)𝑒−𝜆𝑡 

 

 : التمرين الرابع
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 المعادلة التفاضلية للحركة  .1
 لطاقة الحركية ا 

𝑇 =
1

2
𝑗�̇�2 =

1

2
(
1

2
𝑀𝑅2)�̇�2 

𝑈 =  𝑈𝑘1
+ 𝑈𝑘2

=
1

2
𝑘1(𝑅𝜃)2 +

1

2
𝑘2 (

𝐿

2
𝜃)

2 

 

𝒟 =
1

2
𝛼 (

𝐿

2
�̇�)

2

 

  دالة لاغرانج 
ℒ = 𝑇 − 𝑈 

 

ℒ =  
1

2
(

1

2
𝑀𝑅2) �̇�2 −

1

2
𝑘1(𝑅𝜃)2 −

1

2
𝑘2 (

𝐿

2
𝜃)

2 

 

  المعادلة التفاضلية للحركة 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕ℒ

𝜕�̇�
) −

𝜕ℒ

𝜕𝜃
= −

𝜕𝒟

𝜕�̇�
 

(
1

2
𝑀𝑅2) �̈� + 𝛼

𝐿2

4
�̇� + (𝑘1𝑅2 + 𝑘2

𝐿2

4
) 𝜃 = 0 

�̈� +
𝛼

𝐿2

4

(
1
2

𝑀𝑅2)
�̇� +

(𝑘1𝑅2 + 𝑘2
𝐿2

4 )

(
1
2

𝑀𝑅2)
𝜃 = 0 

 معادلة تفاضلية من الشكل :

�̈� + 2𝜆�̇� + 𝜔0
2𝜃 = 0 

𝜆 =
𝛼𝐿2

(4𝑀𝑅2)
 , 𝜔0 = √

2𝑘1

𝑀
+

𝑘2𝐿2

2𝑀𝑅2
  

 

 


