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  الفصل الاول

 السلاسل العددٌة

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 السلاسل العددية

 

 تمهٌد   نعتبر  المتتالٌة العددٌة  (  ) ولٌكن المجموع  غٌر منتهً  الأتً   

                 

 ولٌكن المجموع  الجزءي                              

 نسمً سلسلة عددٌة ذات  الحد  العام      المتتالٌة العددٌة   ذات  الحد  العام            

 ∑   

 

    

  ∑ او  
   

 ونرمز للسلسلة العددٌة   البرمز 

                   

  المتتالٌة العددٌة   ذات  الحد  العام      تكون  من الشكل                      

  السلسلة العددٌة   ذات  الحد  العام      تكون  من الشكل

                                         

 تعرٌف  نقول ان   السلسلة العددٌة   ذات  الحد  العام     انها متقاربة  اذا وفقط اذا  كان    

  المتتالٌة العددٌة   ذات  الحد  العام     متقاربة   بمعنى  

                           |    |   ∑متقاربة    
   

 

 ∑  
   

        حٌث    المجموع  الجزءي للسلسلة  
   

  ∑متقاربة      
   

 

  ∑متقاربة وان مجموعها    او ان  السلسلة 
   

    نقول  ان  السلسلة  
   

 اذا  كانت     



∑  
   

  ∑تقبل المجموع     ونكتب     
   

 

 ملاحظات      

 ( )   كل سلسلة غٌر  متقاربة  تكون  متباعدة  

 ( ) دراسة طبٌعة سلسلة ٌعنً تقاربها  اوتباعدها    

 ( )  نقول عن  سلسلة عددٌة ذات الحد  العام      انها متزاٌدة  ( اومتزاٌدة  تماما  ) اذا  كانت   

 متتالٌة المجامٌع الجزبٌة (  )  متزاٌدة  ( اومتزاٌدة  تماما  )      

 ( )  نقول عن  سلسلة عددٌة ذات الحد  العام      انها متناقصة ( اومتناقصة  تماما  ) اذا  كانت  

 متتالٌة المجامٌع الجزبٌة (  ) انها متناقصة ( اومتناقصة  تماما  )

 رتابة  السلاسل العددٌة    نقول عن  سلسلة عددٌة ذات الحد  العام      انها رتٌبة  اذا كانت           

 متتالٌة المجامٌع الجزبٌة (  ) انها رتٌبة

 ملاحظة    سلسلتان عددٌتان لا  ٌختلفان  الا فً عدد  منته من الحدود لهما نفس  الطبٌعة   

 الاثبات       

  ∑نفرض نهما ٌختلفان الا فً عدد منته  من الحدود  
   

∑  
   

   نعتبر سلسلتٌن  عددٌتٌن      

∑  
   

                          

∑  
   

                          

 اي  توجد  رتبة        بحٌث            

               

 ولٌكن

   ∑   

 

    

 ∑  

  

   

 ∑   

 

      

 



   ∑   

 

    

 ∑  

  

   

 ∑   

 

      

 

ومنه                                                    

 اي                                                   

 اذا  كانت     متقاربة فان     متقاربة  والعكس  بالعكس اي  ان  المتتالٌتان(  )و(  )  لهما نفس الطبٌعة 

اذا اظفنا  او حذفنا عدد  منته  من  الحدود  الً سلسلة عددٌة  معٌنة فان ذلك لا ٌغٌرطبٌعتها     نتٌجة   

 مثال       

  ( )  دراسة  السلسلة الهندسٌة 

      
 نسمً  سلسلة هندسٌة كل سلسلة حدها العام من شكل       

 المجموع  الجزبً ٌعطى بالصٌغة  التالٌة    

                       
   (        ) 
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 (   )             

 

   
   

   
 

   
    | |    

    ∑   
 

   

 
 

   
| |  ومجموعها   ∑ متقاربة  من  اجل        

 

   

 ومنه  السلسلة  

  ∑
 

 

 

   

 ( )  دراسة  السلسلة التوافقٌة  

     
 

 
 
 

 
   

 

 
    ( )            ∑

 

 

 

   

 نضع    

 ومنه                                          ( )        

   
   

        
   

      
   

       



∑متباعدة
 

 

 

   

 وعلٌه السلسلة التوافقٌة  

   ∑
 

 (   )
   

 مثال     اوجد    مجموع  السلسلة   

   
 

 (   )
 
 

 
 

 

   
 نضع        

                
 

 
 
 

 
 
 

 
   

 

 
 

 

   
   

 

   
 

     
   

      
   

  
 

   
   

∑
 

 (   )

 

   

 ومنه                  

عددٌةال   ذات  الحد العام              ∑ السلسلة    

 

   

لتكن    الشرط اللازم  لتقارب سلسلة  عددٌة   

عددٌةال   ذات  الحد العام                       ∑ السلسلة    

 

   

 نظرٌة      لتكن  

      والعكس غٌرصحٌح 
   

  ∑متقاربة           

 

   

 

 الإثبات

          
   

عددٌةال  متقاربة   اذا           ∑ السلسلة     

 

   

 لتكن  

           

   
   

      
   

              

        
   

 

 
∑  متباعدة  لكن       

 

 
   

 عكس  الاستلزام  غٌر صحٌح  نستعمل مثال مضاد السلسلة  



عددٌةال   ذات  الحد العام      ∑ السلسلة    

 

   

 نتٌجة      لتكن  

       
   

  ∑متباعدة          

 

   

 

 الإثبات

 لدٌنا من النظرٌة أن

    بستعمال  العكس النقٌض نجد               
   

  ∑متقاربة           

 

   

 

   
   

  ∑متباعدة      

 

   

 

 (  )  السلاسل ذات الحدود الموجبة  

نقول أن السلسلة ذات الحد العام     بانها ذات حدود موجبة اذا حققت    تعرٌف 

                

 ملاحظة :

 واضح أنه هذه الحالة                   حٌث    هو المجموع الجزبً من الرتبة    

 للسلسلة المشار الٌها

 واضح كذلك أنه اذا كانت السلسلة متقاربة فان مجموعها     ٌحقق

     
   

   ∑  

 

   

        بحٌث     

الحدود الموجبة :دراسة طبٌعة السلاسل ذات   

   ) نقوم فً هذا الجزء من الدرس باختٌار السلاسل غٌما اذا كانت متقاربة او متباعدة  و كذلك                  

 ندرس عدة معاٌٌر لاختٌار هذه السلاسل ذات الحدود الموجبة 

كانت السلاسل لٌست ذات حدود  إذاأن هذه المعاٌٌر ستدرسها لا تكون صالحة  إلى الإشارةتجدر (    

 موجبة اي أن            



 معٌار المقارنة :

 نعتبر سلسلتٌن ذات حدود موجبة وذات حدود عامة على التوالً 

        اذا تحققت                    فانه 

  ∑ متقاربة
   

    ∑متقاربة فان 

   

 اذا كانت 

  ∑ متباعدة
   

   ∑متباعدة فان 

   

 اذا كانت 

نعتبر سلسلتٌن ذات حدود موجبة وذات حدود عامة على التوالً البرهان : 

        و لٌكن        المجموع الجزبً من الرتبة   للسلسلة ذات الحد  العام        على الترتٌب 

 نفرض أن                        و منه نستنتج                 

  اذا كانت السلسلة ذات الحد العام   متقاربة  هذا ٌعنً ان المجموع الجزبً     ٌقبل نهاٌة منتهٌة و لتكن   

                  
   

      
   

  بما أن                 اذن سنتحصل على   

              
   

       لأن      
    

 و منه             

   ∑ محدودة من الاعلى ب  وهً متزاٌدة اذن         

   

 اذا نستنتج  ان  المجموع الجزئ للسلسلة  

∑ متقاربة    لان  ومنه  المتتالٌة    متقاربة  وعلٌه  السلسلة        

   ∑متباعدة  لان                 

   

   ∑متباعدة  فان السلسلة  

   

 اذا كانت 

      
   

      
   

 و منه نستنتج               وبالتالً     

   ∑متباعدة

   

 إذن  السلسلة  

 المعٌاراللوغارتمً    نعتبر سلسلتبن عددٌتٌن ذات حدود موجبة  تماما وذات حدود  عامة علً  التوالً  

                   

   ∑متقاربة  فان السلسلة  

   

       فانه اذا  كانت السلسلة 
    
  

 
    
  

 اذا  تحقق  



   ∑متباعدة  

   

   ∑متباعدة فان السلسلة 

   

   ∑متقاربة و اذا  كانت السلسلة 

   

 

 الإثبات      نعتبر سلسلتبن عددٌتٌن ذات حدود موجبة  تماما وذات حدود  عامة علً  التوالً       

        بما  ان                     بضرب  طرفً 
    
  

 
    
  

 و تحقق  

                               
    
    

 
  
  
   نجد     

  
    

 المتراجحة فً  

                                  
    
    

 
  
  
   

  
  
 
  
  
    ومنه                        

          
  
  
 
  
  
      اذن               

             
  
  
   

 متقاربة  وحسب 
  
  
 اذا كانت السلسلة ذات  الحد العام     متقاربة فان السلسلة ذات  الحد العام    

  المقارنة  فان  السلسلة ذات  الحد العام     متقاربة   

 متباعدة  
  
  
 اذا كانت السلسلة ذات  الحد العام     متباعدة حسب المقارنة   فان السلسلة ذات  الحد العام    

  ومنه السلسلة ذات  الحد العام     متباعدة   

  (   )
 

  
 مثال    ادرس السلاسل ذات  الحدود العامة التالٌة  

       
 

    
   

 

   ( )
 (       )  

 

  
 

 

√ 
(   )    

( )                        ومنه                 الحل                               

           
 

  
 
 

  
 

   ) باستخدام معٌارالمقارتة 
 

 
*  ذات  الاساس       حد عام لسلسلة هندسٌة متقاربة  

 

  
 

 متقاربة  
 

  
 فان السلسلة ذات  الحد العام 



       
 

 
 
 

√ 
 ( )   نعلم  ان       √          ومنه  

∑ متباعدة     
 

√ 

 

   

 حد عام  لسلسلة  توافقٌة متباعدة  حسب  معٌار المقارنة   السلسلة   
 

 
 

      * +
 

    
 
 

 
 ( )          + *        ومنه  

∑ متباعدة ( حذف  حد لا ٌغٌر من  طبٌعة السلسلة   )   
 

 
   

∑توافقٌة متباعدة ومنه السلسلة   
 

 
   

 السلسلة 

∑متباعدة      
 

    
   

 وحسب معٌار المقارنة فان السلسلة   

     
 

  
 
 

  
                   ( ) 

∑متقاربة  
 

   
   

∑متقاربة   وحسب معٌار المقارنة فان السلسلة   
 

  
   

 السلسلة   

 

  
 
 

 
 اذا  كان  ,   -   فان          

∑ متباعدة  وحسب معٌار المقارنة      
 

 
   

∑توافقٌة متباعدة ومنه السلسلة   
 

 
   

 السلسلة 

∑متباعدة  
 

  
   

 فان  السلسلة   

∑متباعدة 
 

    
   

ومنه السلسلة       
   

 

    
  ( ) 

 المعٌار التكاملً   نعتبر سلسلة  عددٌة  ذات  حدود  موجبة  وحدها العام      و لٌكن    

 تطبٌق موجب  ومتناقص علً المجال  ,   , اذا تحقق ( )                       

∫متقارب   ( )  
 

 

متقاربة  اذا  وفقط  اذا كان   ∑   
     

 السلسلة

لٌكن    تطبٌق معرف وقابل الاشتقاق علً مجال (   )  نعرف التكامل الموسع    تعرٌف  



∫  ( )  
 

 

    
   

∫  ( )  
 

 

 

 اذا كانت النهاٌة موجودة نقول انه متقارب واذا غٌر موجودة او مالانهاٌة نقول انه متباعد

 الإثبات

 لٌكن  تطبٌق موجب  ومتناقص علً المجال  ,    , و لدٌنا     

      ,     -   ,    ,   

 واضح ان  لٌكن  تطبٌق موجب  ومتناقص علً كل مجال من الشكل  -     ,         

  (   )    ( )  اذن  -     ,        فان           ( )   

         ( )  بمان التطبٌق    ٌحقق   ( )            نستنتج      

 نكامل علً  المجالات  -     ,        اذن 

∫       
   

 

 ∫   ( )   
   

 

∫     
   

 

 

               ∫   ( )   
   

 

    

∑     

 

   

 ∑∫   ( )   
   

 

 

   

∑   

 

   

  ومنه           

                 ∫   ( )   
   

 

    

وعلٌه        
   

متقاربة اذن متتالٌة (  ) متقاربة  ومنه   ∑    
    

 نفرض  ان  السلسلة 

   
   

              
   

∫   ( )   
   

 

   
   

   

        ∫   ( )  
  

 

    

    ∫   ( )  
  

 

 لدٌنا ان    تطبٌق موجب ورتٌب علً  المجال ,    , اذن     



α   بحٌث ∫منتهً لانه   محدود من الاعلً  ب   اذن       ( )  
  

 

 نستنتج  ان  

∫ومنه متقارب       ( )  
  

 

      

 

 الحالة العكسية

        ∫   ( )  
  

 

        α ∫متقارب  فانه        ( )  
  

 

 اذا كان  

   
   

           ∫   ( )  
  

 

 ومنه         

 

∑متقاربة    
   

ًهف  متقاربة وعلٌه فان السلسلة   المتتالٌة (  ) محدودة من الاعلى ومتزاٌدة  

 دراسة سلاسل رٌمان      

نسمً  سلاسل رٌمان  السلاسل  العددٌة ذات الحد العام     الموجب تماما من  الشكل     تعرٌف 

       
 

  
       

∑ نطبق  المعٌار  التكاملً  نبحث عن  تطبٌق    
 

  
   لدراسة سلاسل رٌمان          

   موجب ومتناقص علً  المجال  ,   ,  ٌحقق  ( )                  

  ∑   
   

 ∑
 

  
      

   
 بماان سلاسل رٌمان تكتب  علً الشكل  

        ( )  
 

  
 اذن  ناخذ        

 التطبٌق     موجب ومتناقص من اجل كل       فهو ٌحقق شروط المعٌار التكاملً ومنه   

∫لهما نفس  الطبٌعة             ( )  
  

 

∑و
 

  
      

   
 



∫   ( )  
  

 

 ∫  
 

  
  

  

 

    
   

∫  
 

  
  

 

 

    
   

*
    

   
+
 

 

 

       
   

    

   
 

 

   
 { 

 

   
         

                     
 

 اذن  التكامل متقارب اذا كان        ومتباعد  اذا  كان              ومنه  نستنتج  ان  السلسلة  

∑    متقاربة اذا كان        ومتباعدة  اذا  كان             
 

  
      

   
 

  معٌار التكافؤ       نعتبر سلسلتبن عددٌتٌن ذات حدود موجبة  تماما وذات حدود  عامة علً  التوالً 

                   

             فان    
  
  
 (ا)  اذا وجد عددٌن       و     بحٌث       

   ∑لهما  نفس الطبٌعة      

   

   ∑ و

   

          السلسلتٌن

   ∑ لهما نفس  الطبٌعة  

   

   ∑ و

   

     فان السلسلتٌن
   

  
  
     (    

 (ب)  اذا كانت  ( 

        ∑   

   

بالرمز     ∑ 

   

 ونقول  انهما  متكافبتٌن ونرمز للتكافؤ

 الإثبات

           بمان
  
  
 نبرهن  وجود  عددٌن       و     بحٌث       

     فً     نتحصل    
  
  
       و       بضرب  طرفً  المتراجحة     

 متراجحتٌن   

{
                    ( )    

                    ( )   
 

 حسب المتراجحة  ( )  



   ∑متقاربة و اذا كانت  

   

   ∑ متقاربة  فانه حسب  معٌار المقارنة   

   

 اذا كانت  

 

ةباعدمت ∑   

   

ةباعدمت  فانه حسب  معٌار المقارنة     ∑   

   

 

 حسب المتراجحة  ( )  

   ∑متقاربة و اذا كانت  

   

   ∑ متقاربة  فانه حسب  معٌار المقارنة   

   

 اذا كانت  

ةباعدمت ∑   

   

ةباعدمت  فانه حسب  معٌار المقارنة     ∑   

   

 

     فان        
   

  
  
     (    

 (ب)  اذا كانت   ( 

                 |
  
  
  |    

     
  
  
     

     ,
  
  
   
  
  
        

  
  
        

 
-  بوضع

     ,
  
  
   
  
  
        

  
  
        

 
- 

           
  
  
 ومنه نجد           

   ∑ لهما نفس  الطبٌعة      

   

   ∑ و

   

 ومنه حسب  الجزء الاول  فان  السلسلتٌن

نعتبر السلسلة  العددٌة  ذات الحدود  الموجبة  وذات  الحد  العام        معٌاررٌمان   

 ( )  اذا  وجد  عدد  حقٌقً       بحٌث        محدودة  من  الاعلى  فان  السلسلة

   ذات  الحد  العام      تكون   متقاربة      

 ( )  اذا  وجد  عدد  حقٌقً       بحٌث        محدودة  من  الاسفل  فان  السلسلة



 ذات  الحد  العام      تكون   متباعدة      

     فان  السلسلة   ذات  الحد  العام      تكون   متقاربة          
   

        (   )  ( ) 

 من  اجل       متباعدة  من  اجل               

 الإثبات

 ( )   نفرض  وجود عدد  حقٌقً       بحٌث        محدودة  من  الاعلى  اي

                    

               
 

  
 بمعنً    

 حد عام لسلسلة  رٌمان متقاربة  وحسب  معٌار المقارنة     
 

  
   من  اجل       لدٌنا  

  فان السلسلة  ذات  الحد  العام      تكون   متقاربة

 ( )   نفرض  وجود عدد  حقٌقً       بحٌث        محدودة  من  الاسفل  

                    

               
 

  
 بمعنً    

 حد عام لسلسلة  رٌمان متباعدة  وحسب  معٌار المقارنة     
 

  
   من  اجل       لدٌنا  

  فان السلسلة  ذات  الحد  العام      تكون   متباعدة 

     حسب معٌار     
   

 
  
 
  

     اي ان      
   

 ( ) اذا  كان  (   )        

∑لهما  نفس الطبٌعة     
 

  
 

   

   ∑ و

   

 التكافؤ فان  السلسلتٌن   

 معٌار دالمبٌر   نعتبر السلسلة  العددٌة  ذات الحدود  الموجبة  تماما وذات  الحد  العام             

  فان  السلسلة   ذات  الحد       
     
   

 ( )  اذا  وجد  عدد  حقٌقً  موجب       بحٌث      

   العام      تكون  متقاربة 



  فان  السلسلة   ذات  الحد
     
   

 ( )  اذا  وجد  عدد  حقٌقً  موجب       بحٌث      

   العام      تكون  متباعدة 

     فان  السلسلة   ذات  الحد    العام      تكون  متقاربة  
   

     
   

    ⁄  ( )    اذا  كان   ̅  

 من اجل       متباعدة  من  جل                     

( )  فً حالة       فان  معٌار دالمبٌر لا نتٌجة        ملاحظات   

 ( )   معٌار دالمبٌر لا ٌطبق  الا علً  السلاسل ذات الحدود  الموجبة  

 ( )   معٌار دالمبٌر شرط   كافً  وغٌر لازم  اي العكس غٌر صحٌح  بمعنً  ٌمكن  ان  تكون                

    او  متباعدة   دون  ان   
   

     
   

   ∑  متقاربة   دون ان  تكون      

   

 السلسلة  

   
   

     
   

 تكون                                                     

 الإثبات

                              
    
  

 لٌكن                               حٌث     

اتۮ الاساس         فهً متقاربة  لان            حد عام  لسلسلة هندسٌة  
 نعتبر  

∑  

 

   

 ∑  
 

   

    
   

      

   
 

 

   
 

           
    
  

 لدٌنا ان                                                  

                   
    
  

 
    
  

 

  ∑متقاربة 

 

   

  ∑متقاربة  نستنتج  ان  السلسلة  

 

   

 وبتطبٌق المعٌار اللوغرٌتمً  وبمان  السلسلة  

       
    
  

 لٌكن        بحٌث    



اتۮ الاساس       متٌاعدة                حد عام  لسلسلة هندسٌة  
 نعتبر  

∑  

 

   

 ∑  
 

   

    
   

      

   
 ا ۮ ا  كان         

        ∑  

 

   

     وعلٌه      
   

 ا ۮ ا  كان             

            
    
  

 
    
  

 لدٌنا       

  ∑متباعدة

 

   

  ∑متباعدة نستنتج  ان  السلسلة  

 

   

 وبتطبٌق المعٌار اللوغرٌتمً  وبمان  السلسلة  

اتۮ  حدود  موجبة   نماما       ∑ سلسلة  عددٌة   
   

  قضٌة    لتكن   

   
   

    
  

 نضع             

ااۮ السلسلة    ∑ متقاربة   

   

ااۮ  كان       فان  ( ) 

السلسلة    ∑ متباعدة                       

   

ااۮ   كان         فان  ( )  

ااۮ   كان         فان  معٌار  دالمبٌر لا  ٌعطً نتٌجة         ( ) 

 الاثبات

ااۮ  كان       ( ) 

                     (   )      
    
  

         
   

    
  

     

       
    
  

 نختار         بحٌث         من   اجل كل           

السلسلة    ∑متقاربة

   

 حسب  المبرهنة  السابقة  فان  

ااۮ  كان       ( ) 



                     (   )      
    
  

     
   

    
  

     

       
    
  

 نختار         بحٌث         من   اجل كل           

السلسلة    ∑متباعدة   

   

 حسب  المبرهنة  السابقة  فان  

   
   

    
  

    وهً سلسلة توافقٌة  متباعدة    و    
 

 
اتۮ  الحد العام     ( )( ) نعتبر السلسلة  

   

    وهً سلسلة  رٌمان متقاربة  لان          و
 

  
اتۮ  الحد العام     ( ) نعتبر السلسلة  

   
   

    
  

     

 امثلة

   
 

  
اتۮ  الحد العام     ( ) نعتبر   السلسلة  

   
   

    
  

    
   

 
(   ) 

 

 
  
 

    
   

 

   
     

    متقاربة حسب معٌار دالمبٌر  
 

  
اتۮ  الحد العام        السلسلة  

   
  

  
اتۮ  الحد العام     ( ) نعتبر   السلسلة  

   
   

    
  

    
   

(   )   

(   ) 
 

  

  
 

    
   

(
   

 
*
 

     

    متباعدة حسب معٌاردالمبٌر
  

  
اتۮ  الحد العام       السلسلة  

 معٌار كوشً              



اتۮ  حدود  موجبة   ∑ سلسلة  عددٌة   
   

 قضٌة    لتكن   

  ∑  متقاربة   
   

  √  فان  
ااۮ  كان                   بحٌث          ( ) 

  ∑  متباعدة   
   

  √  فان  
ااۮ  كان           ( ) 

 الاثبات

  ∑) سلسلة  هندسٌة  متقاربة   لان الاساس          

   

 +       و  
  √  

         

  ∑متقاربة  
   

 حسب  معٌار المقارنة  فان  السلسلة   

   
   

            √  
     ( )     

  ∑متباعدة  
   

 ومنه   السلسلة

اتۮ  حدود  موجبة   ∑ سلسلة  عددٌة   
   

 قضٌة    لتكن   

   
   

 √  
 نضع              

السلسلة    ∑ متقاربة  

   

ااۮ  كان       فان  ( ) 

السلسلة    ∑ متباعدة                       

   

ااۮ   كان         فان  ( )  

ااۮ   كان         فان  معٌار  كوشً لا  ٌعطً نتٌجة         ( ) 

 الاثبات

ااۮ  كان       ( ) 

                     (   )      √  
          

   
√  
      



                     (   )  (   )      (   )
   

           (     )
 نختار         بحٌث         من   اجل كل     

(     )     متقاربة  لان  الاساس            
اتۮ الحد العام    سلسلةال  الهندسٌة      

السلسلة    ∑متقاربة

   

 حسب معٌار  المقارنة   فان  

ااۮ  كان       ( ) 

                    (   )      √  
      

   
√  
      

           (    )
 نختار         بحٌث         من   اجل كل      

(     )     متباعدة  لان  الاساس            
اتۮ الحد العام    سلسلةال  الهندسٌة      

السلسلة    ∑متباعدة

   

 حسب معٌار  المقارنة   فان  

   
   

√  
    وهً سلسلة توافقٌة  متباعدة    و     

 

 
اتۮ  الحد العام     ( )( ) نعتبر السلسلة  

    وهً سلسلة  رٌمان متقاربة  لان          
 

  
اتۮ  الحد العام     ( ) نعتبر السلسلة  

   
   

√  
      

 مثال

              (  
 

  
*
 

اتۮ  الحد العام     نعتبر السلسلة  

   
   

√  
     

   
√(  

 

  
*
  

    
   

(  
 

  
* 

    وعلٌه  السلسلة  متباعدة   
   

√  
ااۮ  كان       فان             ( ) 

    وعلٌه  السلسلة  متباعدة من  اجل             
   

√  
ااۮ  كان       فان         ( ) 

 متقاربة من  اجل      



ااۮ  كان         فان  ( ) 

   (  
 

  
*
 

 [(  
 

  
*
  

]

    

 
   

{

             
                    
                    

 

     وبالتالً السلسلة  متباعدة  
   

     

اتۮ  حدود  موجبة   ∑ سلسلة  عددٌة   
   

 قضٌة    لتكن   

   
   

    
  

      
   

 √  
             

 والعكس  غٌر صحٌح     

 الاثبات

   
   

    
  

                    (   )      
    
  

      

 ومنه من اجل  كل(   )    

    
  
    

      

    
    
    

      

. 

. 

. 

    
    
  

      

(   )    
               
               

  (   )    

(   )    
  
  
  (   )    

  (   )
          (   )

    



  
 
 (   )  

 
  √  

     
 
 (   )  

 
  

     
 
 (   )  

 
            

 
 (   )  

 
      

   
   

     
 

 
       بحٌث             

 

 
 
 

 
       

   
   

        بحٌث                    
 

 
 
 

 
     

 لٌكن     (       )       من اجل  كل(    ) لدٌنا  

       √  
         

        | √  
   |  ٌعنً        

  مثال  مضا د              

  ∑المعرفة   ب      
   

ولتكن  السلسلة     نعتبر          و    

   ,
  زوجً          

  فردي             
 

 باستعمال  معٌار كوشً                  

√  
  2

√      
  

  
   
   

 
  زوجً                             

√        
    

  
   
      

   
  فردي       

 

   
   

√  
  √   

 باستعمال  معٌار دالمبٌر

    
  

 

{
 

 
(  )   

      
  زوجً      

        

(  )   
   فردي     

 

   
   

    
  

 ,
  زوجً       

   فردي       
 



 والنهاٌة غٌرموجودة  حسب  معٌار دالمبٌر     

 مثال  اخر        

   ,
  زوجً         

  فردي          
 

 

      و        
   

√  
    

         
   

    
  

 {

 

 
  زوجً        

 

 
  فردي         

 

 معٌار كامر        (                 )

اتۮ  حدود  موجبة  تماما         ∑ سلسلة  عددٌة   
   

 قضٌة    لتكن   

  )   فان السلسة  متقاربة
    
  
* ااۮ  وجد       حٌث      ( ) 

  )   فان السلسة  متباغدة 
    
  
* ااۮ  وجد       حٌث     (  ) 

 الاثبات

    ( )  فً  حالة        نعتبر التابع          المعرفة ب    (   ) 

 .النشر المحدود للتابع    فً جوار    من  الرتبة     

. ( )   ( )   
  ( )

  
    

   (  )

  
            مع     

 ( )       
 (   )

  
    (    )

        

     نجد
 

 
 من اجل      

 (
 

 
*    

 

 
  
 (   )

   
  (    )

       
 

 
 



   
    
  

   
 

 
    (  

    
  
*      

    
  

   
 

 
  (

 

 
*  (  

 

 
*
  

 (
   

 
*
  

 .
 

   
/
 

 
    
  

 

     حد  عام سلسلة  رٌمان متقاربة  وحسب المعٌار  اللوغارٌتمً  فان                   
 

  
 حٌث    

  ∑  متقاربة
   

 السلسلة   

    
  

   
 

 
 
   

 
 
    
  

    〈  
    
  
〉      

  ∑ سلسلة   توافقٌة   متباعدة    
   

               السلسلة  
 

   
 نضع   

∑  
   

   وحسب المعٌار  اللوغارٌتمً  فان    السلسلة   

 معٌار راب        (                )

اتۮ  حدود  موجبة  تماما         ∑ سلسلة  عددٌة   
   

 قضٌة    لتكن   

   
   

  (  
    
  
*  نضع     

  ∑ متقاربة
   

ااۮ  كان       فان السلسة   ( ) 

  ∑ متباغدة 
   

ااۮ  كان      فان السلسة   ( ) 

ااۮ  كان     فان   معٌار راب  لا  ٌعطً نتٌجة   ( ) 

لاثباتا  

   
   

  (  
    
  
*                        (   )       

     
    
  

 



ااۮ  كان                 ( ) 

  )  من اجل كل(   )
    
  
*  نختار       بحٌث          و       

 وحسب  معٌار  كامر فان السلسلة  متقاربة  

ااۮ  كان        ( ) 

  )  من اجل كل(   )
    
  
*  نختار       بحٌث        و       

 وحسب  معٌار  كامر فان السلسلة  متباعدة  

 (  )السلاسل  ۮ ات  حدود  باشارات كٌفٌة     

 ان   المعاٌٌر المدروسة  سابقا  تطبق  علً  السلاسل   ۮ ات  الحدود  الموجبة  او السلاسل   ۮ ات  الحدود   

   باشارات ثابته لكنها  لا  تطبق   علً  السلاسل   ۮ ات  الحدود  باشارات كٌفٌة   لۮ ا  نلجا الً  دراسة        

|  |∑حتا  نستفٌد  من كل   المعاٌٌر المدروسة  سابقا         

   

 السلاسل   

 تجمٌع  الحدود            

  ∑    ۮ ات  حدود  كٌفٌة  ولٌكن            تطبٌق     
   

  نظرٌة   لبكن  السلسلة  العددٌة  

( )   ولنفرض ان    متزاٌد  تماما  و    

   
   

     ( ) 

(   )   من اجل كل            ( )  ( )       بحٌث     

∑      عندبد         

 (   )

   ( )  

  ∑المعرفة  ب     
   

 نعتبرالسلسلة    

  ∑  
   

   ∑  
   

ااۮ  كانا متقاربتان فان      ∑  لهما  نفس  الطبٌعة   
   

  ∑  
   

 السلسلتان  

     ( )  ملاحظة    لٌكن              

(   )  و         ( )      



   ∑   

 (   )

   ( )  

 ∑   

    

      

              

               ( )          
(  ) 

 
 مثلا                

   ∑   

 (   )

   ( )  

 ∑   

    

      

              
  

    
 

 

    
 

                      …                  

               
  

    
 

 

    
 

  

(    )(    )
 

        
 

(    )(    )
 
 

   
 

 حد عام لسلسلة  رٌمان متقاربة  لان         وحسب  معٌار المقارنة   فان
 

    
 

  ∑متقاربة  
   

  ∑متقاربة  بالتالً  
   

  ∑   سلسلة  متقاربة   منه ان  السلسلة 
   

 

ااۮ  كانت           ∑ انها  متقاربة  مطلقا  
   

 التقارب المطلق      نقول  عن  السلسلة  العددٌة  

|  |∑متقاربة                      

   

 السلسلة  العددٌة  

      
(  )     

  
 مثال      ادرس  طبٌعة  السلسلة    ۮ ات الحد  العام      

|  |  |
(  )     

  
      |  

|    |

  
 
 

  
  

 حد عام لسلسلة  رٌمان متقاربة  لان         وحسب  معٌار المقارنة   فان السلسلة
 

   
 

   ۮ ات الحد العام   |  |  متقاربة  وعلٌه   فان السلسلة   ۮ ات الحد العام      متقاربة  مطلقا      

  ∑ متقاربة  مطلقا فهً   متقاربة               
   

ااۮ  كان   السلسلة     نظرٌة      



 الاثبات

|  |∑متقاربة          

   

  ∑    متقاربة  مطلقا من  التعرسف  فان السلسلة  
   

 لكن  

 حسب مقٌاس كوشً  فان             

                   [       ∑ |  |

 

     

  ] 

                  | ∑   

 

     

|  ∑ |  |

 

     

 لكن    

             [         | ∑   

 

     

|   ]  وبالتالً  

 ومنه  حسب  مقٌاس  كوشً    فان السلسلة  متقاربة                           

 ملاحظة     العكس غٌرصحٌح       

   
(  ) 

 
 مثلا                

∑ غٌرمتقاربة مطلقا         |  |   حد لسلسلة توافقٌة متباعدة  ومنه  السلسلة         
 

 
    

 ولكنها متقاربة   

 نصف التقارب   

ااۮ  كانت  مقاربة  و    تعرٌف   نقول عن  سلسلة انها نصف متقاربة  

 غٌرمتقاربة مطلقا

    ∑حٌث    و    اعداد حقٌقٌة 

 

   

 معٌار ابٌل    ٌدرس  معٌار ابٌل طبٌعة  السلاسل العددٌة  

    ∑    

 

   

∑ اي      

 

   

 تحوٌل ابٌل     نجري تحوٌلا لعبارة  المجموع  الجزئ للسلسلة  

      



         

            

.          

. 

. 

                 

 ادا

      

         

         

. 

. 

. 

           

   وعلٌه  فان                     

   ∑    

 

   

      ∑    

 

   

      ∑  (       )

 

   

        (     )    (     )      (       )

 (     )   (     )     (         )          

    ∑(       )  

   

   

      

 وهذه  الاخٌرة تدعى  تحوٌل ابٌل    المجموع  الجزئ  من  الرتبة                

ااۮ  كانت                   ∑  

 

   

    ∑      و  

 

   

 متباٌنة ابٌل   لٌكن  

 ( ) (  )  متتالٌة رتٌبة     



             |  |     ( ) 

      |  |   (|  |  فان   (|  |  

 وهذه  الاخٌرة تدعى  متباٌنة  ابٌل

 الاثبات   

       ∑(       )  

   

   

 حسب  تحوٌل  ابسل  فان           

|  |  |∑(       )  

   

   

|  |    |  ∑|       ||  |

   

   

 |  ||  |

  (∑|       |

   

   

 |  |+   (|     |  |  |)

  (|  |   |  |) 

  ∑    ۮ ات  حدود  ة  كٌفٌة بحٌث                   
   

 نظرٌة ابٌل      لبكن  السلسلة  العددٌة    

 ( )  المتتالٌة  (  ) للاعداد  الحقٌقٌة رتٌبة  تؤول الً         

    ∑  

 

   

|  |                ث    حً           ( ) 

  ∑متقاربة  
   

 عندبذ  السلسلة  العددٌة        

 الاثبات   

   
   

                     .     |  |  
 

  
/  

 لٌكن      عددان طبٌعٌان بحٌث        

         اذا   

| ∑   

 

     

|  |     |  |  |  |  |     



 وعلٌه           

|     |  ∑     

 

     

    (|    |   |  |)    .
 

  
  

 

  
/    

  ∑ تحقق  مقٌاس   كوشً فهً متقاربة   
   

 وعلٌه  فان  السلسلة  العددٌة    

                 ∑
   (   )

 

 

   

 مثال                                              

   
 

 
          (  ) 

ااۮ كان                 فان السلسلة متقاربة  ومجموعها                     

ااۮ كان                                  

                (  )       
 

 
 بتطبٌق  نظرٌة ابٌل  نعتبر   

           ومنه المتتالٌة (  ) متناقصة   
 

   
 
 

 
            

   
     

    |  |  |∑   (  )

 

   

|  |∑       
 

   

|  |
   .

  
 /
    (

(   ) 
 *

   .
 
 /

|

 
 

|   .
 
 /|

   

∑  متقاربة
   (   )

 

 

   

 ومنه   فان  السلسلة  العددٌة 

  ∑    ۮ ات  حدود  ة  كٌفٌة بحٌث   
   

 نظرٌة دٌرٌكلً      لبكن  السلسلة  العددٌة    

 ( )  المتتالٌة  (  ) للاعداد  الحقٌقٌة رتٌبة ومحدودة       

  ∑متقاربة      

 

   

 ( )  السلسلة  العددٌة  



  ∑  متقاربة 
   

 فان  السلسلة  العددٌة    

 الاثبات   

          |  |  بمان    المتتالٌة  (  )  محدود ة  فان     

  ∑ متقاربة  فهً تحقق شرط  كوشً   

 

   

 و السلسلة  العددٌة  

                  .       | ∑   

 

     

|  
 

  
/ 

 اذا حسب  متباٌنة ابٌل فان                   

|     |  ∑     

 

     

 
 

  
(|    |   |  |)  

 

  
(    )    

  ∑ تحقق  مقٌاس   كوشً فهً متقاربة  
   

 وعلٌه  فان  السلسلة  العددٌة    

                 ∑
   (   )   .

 
 /

   (   ( ))

 

   

 مثال                                              

      .
 

 
/        

   (  )

   (   ( ))
   بتطبٌق  نظرٌة  دٌرٌكلً   نعتبر    

          |   .
 

 
/|   المتتالٌة (  ) متزاٌدة  ومحدودة   لان    

∑ مقاربة حسب ابٌل لان  
   (   )

   (   ( ))

 

   

 كما ان  السلسلة  

) متتالٌة اعداد حقٌقٌةمتناقسةوتؤولا الً                       
 

   (   ( ))
) 



    |  |  |∑   (  )

 

   

|  |∑       
 

   

|  |
   .

  
 /
    (

(   ) 
 *

   .
 
 /

|

 
 

|   .
 
 /|

 

∑  متقاربة  حسب   دٌرٌكلً                  
   (   )   .

 
 /

   (   ( ))

 

   

 ومنه   فان  السلسلة  العددٌة 

  ∑    ۮ ات  حدود  كٌفٌة بحٌث                                         
   

 نتٌجة       لبكن  السلسلة  العددٌة    

 ( )  المتتالٌة  (  ) للاعداد  الحقٌقٌة موجبة ومتناقصة وتؤول الً     

∑   محدودة      

 

   

 ( )  السلسلة  العددٌة  

  ∑   متقاربة وتحقق    
   

 فان  السلسلة  العددٌة    

|  |  |    |        

 الاثبات

  ∑متقاربة       
   

 تحت  الشرطٌن ( ) و ( )    وحسب  نظرٌة  ابٌل فان السلسلة   

|  |  |    |  | ∑     

 

     

|      ∑   

 

     

       

 (   )  السلاسل المتناوبة      

|  | (  )∑  سلسلة   متناوبة  

   

 تعرٌف     نسمً  كل سلسلة  عددٌة من الشكل 

 حٌث  (  ) متتالٌة اعداد  حقٌقٌة     

 نظرٌة لٌبنٌز  اذاكانت  (  ) متتالٌة اعداد  حقٌقٌة موجبة ومتناقصة    وتؤول الً        



 (  )∑   متقاربة 

   

 فان  السلسلة  العددٌة    

 الاثبات

                                                                  (  )
 تطبٌق مباشرلنظرٌةابٌل  باعتبار      

 مثال   ادرس   طبٌعة  السلاسل   التالٌة  

∑
(  ) 

√  (  ) 
   

   ∑
(  ) 

  (  ) 
   

  ∑    (  
(  ) 

√ 
)

   

       ∑
(  ) 

 
   

 

  ∑  بمفهوم  كوشً      
   

  ∑  
   

 جداء  السلاسل     نسمً جداء السلسلتٌن  العددٌتٌن  

       ∑      

 

   

  ∑ حٌث  
   

 السلسلة العددٌة  

 

 نظرٌة                                              

  ∑ متقاربتان مطلقا فان  سلسلة الجاء متقاربة مطلقا 
   

  ∑  
   

   اذا كانت  السلسلتان   العددٌتان  

    ∑      

 

   

  ∑    حٌث  
   

 ∑∑      

 

      

 (∑  
   

+(∑  
   

+ 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  تمارٌن  محلولة     

 التمرٌن ( )    عٌن  طبٌعة  السلاسل التالٌة

∑
|   ( )|

  
   

   ∑√  √   

   

  ∑(
 

 
 
 

 
*
 

   

 ∑ 
 
    

   

 

∑   (
       

       
)

   

 ∑     (
   ( )

 
)

   

  ∑
  

  
   

 

∑
(   )    

  
   

  (   )     

   
|   ( )|

  
  الحل   ( )   نضع     

       
|   ( )|

  
 
 

  
 

∑   سلسلة  رٌمان  متقاربة (     )  وحسب معٌار المقارنة  فان  السلسلة  
 

  
   

 

   متقاربة      
|   ( )|

  
 

 ( )   نضع        √  √   

              √  √    
 

   √  √   
 

 

 √ 
 

  )  وحسب معٌار المقارنة  فان  السلسلة
 

 
  * ∑   سلسلة  رٌمان  متقاربة 

 

 
 
    

 

   √  √∑ متباعدة   

   

 

            (
 

 
 
 

 
*
 

 ( )   نضع     



       (
 

 
 
 

 
*
 

 (
 

 
*
 

 

     وحسب معٌار المقارنة  فان  السلسلة
 

 
)∑   سلسلة هندسٌة  متقاربة  

 

 
*
 

   

 

)∑   متقاربة 
 

 
 
 

 
*
 

   

 

            
 
 ( )   نضع         

            
 
      

    
     

  

    

  
 

   ∑
    

  
   

 لندرس طبٌعة  السلسلة     

 نستخدم  معٌار رٌمان            

   
   

 
 
 
    

  
    
   

    

 
 
 

    
 
 
    

  
   

    

  
 
 

 
 
 

 

  )  وحسب معٌار المقارنة  فان  السلسلة
 

 
  * ∑   سلسلة  رٌمان  متقاربة 

 

 
 
    

 

 ∑  متقاربة      
 
    

   

∑     وحسب معٌار  التكافؤ  فان السلسلة  
    

  
   

 

                 (
       

       
)   ( )    نضع   

                 (  
 

       
*  
  

 

       
  

 

  
    

∑   سلسلة  رٌمان  متقاربة (     )  وحسب معٌار المقارنة  فان  السلسلة
 

  
   

 

)   ∑  متقاربة     
       

       
)

   

∑   متقاربة     وحسب معٌار  التكافؤ  فان السلسلة  
 

       
   

 



               (
   ( )

 
)  ( ) 

                            ( )  
   

  

 
   و  

   ( )

 
 
   

 بمان   

     (
   ( )

 
)  
   

 

 
(
   ( )

 
)

 

 ومنه  

  (
   ( )

 
)

 

 
 

  
 

∑   سلسلة  رٌمان  متقاربة (     )  وحسب معٌار المقارنة  فان  السلسلة
 

  
   

 

)∑   متقاربة
   ( )

 
)

 

   

 

∑
(   )    

  
   

  (   )    ( ) 

           
(   )    

  
      ((  

 

 
*
 

  )    

          (
 

 
  (

 

 
*)          

 اذا كان      

   
   

 

      
 

∑   سلسلة  رٌمان   متقاربة من اجل           اي            
 

      
   

 

  متباعدة   من اجل          

  ∑ متقاربة            
   

 اذا كان        فان         ومنه السلسلة 



∑
  

  
   

    ( ) 

          
  

  
 نضع                                                             

    
  

 
    

(   ) 
 
  

  
 

 

   
 
   

    

∑ متقاربة           
  

  
   

   وحسب معٌار دالمبٌر فان   السلسلة  

 التمرٌن ( )    ادرس   طبٌعة  السلاسل التالٌة  واحسب  مجموعها                   

∑
 

 √    (   )√ 
   

    ∑
 

 (    )
   

  ∑   (  
 

 (   )
*

   

    

∑
    

         
   

      ∑     (
 

   
*

   

 

 الحل

           
 

 √    (   )√ 
 ( )    نضع                                       

 

 √    (   )√ 
 
   

 

  √ 
 
 

  
 
 

 

  )  حسب معٌار  التكافؤ فان  السلسلة     
 

 
  * ∑     سلسلة  رٌمان   متقاربة  

 

  
 
    

 

 ∑متقاربة   
 

 √    (   )√ 
   

 

   
(   )√  ( )√   

  (   )
 
 

 
(
 

√ 
 

 

√   
* 

∑  
   

 
 

 
∑(

 

√ 
 

 

√   
*  

 

 
   

   
   

∑(
 

√ 
 

 

√   
*

 

   

 



 
 

 
   
   

(  
 

√   
*  

 

 
                                 

           
 

 (    )
 ( )       نضع                    

    
 

 (    )
   
   

 

   
       

∑     سلسلة  رٌمان   متقاربة  (     )  حسب معٌار  التكافؤ فان  السلسلة
 

   
   

 

∑متقاربة
 

 (    )
   

 

∑  
   

 ∑(
 

 
 

 

    
*

   

 

∑  

 

   

 ∑(
 

 
 

 

    
*

 

   

 

 ∑
 

 

 

   

  ∑
 

    

 

   

 ∑
 

 

 

   

  (∑
 

 

    

   

 ∑
 

  

 

   

+ 

  ∑
 

 

 

   

  ∑
 

 

    

   

     ( )      (    )    

     (
 

    
*             

   
       

∑  
   

 ∑(
 

 
 

 

    
*

   

        

             (  
 

 (   )
*  ( )     نضع                   

      (  
 

 (   )
*  
   

 
 

 (   )
 
   

 
 

  
 



∑     سلسلة  رٌمان   متقاربة  (     )  حسب معٌار  التكافؤ فان  
  

  
   

 

  )   ∑   متقاربة
 

 (   )
*

   

∑متقاربة  ومنه 
  

 (   )
   

 

          
    

         
 ( )     نضع                   

   
    

         
   
   

  
 

  
 

∑     سلسلة  رٌمان   متقاربة  (     )  حسب معٌار  التكافؤ فان  
 

  
   

 

∑متقاربة
    

         
   

 

   
    

         
 
  

 
 

 

   
 

 

   
 

∑  

 

   

 ∑(
  

 
 

 

   
 

 

   
*

 

   

  ∑
 

 
 

 

   

 ∑
 

   
  

 

   

∑
 

   

 

   

 

  ∑
 

 
 

 

   

 ∑
 

 
  

   

   

∑
 

 

   

   

                                

  ∑
 

 
 

 

   

 (   ∑
 

 
 

 

   

 

   

+   (   
 

 
 ∑

 

 
 

 

   

 

   
 

 

   
+ 

   
 

   
 

 

   
 

∑
    

         

 

   

    
   

∑  

 

   

    
   

(  
 

   
 

 

   
*    

               (
 

   
*  ( )  نضع                                                            



               (
 

   
*  
   

 

   
 

∑     سلسلة  رٌمان   متقاربة  (     )  حسب معٌار  التكافؤ فان  السلسلة
 

   
   

 

)     ∑متقاربة
 

   
*

   

 

     ( )       ( )        (
   

    
*  نعلم انه   لدٌنا           

  بمعنى      
   

    
 
 

   
  

 

   
 ومنه                          

2
         

        
 

 وعلٌه                                            

              (    )       (    )        (
 

   
*  اي                       

∑     (
 

   
*  

 

   

∑(     (    )       (    )

 

   

 

 (     ( )       ( ))  (     ( )       ( ))   

 (     (    )       (    )) 

      (    )       ( ) 

∑     (
 

   
*     

   
∑     (

 

   
*  

 

   

 

   

   
   

(     (    )       ( ))

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 

 

 

  التمرٌن ( )     ادرس   طبٌعة  السلاسل التالٌة



∑
 

  
   

 ∑
  

    
   

 ∑
  

  
   

 ∑(
   

 
*
√ 

   

 ∑
  

(  ) 
   

   ∑
      ( )

  
   

      

∑   ( )

   

 ∑    (
    

 
) 

    

  ∑
(   )(   ) (  )

(  )  
   

 

∑
 

  
   

       ( )  الحل      

          
 

  
     نضع                   

  نستخدم  معٌار  دالمبٌر          

    
  

 
  

(   ) 
 

 

   
        
      

    

 حسب  معٌار   دالمبٌر  فان  السلسلة  متقاربة           

∑
  

    
   

       ( ) 

          
  

    
      نضع                   

   
  

    
 (
 

 
*
 

 

  )  حسب معٌار المقارنة فان  السلسلة 
 

 
  * )∑     سلسلة هندسٌة   متقاربة  

 

 
*
 

   

 

∑متقاربة
  

    
   

 

∑
  

  
   

       ( ) 

          
  

  
 نضع                   



    
  

 
(   ) 

(   )   
 
  

  
 .

 

   
/
 

        
      

      

 حسب  معٌار   دالمبٌر  فان  السلسلة  متقاربة  

∑(
   

 
*
√ 

   

( ) 

          (
   

 
*
√ 

 نضع                   

      (
   

 
*
√ 

 ((  
 

 
*
 

)

 

√ 
        
      

     

السلسلة  متباعدة        
   

     

∑
  

(  ) 
   

    ( ) 

          
  

(  ) 
 نضع                   

    
  

 
(   )   

( (   )) 
 
(  ) 

  
 

 

 (    )
(
   

 
*
 

        
      

    

 حسب  معٌار   دالمبٌر  فان  السلسلة  متقاربة  

∑
      ( )

  
   

    ( ) 

          
      ( )

  
 نضع                   

   
      ( )

  
 
 

  
 

∑     سلسلة  رٌمان   متقاربة  (     )  حسب معٌار  المقارنة فان  السلسلة
 

  
   

 



∑  متقاربة   
      ( )

  
   

 

∑   ( )

   

     ( ) 

 نضع                   ( )             

السلسلة  متباعدة        
   

     

∑   (
    

 
) 

    

   ( ) 

∑
(   )(   ) (  )

(  )  
   

    ( ) 

 

    
  

 
(   )(   ) ( (   ))

( (   ))
 (   )

 
(  )  

(   )(   ) (  )

 
(    )(  )  

( (   ))
(  )
(    )

 
 

(    )
 (.

 

   
/
 

*
 

        
      

    

 حسب  معٌار   دالمبٌر  فان  السلسلة  متقاربة  

 التمري ( )     ادرس   طبٌعة  السلاسل ذات الحد العام  التالٌة         

   
(  )  

      
          

(  ) 

√ 
           

(  ) 

√  (  ) 
         

   
(  ) 

  (  ) 
 

 الحل    

   
(  )  

      
 
   

(  ) 

  
       ( ) 



    |  |  
 

  
 

∑     سلسلة  رٌمان   متقاربة  (     )  حسب معٌار  المقارنة فان  السلسلة
 

  
   

 

  ∑ متقاربة وحسب  معٌار التكافؤ  فان   السلسلة  
   

|  |∑  متقاربة  ومنه  

   

 

∑  متقاربة    
(  )  

      
   

 

|  |  متناقسة وتؤول  الً   حسب  معٌارلٌبنٌز    فان  السلسلة   
 

√ 
         

(  ) 

√ 
   ( ) 

∑  متقاربة
(  ) 

√ 
   

 

           
(  ) 

√  (  ) 
     ( ) 

   
(  ) 

√  (  ) 
 
(  ) 

√ 
(  

(  ) 

√ 
)

  

 
(  ) 

√ 
(  

(  ) 

√ 
  (

 

 
*+ 

 
(  ) 

√ 
  
 

 
  (

 

 
 
 

+             

 ∑  متقاربة   
 

 
 
    

∑ متقاربة اذا   
 

 
 
    

∑ متباعدة   
 

 
   

∑متقاربة  و   
(  ) 

√ 
   

 السلسلة  

∑    متباعدة    
(  ) 

√  (  ) 
   

 وعلٌه   

   
(  ) 

  (  ) 
     ( ) 

   
(  ) 

  (  ) 
 
(  ) 

 
(  

(  ) 

 
)

  

 
(  ) 

 
(   (

 

 
*) 

 



 
(  ) 

 
  (

 

  
* 

∑  متقاربة
 

  
   

∑متقاربة  و      
(  ) 

 
   

 السلسلة  

∑   متقاربة    
(  ) 

  (  ) 
   

 وعلٌه   

  التمري ( )     ادرس   طبٌعة  السلاسل ذات الحد العام  التالٌة

      (
      

      
)           .√  

 

  

 

/        
 

  (  ) √ 
 

   (
   

    
*
   ( )

    (   (
 

√ 
*+

 

 
 

√ 
      

 

       (  ( ))
  

      (
 

 
     (

    

 
)+ 

 الحل    

)        ارجع لحل  التمرٌن       
      

      
)    ( ) 

         .√  
 

  

 

/   ( ) 

              
   

  

   
   

   (  )     (      .√  
 

  

 

/, 

 √  (  
 

  
*

 
 

 



 
   

√
 

   
  

 

  
 
   

√
 

 
 
 

 
   

  √.      ∑  متباعدة  
 

  

 

/

   

√ساسلة متباعدة حسب معٌار التكافؤ فان  السلسلة  
 

 
∑
 

 
   

 

      
 

  (  ) √ 
    ( ) 

      
 

  (  ) √ 
 
 

 
(  

(  ) 

√ 
)

  

 
   

 

 
(  

(  ) 

√ 
  (

 

 
*+

 
 

 
 
(  ) 

 √ 
  

 

  
 

∑  متباعدة  ومنه 
 

 
   

∑سلسلة متقاربة  حسب لٌبنٌز والسلسلة 
(  ) 

 √ 
 

∑   متباعدة      
 

  (  ) √ 
   

 

          (
   

    
*
   ( )

 ( )   نضع 

          (
   

    
*
   ( )

   

            (    )     ( )   (
   

    
*          

    ( )(   (
 

 
*     (  

 

 
*     (  

 

 
*) 

 
   

   ( ) (    ( )   (
 

 
*)  

   
    ( )   ( ) 

     
   

     ( )   ( )  
 

    
 

  حد عام  لسلسلة رٌمان متباعدة  (       )  ومنه  حسب معٌار  التكافؤ فان  السلسلة    
 

    
 



)∑  متباعدة  
   

    
*
   ( )

 

   

 

         (   (
 

√ 
*+

 

 
 

√ 
 ( )  نضع   

   (   (
 

√ 
*+  

   
   (  

 

  
 

 

    
  (

 

  
*) 

 
   

 
 

  
 

 

    
 
 

   
  (

 

  
* 

    
   

 
 

  
 

 

    
  (

 

  
*              

    (   (
 

√ 
*+  

   
 
 

 
 
 

   
  (

 

 
* 

      
    (   (

 

√ 
*)
 
 

√ 
 
   

 

√ 
( 
 
 
   

  .
 
 
/
  *  

   
 

 

   √ 
   

ساسلة متباعدة حسب معٌار التكافؤ فان  السلسلة    
 

  √ 
∑
 

 
   

 

)   )∑  متباعدة
 

√ 
*+

 

 
 

√ 
   

 

              
 

       (  ( ))
   ( ) 

   (  ( ))  
   

   (
  

 
*       ( )  

   
  

     
   

 

    ( )
 

( )   تابع مستم  موحب ومتناقس من  اجل               
 

    ( )
 



∫   لهما  نفس الطبٌعة
 

    ( )

 

 

∑  و          
   

 

∫
 

    ( )
  

 

 

    
   

∫
 

    ( )

 

 

   

    
   

[   (   ( ))]
 

 
    
   

   (   ( ))     (   ( ))    

∑ متباعدة  وبالتالً         متباعد
 

    ( )
   

∫متباعد  وعلٌه  السلسلة    
 

    ( )
  

 

 

 ومنه  

∑   متباعدة
 

       (  ( ))
   

      السلسلة    

            (
 

 
     (

    

 
)+ ( ) 

      (
 

 
     (

    

 
)+

     (  
 

 
     .

 

    
/)  

   
 
 

 
     .

 

    
/ 

 
   

 
 

 
.

 

    
/  
   

 
 

  
   

 السلسلة ذات الحد العام      متباعدة

 

       ادرس   طبٌعة  السلاسل التالٌة
  التمرٌن ( )   لٌكن      

∑
  

  
   

   ∑
  

  
   

   ∑(
   

   
*
  

   

 ∑
 

(   )(   )(   ) (   )
   

 

 

 الحل   

          |
  

  
|  ( ) 



 اذا كان         فان  السلسلة  متقاربة             

 اذا كان      

       
      
    

 
|    |

(   ) 
 
  

|  |
 

| |

   
 
   

    

∑ متقاربة مطلقا ومنه متقاربة
  

  
   

 ومنه  السلسلة 

          
  | | 

  
  ( ) 

       
      
    

 
|    |

(   ) 
 
  

|  |
 | | .

 

   
/
 

 
   

| | 

∑ متقاربة مطلقا ومنه    
  

  
   

| |      السلسلة   اذا كان     

    وبالتالً السلسلة متباعدة 
   

فان         | |  اذا كان     

∑هً  سلسلة  رٌمان  متقاربة من  احل      ومتباعدة          
 

  
   

 اذا كان         السلسلة 

 من  احل    

∑هً   سلسلة  متناوبة متقاربة حسب  لٌبنٌز    
(  ) 

  
   

 اذا كان         السلسلة 

         (
   

   
*
  

( ) 

√    
  (

   

   
*
 

 (  
 

 
*
 

 .  
 

 
/
  

 
   

     

 اذا كان       فان السلسلة  متقاربة واذا كان        فان  السلسلة  متباعدة         

ومنه السلسلة  متباعدة         
   

 واذا كان          فان         

         
 

(   )(   )(   ) (   )
( ) 



       
      
    

 
   

(   )(   ) (     )
 
(   )(   ) (   )

 
 

 
(   )(   )

(     ) 
 
   

    

∑ متقاربة
 

(   )(   )(   ) (   )
   

 ومنه  السلسلة 

التمرٌن ( )     بٌن ان  السلاسل التالٌة متقاربة ثم  احسب  مجموعها          
 
 

    ∑   .
 

   
/

   

 ∑
 

(   )(   )(   )
   

 

∑
 

(    )(    )
   

   ∑
 

  (   ) 
   

       ∑   (  
 

  
*

   

 

باستعمال النشر المحدود   ادرس  طبٌعة  السلاسل ذات الحد العام  لتالٌة                  التمرٌن    
 
 

      (  
    

 
*
 

                  
 

 
        

    
 

√         

 التمرٌن     ادرس   طبٌعة  السلاسل ذات الحد العام التالٌة 

   (  (
 

 
*     (

 

 
*)

 
 

              (
 

 
*        

     (√    √ )
 
   (

   

   
*       

 التمرٌن ( )   ادرس  تقارب  السلاسل ذات الحد العام     التالٌة   

     (  )
 (√    √ )             .  

 

√ 
/     .

 

√ 
/        

   
(  ) 

   (√   )
 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الفصل الثانً

 متتالٌات و سلاسل التوابع

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

وسلاسل التوابع تتالياتم  

 ( ) متتالٌات التوابع   

 لٌكن     مجموعتٌن غٌر جالٌتٌن  حٌث     

       و       حٌث (      او      ) 

 (   )  مجموعة التوابع  المعرفة من    نحو   

 تعرٌف  نسمً متتالٌة توابع علً     التطبٌق   بحٌث  (   )     

 نرمز له ب      +  * حٌث ( )     

 نقول كذلك  ان      +  * هً  متتالٌة عناصر المجموعة (   )  لان

    (   ) 

 مثال   لنعتبر متالٌة التوابع     +  *  المعرفة كماٌلً     

             ( )  
  

    
         ( ) 

      ,   -      ( )   
           ( ) 

             ( )   
            ( ) 

   التقارب البسٌط لمتتالٌة تابع      +  * حٌث      

     لٌكن    +  * حٌث(   )    

نقول ان المتتالٌة    +  * متقاربة ببساطة علً   اذا كان من اجل كل        تعرٌف  

 المتتالٌة    +  * متقاربة نحو ( )  خٌث        تابع معرف ب  

( )         وتسمى نهاٌة المتتالٌة    +  * ونكتب     
   

  ( ) 



       وهذا ٌكافا  
   

     او    
   

  

             ( )      ,    ( )  |  ( )   ( )|-    

ان وجدت النهاٌة   فهً وحٌدة         ملاحظة 

 مثال  ( )       

      ,   -      ( )   
           

          
   

  ( )  اذا كان   ,   ,   فان   

                ( )  اذا كان        فان    

 وبالتالً  المتتالٌة    +  * تتؤول ببساطة   نحو النهاٌة  المرفة ب             

 ( )  {
         ,   ,
                

  

 مثال  ( )       

             ( )  
     

     
           

    
   

  ( )     و    
   

| |  فان        اذا كان     

   
   

  ( )     و     
   

| |  فان        اذا كان     

     ( )    (  ) | |   فان     اذا كان     

 وبالتالً  المتتالٌة    +  * تتؤول ببساطة   نحو النهاٌة  المرفة ب             

 ( )  {
             | |        
  | |      
         | |      

 

   مثال ( )     

             ( )  
  

    
           



    
   

  ( )  اذا كان       فان     

   
   

  ( )  اذا كان        فان و    

    +  * تتؤول ببساطة  نحو النهاٌة  المعرفة ب

 ( )  2
                 
                

 

 ملاحظات  

 ( ) القٌمة ( )   مرتبطة بالوسطٌن       

   (  ( )  ( )  ٌمكن  ان تكون   القٌمة ( )   لا تنتمً الً   (   

 ( )  نهاٌة  متتالٌة متقاربة ببساطة لتابع مستمر لٌس بالضرورة تابع مستمر   

 ( )  اذا كان  متتالٌة التوابع    +  * تتؤول ببساطة نحو   حٌث    +  *  

 متزاٌدة ( متناقصة علً التوالً  )  فان   متزاٌدة (متناقصةعلً التوالً        ) 

 التقارب المنتظم    

نقول ان المتتالٌة التوابع    +  * متقاربة بانتظام علً   نحو     تعرٌف  

 اذا كان

                    [        
   
|  ( )   ( )|]    

 ملاحظة  هنا القٌمة      مرتبطة ب   فقط وهذا ٌعنً ان   تولابم كل   من    

ضٌةق  التقارب المنتطم ٌستلزم التقارب البسٌط والعكس غٌر صحٌح      

لاثباتا   

            |  ( )   ( )|     
   
|  ( )   ( )| 

ثالم مضاد       



              ( )  
  

    
           

    +  * تتؤول ببساطة  نحو النهاٌة  المعرفة

 ( )  2
                 
                

 

 لندرس التقارب المنتظم  لمتتالٌة التوابع    +  *  نحو التابع   اي لنحسب  

   
   

   
  ,   -

|  ( )   ( )|    

   
  ,   -

|  ( )   ( )|     
  ,   -

,|  ( )   ( )|    
  -   -

|  ( )   ( )|- 

    
  ,   -

,     
  -   -

(
 

    
*-     (   )    

     
   

   
  ,   -

|  ( )   ( )|  وبالتالً       

 اي ان متتالٌة التوابع    +  *  لاتتقارب نحو التابع           

 مثال مضاد     

      ,   -      ( )   
            

    +  * تتؤول ببساطة  نحو النهاٌة  المعرفة

 ( )  {
                       
               ,   ,

 

 لندرس التقارب المنتظم  لمتتالٌة التوابع    +  *  نحو التابع   اي لنحسب  

   
   

   
  ,   -

|  ( )   ( )|    

   
  ,   -

|  ( )   ( )|     
  ,   -

,|  ( )   ( )|    
  ,   ,

|  ( )   ( )|- 



    
  ,   -

,     
  ,   ,

(  )-     
  ,   -

(   )    

     
   

   
  ,   -

|  ( )   ( )|  وبالتالً       

 اي ان متتالٌة التوابع    +  *  لاتتقارب    +  *  نحو التابع           

 لكن اذا اخذنا -   ,    حٌث         فان 

   
  ,   -

(  )     
   

  متتالٌة التوابع    +  * تتقارب نحو   لان   

 معٌار كوشً       لتكن     +  *    متتالٌة التوابع  علً     من        

    +  *  متتالٌة التوابع  متقاربة بانتطام نحو  علً    اذا  وفقط  اذا تحقق ماٌلً          

                           

,           |  ( )    ( )|   - 

   الاثبات   لنفرض ان     +  *  متتالٌة توابع  متقاربة بانتطام نحو  علً     هذا ٌعنً 

                      ,     |  ( )   ( )|   - 

 اذا كان              لدٌنا من اجل كل   

|  ( )   ( )|  
  

 
( )  |   و     ( )|  

 

 
 

 وبالتالً      

|  ( )    ( )|  |  ( )   ( )   ( )    ( )|

 |  ( )   ( )|  |  ( )   ( )|    

  لنفرض ان     +  *  متتالٌة  توابع  لكوشً   متقاربة  نحو  علً     

                      

( )  | تعطً النهاٌة     ( )|  لما      مع       المتراجحة     

( )  |  وهذا من  اجل  كل               ( )|    



  و من  اجل كل      وٌحقق         وهذا ٌعنً ان      +  *              

 متقاربة بانتطام  نحو        

 ملاحظة   معٌار كوشً  ٌسمح  بمعرفة التقارب  بانتظام دون معرفة  النهاٌة     

 متتالٌة  توابع مستمرة    

ظرٌةن   لٌكن    مجال من       

 لتكن متتالٌة التوابع     +  * حٌث (   )      متقاربة بانتطام  نحو            

 اذا كانت كل التوابع    مستمرة  عند     من    فان التابع      مستمر  عند     من      

لاثباتا   

                     0     |  ( )   ( )|  
 

 
1   ( ) 

 من  اجل كل      وٌحقق           مستمرة  عند     وبالتالً        

           0|    |    |  ( )    (  )|  
 

 
1  ( )    

 من  ( )  و  ( ) نستنتج   

     0|    |    | ( )   (  )|

 | ( )   ( )|  |  ( )    (  )|  |  (  )   (  )|

 
 

 
 
 

 
 
 

 
  1  

 قضٌة   

 اذا كانت  متتالٌة التوابع     +  * حٌث (   )      متقاربة بانتطام  نحو            

 و اذا كانت كل التوابع    مستمرة  علً    فان التابع      مستمر علً      

          
   

لاحظةم  النظرٌة  تعطً شرط كافٌا حتى تكون   تابع مستمر  حٌث        

 لكن شرط غٌرلازم اي ٌمكن ان تكون      و   توابع  مستمرة دون ان 



 ٌكون هناك تقارب  منتظم   

 نظرٌة دٌنً (     )    اذا كانت     +  * متتالٌة  توابع حقٌقٌة مستمرة ومتقاربة نحو 

 تابع مستمر   علً -   , اذا كانت     +  * رتٌبة  فان المتتالٌة     +  * متقاربة بانتطام

 نحو        

لٌكن   مجال محدود من   و (   )     التقارب المنتظم   لمتتالٌة  المشتقات  

 نظرٌة     لتكن    +  *   متتالٌة التوابع  من   حٌث      هً مشتقات ولتكن     

 توابع اصلٌة ل    وتنعدم  عند     من          

 اذا كانت  متتالٌة التوابع     +  * متقاربة بانتطام  نحو    علً    فان المتتالٌة    +  *  

   ( )  متقاربة بانتطام  نحو   علً    ونهاٌتها   قابلة للاشتقاق  علً   و ( )  

  متتالٌة  التوابع القابلة للمكاملة          

لتوابعا القابلة للمكاملة علً -   ,   متقاربة بانتطام  نحو       لتكن    +  *  متتالٌة 

انف   

 ( )   قابلة للمكاملة  علً   -   , 

           
   

∫   ( )   ∫  ( )     
 

 

 

 

( ) 

 الاثبات 

 لٌكن             بحٌث    

   ,   -       ( )  
 

 (   )
  ( )    ( )  

 

 (   )
( ) 

 لان  المتتالٌة    +  * متقاربة بانتطام  نحو     

 التابع     قابل  للمكاملة من اجل كل     اي  توجد تجزبة للمجال -   ,



 ( ) ∑(       )

 

   

(       )  
 

 
 +          *   بحٌث   

       
,       -

         و      
,       -

   

      
,       -

        و     
,       -

 نضع                              

 من العلاقة  ( )نجد من اجل  كل             من

    
 

 (   )
     ( )         

 

 (   )
 

 مما ٌستلزم نظرا  ل   ( )

∑(      )

 

   

(       )  ∑(       )

 

   

(       )    

 وهذا ٌعنً  ان   قابل  للمكاملة    

 ( ) لدٌنا  من اجل  كل       

|∫   ( )   ∫  ( )     
 

 

 

 

|  ∫ |  ( )   ( )|   
 

 

 

    
  ,   -

|  ( )   ( )|(   ) 

   
   

   
  ,   -

|  ( )  بمان                            |( )  

   
   

∫   ( )   ∫  ( )     
 

 

 

 

 فان                        

  ( )  ∫ و     ( ) 
 

 

   ( )  ∫   ( )  
 

 

ضٌةق  اذا  كانت     

 فان  المتتالٌة    +  * متقاربة بانتطام  نحو    هو كافً  وغٌر  لازم            



لاثباتا   

|  ( )   ( )|  |∫   ( )   ∫  ( )     
 

 

 

 

|

 ∫ |  ( )   ( )|  
 

 

 ∫ |  ( )   ( )|  
 

 

 

    
  ,   -

|  ( )   ( )|(   ) 

      
   

∫   ( )   ∫  ( )     
 

 

 

 

 ملاحظة    متى نحصل علً       

 فان الشرط     ( )    متقاربة بانتظام  نحو  ( )        

 مثال  علً  المجال   -   ,    نعتبر المتتالٌة     +  *       

  ( )  

{
 
 

 
 
                           

      
 

 
   

             
 

 
       

 

     رغم ان التقارب         لٌس بانتظام علً المجال -   , 
   

 لدٌنا       

              لكن      
  ,   -

  ( )  لان   

   
   

∫   ( )      
   

 

 
   ∫  ( )     

 

 

 

 

      

 مثال    

              ( )  
  

    
        

    +  * تتؤول ببساطة  نحو النهاٌة   المعرفة  ب 

 ( )  2
                 
                

 



  بمان متتالٌة التوابع     +  *  غٌر متقاربة  بانتطام  نحو   فانه  من غٌر  لممكن     

    
   

∫   ( )   ∫    
   

  ( )  
 

 

 

 

 استنتاج                               

 فنلجا الً حساب التكاملٌن ثم  نقارن                                         

     
   

∫   ( )   
 

 

    
   

∫
  

    
  

 

 

          

    
   

∫ (  
 

    
*  

 

 

     

    
   

∫   
 

 

       
   

∫ (
 

    
*  

 

 

     

     2
       
       

 

     
   

∫   ( )   
 

 

      
   

*
 

 
∫   
 

 

   
 

 
∫ (

 

   
*  

 

 

+ 

    
   

(  
   (   )

 
)    

 من جهة اخرى             من

∫    
   

  ( )  
 

 

 ∫   
 

 

   

 بالتالً

   
   

∫   ( )   ∫    
   

  ( )  
 

 

 

 

      

  متتالٌة  التوابع القابلة للاشتقاق    

 اذا  كانت     +  *   متتالٌة توابع  قابلة  للاشتقاق متقاربة (وحتى  بانتظام ) نحو التابع     



  } متقاربة  نحو       
 
}
   
 قابل  للاشتقاق  علً  -   , فلٌس بالضرورة ان  ٌكون  

 مثال   من اجل       و                               

  ( )  
   (  )

√ 
 

    +  *   متقاربة  بانتطام  نحو       علً    لان             

   
   
|  ( )|  

 

√ 
 
   

  

  
 ( )  √    (  )       ( )  لدٌنا     

  * لٌست  متقاربة فً اي نقطة    نحو     
 لكن     + 

 نظرٌة         

 اذا  كانت     +  *   متتالٌة توابع من صنف  (-   ,)   وتحقق الخواص التالٌة        

  * متقاربة  بانتطام  نحو    علً  المجال -   , 
 ( ) المتتالٌة     + 

 متقاربة   

 ( ) ٌوجد     من  -   , بحٌث     +(  )  * 

   ( )  فان      +  *   متقاربة  بانتطام  نحو    من صنف  (-   ,)    مع  ( )  

   
   

  
 ( )  .    

   
  ( )/

 
 بمعنى  اخر                  

 الاثبات 

  (  )    (  )  ∫   
 ( )  

 

  

 لدٌنا   

    بانتظام  علً  -   , 
   

∫   
 ( )  

 

  

 ∫  ( )  
 

  

 حسب  القضٌة  فان 

 وبالتالً      +  *   متقاربة  بانتطام  نحو   المعرفة ب       



 ( )     
   

  (  )  ∫  ( )  
 

  

 

 وبمان   تابع  مستمر فان التابع   من صنف  (-   ,)    ولدٌنا من اجل كل   من -   , 

   ( )   ( )  

ثالم   

 نعتبر متتالٌة التوابع     +  * المعرفة  كماٌلً          

  ( )  
  

    
       ,   - 

 ( )  بٌن ان المتتالٌة      +  * متقاربة  ببساطة  نحو التابع    ٌطلب  تعٌٌنه 

 ( ) هل  هذا التقارب منتظم      

   
   

∫   ( )   ∫    
   

  ( )  
 

 

 

 

  هل  لدٌنا  المساواة  التالٌة 

 الحل   

 التقارب البسٌط  

( )    وبالتالً             فً حالة        لدٌنا      ( )    

     
   

  ( )     
   

  

    
    
   

 

 
 فً حالة  -   -       ( )    

 وبالتالً      +  *   متقاربة  ببساطة  نحو    

لتقاربا  المنتظم               

   
   

   
  ,   -

|  ( )   ( )|     
   

   
  ,   -

|  ( )|     
   

   
  ,   -

|
  

    
|

    
   

 

   
   



 وبالتالً      +  *   متقاربة  بانتطام  نحو     علً  -   ,  

   
  ,   -

|  ( )   ( )|     
  ,   -

  

    
 

 ( )  
  

    
 نضع          

  ( )  
      

(    ) 
   

   
  ,   -

  

    
   ( )  

 

   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 سلاسل  التوابع     

 لٌكن     مجموعتٌن غٌر جالٌتٌن  حٌث

       و       حٌث (      او      ) 

 (   )  مجموعة التوابع  المعرفة من    نحو   

 تعرٌف( )  

( )  ∑ سلسلة توابع  

   

 لتكن متتالٌة التوابع     +  *  نسمً  السلسلة 

( )  ∑  ندرس  متتالٌة المجموعات الجزبٌة    +  *

   

 لدراسة  السلسلة 

       ( )  ∑  

 

   

( )   ∑     المعرفة ب   

 

   

 حٌث  

 تعرٌف( )  

   ∑  ( )

   

∑      تسمى  باقً السلسلة      

 

     

 السلسلة  

 من الرتبة     اي  

   ∑  

 

   

( )     

∑ متقاربة  عند        اذا  كانت    

 

   

 نقول عن  السلسلة    ( )

  ∑متقاربة  

   

   

 السلسلة(  )



∑ متقاربة  علً     نحو     اذا  كانت   

 

   

 نقول عن  السلسلة    ( )

  ∑متقاربة عند كل    من     نحو ( )   ونقول  فً 

 

   

 السلسلة  ( )

 هذه  الحالة ان  التقارب  بسٌط  ونكتب    

∑  

 

   

    
   

     

 نسمً    مجموع السلسلة  

 ولدٌنا  التكافؤات  التالٌة    

(  )    متقاربة           ∑متقاربة    

   

   

(  ) ∑ متقاربة  عند         

 

   

( ) 

  ∑متقاربة عند كل    من         

 

   

( )   ∑متقاربة علً     

 

   

( ) 

      متقاربة علً    

 

 ( )ملاخظات             

 ملاحظة  ( )   تعارٌف  ونظرٌات السلاسل  العددٌة  تبقى صحٌحة لسلاسل التوابع       

  ∑متقاربة علً     

 

   

 ملاحظة  ( )  فً حالة       تكون السلسلة  ( )

   ∑     

 

   

∑ والجزء  التخٌلً  ( )     

 

   

 اذا  كان  الجزء  الحقٌقً  ( )



 متقاربٌن علً     ولدٌنا    

∑  

 

   

( )    ∑    

 

   

( )   ∑     

 

   

( )  

 ملاحظة  ( )   

  ∑متقاربة علً   فان باقً السلسلة     ٌؤول الً   

 

   

 اذا  كانت  السلسلة  ( )

 لما        

                 

   
   

      
   

(    )        

 ملاحظة  ( )       

∑     متقاربتٌن علً   فان السلسلة   

 

   

( )  ∑   

 

   

 اذا  كانت  السلسلتٌن  ( )

   )∑حٌث            سلسلة  متقاربة  ولدٌنا  المجموع   

 

   

( )     ( )) 

∑(   

 

   

( )     ( ))   ∑  

 

   

( )   ∑  

 

   

( ) 

∑  متقاربة مطلقا علً   اذا  كانت              

 

   

 التقارب المطلق   نقول عن سلسلة  ( )

|( )  |∑ متقاربة ببساطة علً        

 

   

 السلسلة    

 قضٌة                



∑     متقاربتٌن مطلقا علً    فان   

 

   

( )  ∑   

 

   

 اذا  كانت  السلسلتٌن  ( )

       ∑  

 

   

  ∑  سلسلة متقاربة  مطلقا  علً    بحٌث      

 

   

 جداؤهما    ( )

∑  

 

   

( )    .∑  

 

   

( )/.∑  

 

   

( )/ 

 التقارب  المنتظم                      

 نظرٌة و تعرٌف  

∑  متقاربة بانتظام علً   اذا  كانت     +  *     

 

   

  نقول عن سلسلة  ( )

 متتالٌة  متقاربة بانتظام  نحو   او  اذا  كانت  السلسلة متقاربة والباقً  ٌؤول  بانتظام نحو    

  ∑  

 

   

 ونكت    ( )

 الاثبات 

                 (
   

    )     
   

   

  ∑علً     ٌعنً  

 

   

 ملاحظة      التقارب  المنتظم  للسلسلة  ( )

                     [     | ∑   

 

     

|   ] 

 مغٌار كوشً   



∑   متقاربة بانتظام  علً    ٌكفً  وٌلزم  ماٌلً       

 

   

 حتى تكون للسلسلة  ( )

                 
       0     | ∑   

   

     

|   1 

 

   ( )  
(  )     

   
 مثال ( )  بٌن ان سلسلة التوابع  ذات  الحد العام       

 متقاربة بانتظام  -   ,

 الحل   

  ومنه  
    

   
 
   

 من اجل -   ,     

   متقاربة ببساطة  علً -   ,  
(  )     

   
 سلسلة التوابع  ذات  الحد العام      

|  |  الباقً ٌؤول الً    بانتظام ومنه السلسلة  متقاربة بانتظام      
 

   
 
   

  

   ( )   
 مثال ( )  ادرس   التقارب  المنتظم  للسلسلة  ذات  الحد العام     

 علً المجال  ,    -

  ( )  ∑   

 

   

 
      

   
     ( )  

 

   
 

             
   

      
   
|    |     

   
|
      

   
   

 

   
|

    
   

|
    

   
  |    



     ومنه   للسلسلة  لٌست  متقاربة بانتظام علً   ,    -  
   

   
   

|
    

   
  |      

∑ متقاربة نظٌمٌا علً   اذا  كانت     

 

   

 التقارب  النظٌمً       نقول عن سلسلة  ( )

  ‖  ( )‖     
   
|  ( )| ‖( )  ‖∑   متقاربة  مع   

 

   

 السلسلة  

 قضٌة   

  ∑متقاربة نظٌمٌا علً     فانها متقاربة بانتظام  علً     

 

   

 اذا  كانت  السلسلة  ( )

لاثباتا   

          
   
|    ( )      ( )        ( )|   

    
   
|    ( )|     

   
|    ( )|       

   
|    ( )| 

  ∑متقاربة بانتظام علً    

 

   

 حسب  معٌار كوشً  السلسلة  ( )

  ∑متقاربة   نظٌمٌا  علً    اذا  وجدت

 

   

 قضٌة    نقول ان   السلسلة  ( )

∑ بحٌث      
 
     سلسلة   ذات  حدود   موجبة      

                         |  ( )|          

التقارب  النظٌمً اقوى من  التقارب  المنتظم  ملاحظة    

 مثال ( )  نعتبر سلسلة التوابع  ذات  الحد العام      



  ( )={
     

 
     -   (   ) ,

            -   (   ) ,  
 

   
   
|  ( )|  

 

 
 

( )  ∑لٌست متقاربة  نظٌمٌا ولكنها متقاربة بانتظام       

 

   

∑سلسلة متباعدة ومنه السلسلة   
 

 

 

   

 

 حسب معٌاركوشً  

|    ( )      ( )        ( )|  
 

 
 

  نظرٌة  ابل  (    )  

∑ سلسلة  توابع   حٌث       و      متتالٌتا  توابع            ( )  ( )

 

   

 

 معرفتا علً    تحققان

 ( )       رتٌبة ومتقاربة بانتظام  نحو    

                                                   |  ( )|  |∑  ( )

 

   

|     ( ) 

∑ متقاربة  بانتظام  علً      ( )  ( )

 

   

 عندبذ  فان السلسلة 

 الاثبات    

     |  ( )|  |∑  ( )

 

   

|  حسب  ( )                   

            |  ( )    ( )|  |  ( )|  |  ( )|     



    
   

   
   
  ( )  من  ( )  لدٌنا     

                       0     |  ( )|  
 

  
1 

    رتٌبة  و      محدودة   حسب  متباٌنة  ابل  فان                

          |  ( )    ( )|  ∑   ( )  ( )

 

     

   (|    ( )|   )|  ( )|    .
 

  
  

 

  
/    

 اي  ان المتتالٌة     +  *  تحقق  شرط  كوشً  لتقارب  بانتظام  علً   

∑ سلسلة  متقاربة  بانتظام  علً                    ( )  ( )

 

   

 اذا  

         ,      -  ∑
   (  )

   

 

   

 مثال            

               (  )               
 

  
 نعتبر  

 واضح  ان    (  )   رتٌبة ومتقاربة بانتظام  نحو         

|  ( )|  |∑  ( )

 

   

|  |∑   (  )

 

   

|  
 

   
 
 

 
 

   
 
 

   

∑  متقاربة بانتظام علً  -      , 
   (  )

   

 

   

 حسب نظرٌة ابل  فان     

 نظرٌة دٌركلً للتقارب بانتظام    

∑ سلسلة  توابع   حٌث       و      متتالٌتا  توابع            ( )  ( )

 

   

 



 معرفتا علً    تحققان

 ( )       رتٌبة  ومحدودة        

∑  متقاربة بانتظام علً                                            ( )

 

   

 ( )   سلسلة  توابع   

∑ متقاربة  بانتظام  علً     ( )  ( )

 

   

 عندبذ  فان السلسلة 

         ,      -  ∑
   .

 
 
/    (  )

   

 

   

 مثال            

 بتطبٌق نظرٌة دٌركلً للتقارب بانتظام  

   
   (  )

   
                   .

 

 
/  نعتبر  

 واضح  ان    (  )   رتٌبة (متزاٌدة)  ومحدودة  من  الاعلى   

∑  متقاربة بانتظام علً  -      ,
   (  )

   

 

   

 

∑ متقاربة بانتظام علً  -      ,
   .

 
 
/    (  )

   

 

   

 حسب نظرٌة دٌركلً  فان  

 ( )  التقارب المنتظم وخواص مجامٌع سلاسل التوابع     

 ( ) خاصٌة  الاستمرار       

  ∑متقاربة   بانتظام علً    وكان  كل حد  

 

   

 نظرٌة    اذا كانت    السلسلة  ( )



∑ فان  مستمرة عند      

 

   

     مستمر عند    من    فان   السلسلة  ( )

    
    

∑  

 

   

( )  ∑    
    

  ( )

 

   

 ∑  

 

   

(  ) نكتبو           

  ∑متقاربة   بانتظام علً -   , وكان  كل  

 

   

 نتٌجة      اذا كانت    السلسلة  ( )

 ∑   

 

   

( )  (-   ,)           فان  (-   ,)  

 ( ) خاصٌة  قاببلٌة المكاملة  

  ∑متقاربة   بانتظام علً-   ,  وكان  كل حد

 

   

 نظرٌة    اذا كانت    السلسلة  ( )

    قابل للمكاملة  علً-   ,        فان

∑ قابل للمكاملة  علً-   ,    

 

   

( )   ( ) 

∫ ∑  

 

   

( )   
 

 

∑∫   ( )
 

 

 

  

     ( ) 

∫∑علً  -   ,   ( )
 

 

 

   

     
   
→ ∫ ∑  

 

   

( )     ( )
 

 

 

 (  )∑  علً  ,    -            
 

   

       
   
→    

 

   
 مثال             



,   -  (  )∑  علً  ,    - 
 

   

       
   
→    

 

   
         

 كل  حد     (  ) مستمر  فهو قابل للمكاملة  علً  -   ,               

 اذا حسب نظرٌة قابلٌة المكاملة فان    

∫∑ علً  -   ,   (  )     
 

 

 

   

    
   
→    ∫

 

   
  

 

 

         

∑ علً  -   ,
(  )     

   

 

   

    
   
→       (   )         

∑ نظٌمٌا  فان  تقارب السلسلة         

 

   

اذا كان  تقارب السلسلة  ( )  ملاحظة   

∫ علً  -   , ∑   

 

   

( )     
 

 

∫∑ ٌكون  نظٌمٌا نحو   ( )
 

 

 

   

   

 ( ) خاصٌة  قاببلٌة الاشتقاق  

 لٌكن   مجالا من     و              بحٌث  

         
 ( )  ( ) 

  ∑متقاربة 

 

   

 ( )توجد علً  الاقل      من   بحٌث تكون  السلسلة  العددٌة  (  )

  ∑متقاربة علً    
 

 

   

( ) 

∑ متقاربة ببساظة  علً   و متقاربة  بانتظام  علً كل      

 

   

 عندبذ  فان السلسلة ( )



 مجال  -   ,من   وٌكون مجموعها قابلا للاستقاق باستمرار علً   ومشتقته        

.∑  

 

   

( )/

 

 ∑  
 

 

   

( ) 

∑ نظٌمٌا علً      
 

 

   

لاحظةم  فً نص النظرٌة  اذا كان  تقارب السلسلة  ( )  

علًنظٌمٌا  كل  مجال  -   , من       ∑تكون تتقارب 

 

   

 فان ( )

-    ,       حٌث           ( )  
  

 
 مثال          

         
 ( ) من الواضح  (-    ,) 

∑  
 

 

   

( )  ∑    
 

   

 ∑  
 

   

                       ( ) 

        ,    - |  |  لكن    | |  

  ∑سلسلة عددٌة  ذات حدود موجبة ومتقاربة   
 

   

 

  ∑متقاربة  نظٌمٌا علً المجال  -    , ومنه متقاربة  بانتظام  علً  -    , 
 

 

   

( ) 

∑ متقاربة نظٌمٌا ومنه متقاربة      
  

 

 

   

  ∑متقاربة  ومجموعها   وعلٌه فان   

 

   

( )( ) 

     ( )  ∑
  

 

 

   

 ومنه متقاربة  بانتظام علً  -    ,     لنحسب المجموع       



 ( )  ∫   ( )  
 

 

 ∫
 

   
  

 

 

     (   ) 

∑ خٌث             

 

   

  تمرٌن   ( )    ادرس التقارب علً    لسلسلة التوابع  ( )

  ( )   
        

 
        

∑ خٌث             

 

   

 تمرٌن   ( )    ادرس التقارب علً -   ,  لسلسلة التوابع  ( )

  ( )   
 (   )         

 تمرٌن  ( )    لتكن  لسلسلة التوابع  ذات  الحد العام      حٌث                            

  ( )   
 (   )         

             ( )  ∑  (   )

 

   

 ( ) احسب  المجموع   

 ( ) هل السلسلة  متقاربة بانتظام                     

 تمرٌن  ( )    لتكن  لسلسلة التوابع  ذات  الحد العام      حٌث                       

  ( )   
 (    )           

             ( )  ∑  (    )  
 

   

 ( ) احسب  المجموع   

 ( ) هل السلسلة  متقاربة بانتظام                     

 تمرٌن  ( )    لتكن  لسلسلة التوابع  ذات  الحد العام      حٌث  

  ( )  
   (   )

  
        



  ∑متقاربة نظٌمٌا  علً          

 

   

 ( )  بٌن  ان  سلسلة  التوابع  ( )

( )  من  صنف - ,                        ∑  

 

   

 ( )  بٌن ان  المجموع     ( )

 تمرٌن  ( )    لتكن  لسلسلة التوابع  ذات  الحد العام      حٌث  

  ( )  (  )
 

 

   | |
        

 ( )  بٌن  انه اذا كانت (  ) متتالٌة حقٌقٌة موجبة ومتزاٌدة اذا من اجل كل       

  ∑(  )   

 

   

    

  ∑متقاربة بانتظام علً   هل متقاربة بانتظام مطلقا   

 

   

 ( ) بٌن ان سلسلة  التوابع  ( )

 تمرٌن  ( )    لتكن  لسلسلة التوابع  ذات  الحد العام      حٌث  

  ( )  
 

 (     )
         

      ∑   

 

   

 ( )  ادرس تقارب  سلسلة  التوابع  ( )

  ∑عند      

 

   

 ( ) ادرس  قابلٌة الاشتقاق ( )  مجموع   سلسلة  التوابع  ( )

      
   

  ( )  ( ) اثبت ان      

 تمرٌن  ( )    لتكن  لسلسلة التوابع  ذات  الحد العام      حٌث  



  ( )  
       (  )

   (   )
              

∑ علً        

 

   

تقاربال البسٌط لسلسلة  التوابع  ( )  ( )  ادرس 

  ∑متقاربة بانتظام علً   

 

   

 ( ) بٌن ان سلسلة  التوابع  ( )

  ∑لٌست  متقاربة نظٌمٌا علً اي جزء من    

 

   

 ( )  بٌن ان سلسلة  التوابع  ( )

∑ مستمرة     

 

   

 ( )  بٌن ان سلسلة  التوابع  ( )

 تمرٌن  ( )    لتكن  لسلسلة التوابع  ذات  الحد العام      حٌث

  ( )  (  )
 
    

 

(   ) 
        

∑  مستمرة علً            

 

   

 بٌن ان سلسلة  التوابع  ( )

 تمرٌن  (  )    لتكن  لسلسلة التوابع  ذات  الحد العام      

  ( )  
 

(     ) 
        

  ∑متقاربة بانتظام علً علً اي -    , من     

 

   

 ( ) بٌن ان سلسلة  التوابع  ( )

∑ مستمرة علً       

 

   

 ( ) بٌن ان سلسلة  التوابع  ( )



∑ قابلٌة الاشتقاق علً  
 

     

 

   

 ( )  بٌن ان سلسلة  التوابع 

 تمرٌن  (  )    لتكن  لسلسلة التوابع  ذات  الحد العام      

  ( )   
 

      
 

          ,   - 

( )  ∑متقاربة ببساطة علً -   ,

 

   

 ( ) بٌن ان سلسلة  التوابع  

 نحو تابع     ٌطلب تحدٌده  

      ∑∫   ( )
 

 

 

   

   ∫  ( )  
 

 

 ( ) بٌن ان  غٌر مستمر علً-   ,  لكن  

∑  لا تتقارب نظٌمٌا  علً  -   ,    ( )

 

   

 ( )استنتج ان   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الفصل الثالث

 السلاسل الصحٌحة

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

الصحٌحة السلاسل  

 تعرٌف   نسمً سلسلة صحٌحة ذات المتغٌر   والمعاملات       

  ∑ حٌث     متتالٌة عقدٌة  او حقٌقٌة       
   

 كل سلسلة توابع من الشكل    

   و  (    او     )           

  ∑   سلسلة صحٌحة حقٌقٌة 
   

 اذا كان      نسمً السلسلة     

  ∑   سلسلة صحٌحة عقدٌة
   

 اذا كان      نسمً السلسلة     

  ∑متقاربة         }   مجال تقارب السلسلة      
   

  }  نسمً  المجموعة   

 مثال        

         ∑  

   

 ∑
  

 
   

 ∑
  

  
   

 ∑
    

  
   

   

 دراسة ظبٌعة السلاسل الصحٌحة     

تطبق على سلاسل التوابع فإنها تطبق على السلاسل الصحٌحةالتً كل الطرق   

ظرٌةن  ابل       لٌكن        و    متتالٌة عقدٌة  او حقٌقٌة   

   ∑ متقاربة من اجل      فانها تكون  متقاربة 
 

   

 اذا كانت السلسلة الصحٌحة 

| |  من اجل  كل   حٌث  |  | 

 (  |  |)   *     | |  ملاحظة    نعرف المجموعة +|  | 

 بانها القرص  المفتوح



    وبالتالً   
   

   
    ∑ متقاربة اذا    

 

   

 اثبات النظرٌة    

         |    
 |    

|   
 |  |    

 
  

  
 
|  |    

 | |
  

  
 
|   |

  

  
 
|   |

 

  
|
 

 

)∑سلسلة هندسٌة  متقاربة 
 

  
*
 

   

ومنه   |
 

  
| | | فان     اذا كان  |  | 

   ∑متقاربة مطلقا   وبالتالً   متقاربة على (|  |  ) 
 

   

 اذا  

   ∑ متباعدة من اجل         
 

   

 نتٌجة     اذا كانت السلسلة الصحٌحة 

                         | |     فانها تكون  متباعدة  من اجل  كل    حٌث   |  | 

   ∑ متقاربة من اجل       
 

   

 نتٌجة     اذا كانت السلسلة الصحٌحة 

   | |  فانها تكون  متقاربة نظٌمٌا  من اجل  كل     حٌث  |  |   

 الاثبات     لدٌنا   

|   
 |   |

  

  
 
|   |

  

  
 
| 

   ∑ متقاربة نظٌمٌا على   (   )  
 

   

)∑سلسلة هندسٌة متقاربة وعلٌه  
 

  
*
 

   

 

 نصف قطر التقارب   

  ∑متقاربة         }   حٌز التقارب   
   

  }  لٌكن 

   نسمً العدد الحقٌقً الموجب   حٌث  +      | |*        



∑   
 

   

 بنصف قطر تقارب   السلسلة الصحٌحة 

لاحظةم ( )                       

 ( )  اذا كان       فان + *   

 ( )  اذا كان       فان    

 ملاحظة ( )  

| | فان  السلسلة متقاربة مطلفا      ( )  اذا كان     

| | فان لسلسلة  متباعدة          ( )  اذا كان     

 ( )  اذا كان      لا ٌعطً نتٌجة  

 ( )  من اجل  كل      و       فان  السلسلة متقاربة نظٌمٌا و مطلفا       

   ∑    

   

 مثل ( )    

    ∑متباعدة                        

   

     ومنه السلسلة 
   

|    |    

   ∑
  

  
   

 مثل ( )    

   
   

|
    ( )

  ( )
|     

   
|
      

  (   ) 
|     

   
|

 

(   )
|      

متقاربة مطلقا  وبالتالً  متقاربة        ∑
  

  
        

 ومنه السلسة

      و    

تقاربال          تعٌٌن نصف قطر 

     توطبة ادامار  



هاتقارب  ٌعطى  ∑  السلسلة الصحٌحة  و   نصف قطر     
 

   لتكن    

    بالعلاقة التالٌة       

 

 
    
   

|
    
  
|     

   
√|  |
 

 

لاثباتا   

 

     
   

|
    
  
|  نضع                                                

   
   

|
     

   

   
 
|     

   
|
    
  
| | |   | | 

| | وعلٌه  فان السلسلة متقاربة مطلفا   
 

 
| |   فان   ( )  اذا كان    

| | وعلٌه  فان السلسلة متباعدة   
 

 
| |   فان   ( )   اذا كان    

   
 

   
   

|
    
  
|
 

 

   
   

√|  |
 

   بمعنى اخر   
 

 
 حسب  ملاحظة  ( ) فان   

∑
  

  
   

 مثل ( )    

   
 

  
 

   
   

|
    
  
|     

   

  

(   ) 
    
   

 

   
   

 ومنه     و السلسلة متقاربة على  

∑
  

  
   

 مثال ( )    



   
 

  
 

 

   
   

|
    
  
|     

   

  

    
 
 

 
 

 ومنه     و السلسلة متقاربة على المجال ,    - ومتباعدة     

  -     ,  على المجال ,   -   

   ∑سلسلة صحٌحة   
 ( )

   

 ملاحظة ( )   لٌكن التطبٌق          السلسلة  

 لاٌجاد نصف قطر التقارب    نتبع ماٌلً 

     
   

|
     

 (   )

   
 ( )

|     
   

|
    
  
|    
   

| | (   )  ( ) 

 مثال    اوجد  نصف قطر التقارب    للسلسلة الصحٌحة 

∑       

   

 

     
   

|
         

       
|     

   
 | |  

| |  
√ 

 
  | |  

 

 
 السلسلة تتقارب اذا كان     | |      

 + ومتباعدة     
√ 

 
 
√ 

 
*    و السلسلة متقاربة على المجال 

√ 

 
 ومنه 

+    
√ 

 
*    +

√ 

 
  *  على المجال 



   ∑  (    )
 

   

 دراسة السلاسل الصحٌحة الحقٌقٌة من الشكل  

   ∑ حٌث       
 

   

(    )  ∑ علً الشكل 
 

   

 نستطٌع كتابة السلسلة 

 وعلٌه فان نصف قطر تقارب الثانٌة هو نفسه نصف قطر تقارب  الاولى وبالتالً فان السلسلة 

(    )  ∑ تتقارب مطلقا على المجال ,         - حٌث
 

   

 

       |    |      هو نصف  قطرتقاربها وتتباعد من اجل   

 كما انها تتقارب نظٌمٌا على المجال -   , من ,         - 

|    |  فان السلسلة  لاحظةم   ٌنبغً ان نشٌر الى انه فً حالة      

  ∑   
 

   

(    )  ∑تتقارب او تتباعد كما هو الحال بالنسبة للسلسلة 
 

   

 

| |  فانها قد تتقارب او تتباعد فً  الحالة    

 خاصٌة استمرار مجموع سلسلة صحٌحة        

(    )  ∑ سلسلة صحٌحة و نصف قطرها   
 

   

 نظرٌة    اذا كانت  

 و( )   مجموعها  عندبذ فان ( )   ٌكون مستمرا على المجال  ,         -

 الاثبات 

(    )     نعلم انه تابع مستمر على    
  

(    )  ∑تتقارب نظٌمٌا وبالتالً بانتظام على كل مجال
 

   

 كما ان السلسلة 

 -   , من ,         - وعلٌه فان ( )   ٌكون مستمرا      

  على المجال  ,         -



 خاصٌة الاشتقاق قابلٌة المكاملة لمجموع سلسلة صحٌحة       

(    )  ∑ سلسلة صحٌحة  و   نصف قظرتقاربها        
 

   

 نظرٌة    اذا كانت 

 ( )مجموعها ( )  ٌكون قابلا للاشتقاق على المجال  ,         -  

  ( )  ∑   (    )
   

   

 ∑(   )  (    )
 

   

 ومشتقه  

  ( ) مجموعها ( )  ٌكون قابلا للمكاملة على المجال  ,         -  

        ∫  ( )  
 

  

 ∑
  
   

(    )
   

   

 وتكامله  هو 

(    )  ∑ سلسلة صحٌحة  و   نصف قظرتقاربها 
 

   

اذا كانت   ملاحظة ( ) 

  مشتقها و تكاملها  لهما نفس  نصف قطر التقارب  

 الاثبات 

      
   

|
(   )    

   
|     

   
|
    
  
|    

       
   

|
     

(   )  
|     

   
|
    
  
|    

         
 

 
 ومنه    

( )  و    نصف قظرتقاربها  فان        ∑  (    )
 

   

   نتٌجة  اذا كانت 

   
 ( )(  )

  
 

   ( )( )  ∑   (    )
   

   

 



 ( )(  )       

 

   ( )( )  ∑ (   )  (    )
   

   

 

 ( )(  )       

 ( )( )  ∑ (   )(   )  (    )
   

   

 

 ( )(  )       

 

 ( )( )  ∑ (   ) (     )  (    )
   

   

 

 ( )(  )       

        ∑  (    )
 

   

 نظرٌة    اذا  كان   المجموع  ( )   للسلسلة  الصحٌحةا 

  نصف  قطر تقاربها    فانه  تابع  من  صنف   (,    -)                          

 ( )   ∑
 ( )(  )

  
(    )

 

   

 و 

(,    -)       شرط لازم غٌر كافً  لكً  ٌكون   تابع قابل      ملاحظة     

  للنشر الى  سلسلة صحٌحة

                    ( )   , 
  
              
                

 مثال                                    

 ( )      لكن   تابع غً  قابل   للنشر الى  سلسلة صحٌحة لان     

       ( )( )    



 التابع  قابل  للنشر الى  سلسلة صحٌحة  

نقول عن  التابع   انه  قابل  للنشر الى  سلسلة صحٌحة  فً حوار          تعرٌف   

   ∑ معرفة علً  مجال  ,    -      بحٌث     
 

   

 اذا وجد سلسلة صحٌحة 

 ( )   ∑   
 

   

 

اذا كان  التابع    قابل  للنشر الى  سلسلة صحٌحة  فً حوار   فان       قضٌة   

لوران      ( )   ٌسمى  نشر ماك      ∑
 ( )( )

  
  

   

 

 نظرٌة  (الشرط الكافً)   لٌكن (,    -)      ٌحقق الشرط التالً    

              -    ,  | ( )( )|    

 ( )   ∑
 ( )( )

  
  

   

 عندبذ فان   قابل للنشر الى سلسلة صحٌحة حٌث 

  نصف  قظرتقاربها  اكبر او ٌشاوي       

 الاثبات          

( )      قابل للنشر الى سلسلة صحٌحة   على         ∑
  

  
 مثال           

   
   

 ( )( )  ان     

       | ( )( )|  اذا     

 سلسلة تاٌلور        

نقول عن  التابع   انه  قابل  للنشر الى   سلسلة  تاٌلور فً جوار     اذا وجد        تعرٌف   



R     -         ,  ( )   ∑
 ( )(  )

  
(    )

 
      بحٌث   

 نظرٌة    لٌكن  (,         -)        عندبذ                 

   
   

      ( )   ∑
 ( )(  )

  
(    )

 

   

 

 الاثبات          

 ( )  ∑
 ( )(  )

  
(    )

    ( )

 

   

 

   
   

 ( )     
   

∑
 ( )(  )

  
(    )

 

 

   

    
   

  ( ) 

 ( )  ∑
 ( )(  )

  
(    )

 

 

   

 

 نشر بعض التوابع  المالوفة     

 ( )     ( ) 

           | ( )( )|    

 اذا    قابل للنشر الى سلسلة صحٌحة حٌث                     ا

   ( )    
  

  
 
  

  
   

(  )      

(    ) 
   

 ( )     ( ) 

           | ( )( )|    

 اذا    قابل للنشر الى سلسلة صحٌحة حٌث                     ا

   ( )    
  

  
 
  

  
   

(  )    

(  ) 
   



 ( )     

           | ( )( )|    

 اذا    قابل للنشر الى سلسلة صحٌحة حٌث                     ا

       
  

  
 
  

  
   

  

  
   

صٌةق   لٌكن       تابعٌن قابلٌن للنشر الى سلسلة صحٌحة  قً جوار               

( )  عندبذ     ∑   
 

 

   

     ( )   ∑   
 

 

   

 

 ( )  اذا  (   ) قابل للنشر الى سلسلة صحٌحة    قً جوار     حٌث

(   )( )   ∑ (     ) 
  

    

 ( )  اذا  (   ) قابل للنشر الى سلسلة صحٌحة    قً جوار     

(   )( )  (∑   
 

 

   

+( ∑   
 

 

   

+ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الفصل الرابع

 سلاسل فورٌة

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  سلاسل فورٌه

 ( )   مفاهٌم  عامة      

  دورتابع  دوري       لٌكن   تابعا معرفا على                  

 نقول عن    انه دوري اذا وجد عدد حقٌقً موجب تماما ٌحقق     

         (   )   ( ) 

 العدد     ٌدعى  دور التابع 

  ملاحظات    

 ( )  ااذا  كان   دورا للتابع   فان كل الاعداد من الشكل            هً اٌظا دور ل 

 ( )  عموما  الدور هو العدد موجب تماما الاصغر فً مجموعة الادوار وهو موجود  خاصة  

 حٌنما ٌكون التابع    مستمر ودوري وغٌر ثابت

        ( )  قضٌة     لٌكن    تابعا دورٌا ودوره     و    تابعا   معرف ب  (  )     

 (   )  
 

 
     دورٌا ودوره  

لاثباتا                                  

   (  
 

 
*      ( (  

 

 
*)   (    ) 

    (  )      ( ) 

 قضٌة     لٌكن    تابعا دورٌا ودوره      عندبذ فان  نكامل   على  مجال  طوله الدور   

       ∫  ( )   
   

 

∫  ( )  
 

 

  لا ٌتعلق حدود التكامل  اي ان  

 الاثبات                                



∫  ( )  
   

 

 ∫  ( ) 
 

 

  ∫  ( )  
 

 

 ∫  ( )  
   

 

 

∫باستعمال تبدٌل  المتغٌر    لنحسب       ( ) 
   

 

 

 نصغ       

∫  ( )    ∫  (   ) 
 

 

   

 

   ∫  ( )  
 

 

 

∫  ( )    
   

 

∫  ( )  
 

 

 ومنه      

| | 

نسمً سلسلة مثلثٌة كل سلسلة معرفة ب        تعرٌف  

 

 
 ∑     .

  

 
 /       .

  

 
 /

 

   

 

 حٌث       و (  )   (  ) متتالٌتا اعداد حقٌقٌة       

|  |)∑ متقاربة  فان  السلسلة     |  |)

  

 ملاحظة  ( )    اذا كانت السلسلة العددٌة  

  متقاربة نظٌمٌا وبالتالً  
 

 
 ∑     .

  

 
 /       .

  

 
 /

 

   

 المثلثٌة 

  متقاربة   بانتظام ومطلقا على                                         

  ( )       .
  

 
 /       .

  

 
 /  لان  

           |  ( )|  |  |  |  | 

 ملاحظة  ( )  



  
  
 
     .

  

 
 /       .

  

 
 /   

   
  
      .

  

 
 /       .

  

 
 / 

   .
  

 
 /  

  
  
 
     

  
 
 

 
 

   .
  

 
 /  

  
  
      

  
  

  
 

  السلسلة المثلثٌة الناتجة تصبح          

 

 
 ∑  .

  
  
      

  
  

 
/    .

  
  
      

  
  

  
/

 

   

 
 

 
 ∑

(      )

 
  
  
   

(      )

 
   

  
  

 

   

 

  اى انها من الشكل

  ∑  حٌث          
   

  
  
   

   

{
 
 

 
 
(      ) 

 
        

                            
(      )

 
     

 

عرٌفت    متتالٌة التوابع          

       .
 

 
 /     .

 

 
 /     (

  

 
 *     (

  

 
 *     

    .
  

 
 /     .

  

 
 / 



 تدعى جملة مثلثٌة اساسٌة

ضٌةق    الجملة المثلثٌة الاساسٌة  تقبل خاصٌة  تدعى  خاصٌة التعامد      

       

∫     .
  

 
 /     .

  

 
 /   

 

  

 ∫    .
  

 
 /

 

  

   .
  

 
 /    

     2
     
               

 

∫     .
  

 
 /    .

  

 
 /      

 

  

       

 قضٌة  اذا  كانت السلسلة المثلثٌة 

  متقاربة  علً المجال  -    , 
 

 
 ∑     .

  

 
 /       .

  

 
 /

 

   

 

 فان مجموعها ( )   ٌكون دورٌا ودوره       واذا  كان  التقارب  منتظما فان    

   
 

 
∫  ( )       
 

  

   
 

 
∫  ( )   .

  

 
 /     

 

  

    

     
 

 
∫  ( )   .

  

 
 /          

 

  

 

لبرهانا   

 (    )  من الواضح انه فً حالة التقارب على المجال -    ,  فان      ( )  

( )       دوري     ونعبر عن هذا اختصارا بالقول   

                      ( )       .
  

 
 /       .

  

 
 /   

 مستمر  على     و السلسلة متقاربة بانتظام اذا  فان  ( )  مستمر وبالتالً  ٌقبل          



 المكاملة على   -    ,

          ( )   .
  

 
 /    

  
 
   .

  

 
 / 

 ∑     .
  

 
 /    .

  

 
 /

 

   

      .
  

 
 /    .

  

 
 / 

∫   ( )   .
  

 
 /    

 

  

∫
  
 
   .

  

 
 /

 

  

    

∫ ∑     .
  

 
 /    .

  

 
 /

 

   

  
 

  

 ∫ ∑     .
  

 
 /    .

  

 
 /   

 

   

 

  

 

 

 
  
 
∫    .

  

 
 /

 

  

   ∑∫      .
  

 
 /    .

  

 
 /   

 

  

 

   

 

 ( )بوضع     

    ∫   ( )  
 

  

 

   
 

 
∫   ( )  
 

  

 

 ( )بوضع     

    ∫   ( )   .
  

 
 /   

 

  

 

   
 

 
∫   ( )   .

  

 
 /   

 

  

       



    ∫   ( )   .
  

 
 /   

 

  

 

   
 

 
∫   ( )   .

  

 
 /   

 

  

       

هنا المعادلة اكتب   
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