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Série d’exercices N° 1

Exercice 1 Soit X un ensemble.

1. Si on muni X muni de la topologie discréte. Quelles sont les parties fermées ?.
Si A un sous-ensemble de X, quel est lintérieur de A ?, quelle est I’adhérence ?.

2. Meéme questions pour la topologie grosiére ?.

Exercice 2 Soit (X,d) un espace métrique et A une partie de X.
Pour x € X,d(z,A) = inf{d(x,a),a € A}.

1. Montrer que si x,y € X, alors |d(z, A) — d(y, A)| < d(z,vy).

2. En déduire que la fonction f(x) = d(x, A) est continue.

3. Montrer que A = {z € X,d(z, A) = 0}.

Exercice 3 Soit (X,d) un espace métrique et (x,) une suite dans X.
1. Montrer que si (x,) est de Cauchy, alors d(x,,x,+1) — 0. La réciproque est-elle vraie ?

2. Montrer que (x,) est suite de Cauchy si et seulement si pour toute sous-suite (xn;) on a

lim d(z,,, Tn,+1) = 0.
k—o0

3. Montrer que si la série Zd(:pn, Tna1) est convergente, alors (x,) est de Cauchy.
n>0
Exercice 4 Soit X =]0,00[, pour x ety dans X, on pose p(x,y) = |Inz — Iny|.
1. Vérifier que p est une distance sur X.
2. Soit d la distance usuelle sur X. Montrer que (X, d) n'est pas complet.
3. La suite (%)nzh est-elle convergente dans ’espace metrique (X, p) ?. Est-elle de une suite de Cau-
chy dans (X, p) ?.

4. Montrer que l’espace metrique (X, p) est complet.

Exercice 5 R est-il complet si on le muni par une de les distences suivantes ? :
Dd(z,y) = |23 — 3|, 2)d(x,y) = |e* — €¥], 3)d(z,y) = In(1 + |z — y]).

Exercice 6 Soit o > 0 tel que la série ano a,, converge. Sotent (X, d) un espace métrique complet
et T : X — X une application pour laquelle

d(T"(z), T"(y)) < omd(z,y).

pour tout x,y € X et n € N. Considerons une suite (x,) définie par x, = T"xq, ot xy € X.
1. Montrer que (z,,) est de Cauchy.

2. Montrer que T' admet un unique point fire x* € X.



