Chapitre 4

Approximation par D.F de probleme

elliptique

Les équations elliptiques régissent les problemes stationnaires, d’équilibre, générale-
ment définis sur un domaine spatial borné Q0 de frontiere I' sur laquelle I'inconnue est
soumise a des conditions aux limites, le plus souvent de type Dirichlet ou Neumann.

Le probleme elliptique type est celui fourni par I’équation de Laplace (ou de Poisson)

soumise a des conditions aux limites, par exemple de Dirichlet :
—Au=f dans €
U = U sur  0f),

Cas particulier : ’équation de Laplace

Si f = 0, on obtient une équation de Laplace :

—Au=0 dans
(4.1)

U = Uy sur  O0f).
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Approximation par D.F de probléme elliptique M.Beggas

4.1 Introduction du modeéle

Le probleme modéle est le suivant :
L’équation de Poisson avec le condition de Dirichlet non homogene

—Au(z) = — Y @:f(a:) reeR”

— Jx?
=1

u=g sur oS}

4.2 Probleme continu en D1

—u'(x) = f(z) a<xz<b

4.2.1 L’existence et ’unicité de la solution continue

Pour f € C°([0,1]), F'u e C?([0,1]) (solution classique ) de (P,) (voir [2]).

4.2.2 Principe du maximum continu
Proposition 4.1. [2/
Soit f € C°([0,1]), et u € C*([0,1]) la solution de (P.), Alors :
1 f>20=u=>0 surodf)
2 f<0=u<0 surdf2
3 f =0 alors : infygu < u < supyq u

4 f=20etinfygqu =0 Alors u > 0 dans €2

4.3 Probleme discret en D1

On discrétise I'intervalle continue [a, b], en un nombre finie des points z; :

Déscrétisation uniforme
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Approximation par D.F de probléme elliptique M.Beggas

r;—xi1 =h=x,1—x; (h:lepas de discrétisation)
En utilisant le différence finie centrée, le probleme approché (P,) s’écrit dans ce cas de la
fagon suivant :

Trouver les u; tel que :

Ui+1—2u;+ui_q .
L _ f i =1...N
(Pn) h?

Uy =UN+1 = ¢

th{xi:zh; 1§i§N}
on peut écrire le systéeme précédent sous forme matricielle, ot les inconnues sont regroupes

dans le vecteur uy, = (uy, us...uy)t € RY qui vérifie :

AU, =0

Aj, matrice de taille N x N est donnée par :

2 -1 0 fi
-1 2 -1 fa
1 -1 2 -1
Ay = 3 b=
—1
0 -1 2 fn

Ay, @ matrice carrée tridiagonale.

Proposition 4.2. [4/
Pour que le probléeme (Py) admet une solution discréte unique il faut et il suffit que la

matrice Ay soit symétrique et définie positive.
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Approximation par D.F de probléme elliptique M.Beggas

L’existence et 'unicité de la solution discréte du probleme (F)

1- La matrice A, est symétrique :

0 -1 2

Ay, est symétrique car Al = A, (clair)

2- La matrice A,est définie positive :

VX eRY X'A,X >0

On pose N=5
2 -1 0 0 0 T
-1 2 -1 0 O T
<[L‘1 Ty T3 X4 a:5> o -1 2 -1 0 T3
0o 0 -1 2 -1 T4

0 0 0o -1 2 Ts
T
T2

= (201 — 29, =21 + 229 — X3, —To + 203 — Ta, —T3 + 204 — T5, —Ts + T5) | a4

T4

Ts
= (21’1 — ZEQ)CL’l + (—l'l + 21‘2 - 173)1'2 + (—ZEQ + 2[)33 — J]4)[E3 + (—1’3 + 25(]4 — ZE5)ZL’4 +

(—z4 + x5)x5

= 202 — 21Ty — T W9 + 205 — ToT3 — ToT3 + 203 — T3y — T3y + 227 — x4 T5 — T4T5 + 202
=222 —2 202 — 2 202 — 2 202 — 2 212

= 227 T1T9 + 275 ToX3 + 2135 T3xyg + 223 T45 + 225

= (21— 12)* + (w2 — 23) + (23 — 24)* + (x4 — 25)° + 27 + 23 > 0
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Approximation par D.F de probléme elliptique M.Beggas

donc Ay, est définie positive.
Généralisation :

pour A, € RV*N . X ¢ RV

2 —1 0 T
1 2 -1 o
XtAX—< ) -1 2 -1
— 1 22 TN . ) )
-1
0 —1 2 N
I
T2
= (21‘1 — T2, —T1 —|—23§'2 — X3, , L1 +2$Z —Ti41," , —TN-1 —|—2ZIZ'N)
TN

= (21 — @) 11+ (=21 + 222 — T3) T2+ - -+ (=i + 22 — T )T+ (—ANo1 +

N
2
E xr; — 2 g TiTiy1 + E $z+1
i=1
N-1
2 2 2
1+ Ty — xeHl + 2% + le
i=1
1

Il
8

=z

(xf — 20,2541 + xfﬂ)

1M

F

(in — ZL‘Z'.H)Q + $% + ZE?V >0

il ng

Alors X'A,X > 0 donc A, défini positive
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Approximation par D.F de probléme elliptique M.Beggas

Ap, est symétrique et défini positive, alors d’aprés la proposition (3.3.1) le probleme (FP,)

admet une solution discrete unique.

4.3.1 Consistance :

Proposition 4.3. [2/

(Py) est consistance par rapport a (P.) et on a : siu € C*([0,1]) :

1
1RAU oo < 510 Pl

() + u(Tip1) — 2?%;61') +u(wio1)| _ %(uu)(el) +u®(6y)

h2
IR, U||hoo < 21 X 2 max(u® (1), u? (6,))

h2
< 5l

Poson : ¢ = Llu|
Alors : ||RpU |00 < Ch?

Consistance d’ordre 2.

4.3.2 Principe du maximum discret

Proposition 4.4. [2/

Une matrice A est monotone si et seulement si :

(AX > 0= X >0)

Proposition 4.5. [2/

Si f >0, alors la solution Uy, du probléme (Py,) vérifie :

U, =20
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Approximation par D.F de probléme elliptique M.Beggas

Le monotone de la matrice Ay, nous assure le principe du maximum discret :
AU, =0

4.3.3 Stabilité

Soient u solution de (P.) : LU = f dans 2 et Uy solution de (P) :LyUy, = f dans Q
ona: LU — L,U, =0 dans ),
Donc : LU — L, U + LU — L,U, =0
d'otu: RyU + Lpy(U —Up) =0

ou R,U est l'erreur de consistance on obtient :

RhU = Lh(Uh — U) dans Qh

Ona: |[[Rullhoe <Ch?

Si U est suffisamment réguliere on veut savoir si U — Uj, est petite quad Ry est petite
(h — 0) c’est la notion de stabilité.

On va montrer que le probléme (FP}) est stable pour la norme discéte du maximun

(la norme de la convergence uniforme ).

Proposition 4.6. [2/

Si la matrice Ay, est monotone, alors la solution Uy, du probléme (Py,) vérifie :
ApUy, = b par conséquent on a :

1Unllnco = Unlloo = 145 0lloe < 147 11/ Nl

on a: ||A,:1|| < %

Done : ||Up|lhoo < %Hf“oo
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Approximation par D.F de probléme elliptique M.Beggas

4.3.4 Convergence

Théoréme 4.1. 2/
Soit f € C*(]0,1])
on note U la solution de (P.) et Uy la solution de (Py). Alors il existe une constante C' > 0

indépendant de h telle que :
U = Unllnoe < CIFPloch?

Remarque 4.1.
En particulier, la matrice de discrétisation de (—u“) avec conditions auz limites de New-

man homogeénes :

donne une matrice Ay qui est symétrique et positive, mais non définie, d’otu ['unicité n’est

pas vérifiée.

4.4 Probleme continu en D2

Pour un ouvert  C R? on considére le probléme continu suivant :

Trouver u(x,y) qui vérifie :

ou f est une fonction donnée réguliere dans ().
Le probléeme (P.) admet une solution exacte unique.
On considere :

- un domaine borné ) C R? (rectangulaire)

- une fonction f € C'(Q) et une fonction g € (99Q).
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4.4.1 L’existence et ’unicité de la solution continue

Théoréme 4.2. [8/

Pour f € CY(Q) le probléeme (P.). Admet une solution unique u réguliére .

4.4.2 Principe du maximum continu
Proposition 4.7. [d]
Soit f € C°([0,1]), et u € C*([0,1]) la solution de (P.), Alors :
1 f>20=u=>0 surodf)
2 f<0=u<0 surdf2
3 f =0 alors : infpqgu < u < supyq u

4 f=20etinfopqu >0 Alors u > 0 dans

4.5 Probleme discret en D2

Un schéma a 5 points pour le Laplacien :

choisissant : 2 =]0, a[x]0, b|
b
M+1

a
discrétisation : Ar = ——; Ay =

pas discrétisation : Az = 1 Y

tel que : z; =iAx, i=0..N+1

yi =JAy, j=0..M+1

on défini (2, le maillage intérieur a 2 par :

Qh = {H,j = (l‘i,yj) ,7: = 1N,j = 1M}

th:{PL'J:(fL'i,yj) , avec i:OouN+1,j:00uM+1}
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Le probléme approché (discret)

S’écrit alors : trouve wuy, = wy(z;,y;) tell que :

—Apup = f(x:,y5) dans €
(Pr)
up, =0 sur 0f)

Ay, est le schéma de différence finie pour A :

(92u —U; P+ 2Ul i — Uj—1.4
—@(%’:Z/J’) o Aq:; YL O(A2?)
(92u —U; i1 + QUZ i — U; 51
—a—yQ(xi, y;) = —LF Ayg’] I+ O(Ay?)

Notre probleme devient :

Ty 2~ Uiy g 2 U
Ax? Ay?

= f(mhyj)

pour 1 <:<N;1<53<M

avec le conditions aux limites :
Uoj =Un+1 =0;0=<j<M+1
Ui = Ui+ =0;0< i< N+1

Le systeme linéaire correspondant au probleme (Fy) s’écrit :

Ahuh =b

ou uy € RVXM.p ¢ RVxM
_ t
Up = (U1,1,U2,1; L UNL,UN2, 7UN,M)

b= (f(x1,y1),“' 7f(xN7yM>)t

ou u;; = up(w;, y;)
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Approximation par D.F de probléme elliptique M.Beggas

La matrice Aj, est une matrice de taille NM x N M tridiagonale par blocs.
Donnons défini la forme de la matrice ce A, (pour simplifier) dans le cas

d’un maillage uniforme :

n2 (4ui,j — Uit1,5 — Ui-1,5 — Uij+1 — ui,jfl) = fz]

j=1, i=1---N

=1 %(4%1 — Ug,1 — Up,1 — Utz — U10) = fL1

1=2 #(4162,1 —U3,1 — Uyl — U2 — Uz,o) = f2,1

=N ;%2(4UN,1 —UNt11 — UN—11 — UN2 — UNp) = fN1

Dy —In
—Iy 0
1
72
0 —1Iy
—In Dy
Iy : la matrice identité de taille N x N
Dy : matrice carrée (N x N) donnée par :
4 -1 1
-1 0 1 0
Dy = Iy =
0 -1 0
-1 4 1

Ay est une matrice tridiagonale par blocs,puisque la matrice Dy est une matrice symé-
trique définie positive donc inversible.alors la matrice Aj est inversible donc le systéme

Apup, = b admet une solution unique.
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4.5.1 Consistence

Pour u € C*(2) on obtient au point P, ; = (z;,y;) € Qp

Uiy1,5 — QUZ‘J‘ + Ui—1,5 - 82U o A_{L‘2 % ‘ @ ‘
Az? © Oa? (i, 93) + 24 [3x4 (61,95) + Ox* (92’%)}
Us j+1 — 2Ui,j + Ui 51 0% AyQ ot ot
= v Yg I Rl U ) 0 — \ZLq, 0
Ay? Dy? (i, y5) + o1 [(9314 (3, 03) + Iy (x 4)}

2 <01 <@g, w01 <0y <@,y <03 <Y,y <04 <y,

on a: Ryu = Au(z;, y;) — Apu(z;, y;)

h2
donc || Rpu ||p0e< EM4(U)
4 4
ou ) =mas (751 [ 35

L’erreur de consistence est donc d’ordre 2.

4.5.2 Stabilité

Proposition 4.8. [d]
Ay est un matrice symétrique définie positive et de plus monotone alors :

1
At 20 et |4 oo < el +07)

donc
Ahuh =b= Up = Aglb
[unlloo < 145 oo 1]loo

1
< (g2 2
< 0+ 1)l

4.5.3 Convergence

On note u la solution de (P.) (u € C*(Q)) et uy, la solution de (B,).11 existe une

constante C' > 0 indépendante de la tellque :
||u — uh”h’m S C’M4(u)h2
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Approximation par D.F de probléme elliptique M.Beggas

a® + b?
96

avec My(u) = maz(||.||co, ||-||o0) et C =

Remarque 4.2.

Maillage non uniforme Ax # Ay

Notre probleme (P,) devient :

Uity 2y T Ui g 2 Ui

Az? Ay?

= f(xwyj)

pour 1 <:<N;1<j53< M

avec les conditions aux limites :
Up; =uny1;, =0; 0< < M+1
uio=up+1=0; 0<i<N+1

Le systeme linéaire correspondant au probleme (F) s’écrit :

Ahuh =b

ou uy, € RVM.p ¢ RVxM

Up = (U1,1, U215 " s UN1, UN2, " " ° 7UN,M)t

B=(f(zi,p1), -, flan,ym))'

ou u;; = up(w;, y;)

La matrice A, est une matrice de taille NM x NM tridiagonale par blocs.

Donnons la forme de la matrice A, (pour simplifier) dans le cas d’'un maillage non uni-
forme :

ou Az # Ay

on pose Ar =het Ay=Fkon a:

#(QUi,j — Uit1,5 — uifl,j) + %(2’%;‘ — U441 — ui,jfl) = fij

j=1,i=1---N
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Approximation par D.F de probléme elliptique M.Beggas

1=1 %(2161,1 — U1 — Upq) + %(2U1 1— U2 —Up) = fi1

=2 %(2102,1 —ugy —Uig) + %(27@1 — Ug o — Us2g) = fa1

i =N %(QUNJ — UN41,1 — Un-11) + L2(2UN1 —un2 —Uunp) = fn1

< 2 2 1 1 1 1 .
i=1 (734 2)u11 — jzlUo1 — 201 — 7zU12 — 10 = fi1

. 2 | 2 1 1 1
i=2 (F+ Z)us1 — 75Us1 — p3li1 — Trls2 — 73U20 = f2,1

C_ 2 | 2 1 1 1
i=N (574 3)ung — 52UN+11 — jaUN-11 — FzUN2 — szNo I

Dy —In
—Iy 0
1
k2
0 —Iy
—In Dy
Iy : la matrice identité de taille N x N
Dy : matrice carrée (N x N) donnée par :
o b 1
h2
-~ 0 1 0
Dy = Iy =
0 b 0
b2 9 1

2R
Ay, est une matrice tridiagonale par blocs, puisque la matrice Dy est une matrice symé-

trique définie positive donc inversible. alors la matrice A, est inversible donc le systéme

Apup, = b admet une solution unique.
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4.6 Applications

Pour montrer ’analogie entre le probleme continue et son analogie discret, on va
donner deux applications, la premiere application concerne un probléme mal posé au cas
continue ou on va avoire la méme résultat au cas discret.

La deuxieme concerne la résolution numérique de 1’équation de Poisson en dimension

deux, en appliquant le schéma a 5 points.

4.6.1 Premiere application

Soit le probleme (P) :

—u" =1 dans 10, 1]
w'(0) =4/ (1)=0

1) (P) est mal posé.
2

' =1=uv=-1=u=-2+4+c¢c, = u= %—l—clyﬁ—cg
W(0)=0=>¢; =0

V) =0=—-14+=0=c¢ =1

donc le probleme (P) dmet une infini de solution.

donc le probleme (P) mal posé.

On va montre que le probléeme (P,) est aussi mal posé numériquement.

Uip1 — 2U; + Uiy
_< n? > =1

W(0) =/ (N +1) =0

dans |0, 1
(Pr) o1

pour 1 < <4
avec le condition aux limites :
Nous utilisons :

U — Ug
/ !/

:0:>(U1—U0)4:O:>U0:U1
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U; — Ui—1 ’ UN —UN-1
h N+1 h

le systeme linéaire correspondant au probléme (Py,) s’écrit :

3) u, = = (uy —un-1)4=0= u3z = uy

Ahuh =b

ot uy, € R¥3 b e R3*3
up = (ug, ug, uz)*

b= (f(x1), f(xa), f(x3))
ou u; = u(x;)

4) —(Ui+1 + Ui — QUZ) = h2 — —<UZ‘+1 + U1 — 2ul) =

16
la forme matricielle :
1<i:<N
( (
1=1 —uz—uo—{—Qul:% 1=1 —UQ—U1+2U1:%
1=2 —U3—U1+ZUQ:% = 1=2 —u3—u1+2u2:%
C _ 1 C _ 1
\Z—3 — ug — Uz + 2uz = 15 K7,—3 —uz — uz + 2uz = 15
le systeme linéaire :
—
AhUh =b
1
1 —1 0 Uy 16
-1 2 —1 up | = | %
0 -1 1 Us =
Existence et unicité
Pour que le probléeme P}, admet une solution
1 Ay symétrique :
1 -1 0
Ap=1-1 2 -1|=4,
0 -1 1
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donc A, symétrique

2 A, n’est pas définie car :

X'AX = (zy —22)* + (22 —13)* > 0

pour r; = x9 =23 # 0 : X'AX =0
Donc : la matrice Ay est symétrique et positive mais non définie.
Alors : d’aprés la proposition (3.3.1) le probleme P, n’admet pas une solution

discréte unique d’ou : le probleme (P) est aussi mal posé.

4.7 Deuxiéme application

Soit I’équation de Laplace en D2 avec les conditions de Dirichlet

w(z, 1) =z;u(l,y) =y

u(0,y) = u(y,0) =0

\
Choisissant n =m =3 et Az = Ay = %
1 La matrice de discrétisation :

Notre probleme devient :

L Wiprg T Uiy — 2y Wi+ U1 — 22U

Ax? Ay? =9

Uil =, Upp1j =7 0<e<n
UO’]’:U,J"Q:O OSJSTTL

onan:Ay:%etm:n:?)oflAm:hetAy:k

x; = 1h 0<1<3
Qp i =
0

yi = jk
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_ 2
= —Uit1,j — Wi-1j — i1 — Uij—1 +4u;; = 9Ax
= Uit~ i1y~ Uil — Uigor T Aui g =1

La forme matricielle :

1=1,7=1 —wup1 —ug1 — U2 —Upg+4u =1
<i:1>j:2 — U2 — Upo — Uz — Uy +4uip =1
1=2,7=1 —u3; — Ui — U — Uspo+4ug; =1
1=2,7=2 —uzp—up— U3 —Uy1 +4ugs =1

Avec les conditions aux limites :

.
—Ug1 — U2 +4uy =1

—Ugo — U1 +4uip =1

—upq — Uz +4ugy =1

[ U2~ U21 +4uzo =1

Le systeme linéaire :

Ahuh =b.

4 -1 -1 0 Uil 1
—1 4 0 —1 Uy,2
1 0 -4 —1]| | um

)

ot N

0 -1 -1 4 U22
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L’existence et unicité de la solution discrete du (P, :

1) La matrice Aj est symétrique :

4 —1 -1 0
-1 4 0 -1

Ap = = A}
-1 0 —4 -1
0 -1 -1 4

Donc A, symétrique car : A = A,
2) La matrice A, est définie positive :

VX e RV X'ALX >0

4 -1 -1 0

-1 4 0 -1
(33'1 To I3 334)

-1 0 -4 -1

0 -1 -1 4

|

T2

xs3

Xy

= (z1 — 22)* + (x1 — 23)% + (w9 — 24)? + (73 — 14)* + 222 + 225 + 223 + 2272

Donc Ay, est défini positive, alors (P,) admet la solution unique.
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Exercices

Exercice 1

Soit le probleme (P) pour une fonction u(x) définie sur un intervalle [0, 4] :

—u"(x) + cu(z) = f(x) x €]0,4]

ot ¢ > 0, f € C([0,4],R) et la fonction u de classe C*.

1. Exprimer le probléme discret (P,) associé a (P),en utilisant le schéma aux diffé-
rences finies centrées.

On supposera que le maillage est uniforme et de pas Ax = h = 1.

2. Mettre(Py) sous forme matricielle :

AU, =b

Déterminer la matrice A et les vecteurs : Uy, b

3. Montrer que le probléme (FP}), admet une solution unique.
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Chapitre 5

Approximation par D.F de probleme

parabolique

5.1 Le probléme continu D1

Soit le probleme parabolique en dimension un suivant :

(Ou(x,t)  O®u(z,t)
o 0a?

u(z,0) =ug(x)  Va €]0,1] (5.0)

=0 V(ZE,t) € Qr

(u(0,t) =u(L,t)=0  Vt€|0,T]
Remarque 5.1. (P) est le probléme de la chaleur ou : f =0 et V = 1, avec les condition

homogéne ; Qr =0, 1[x]0, T'[

Théoréme 5.1. Siuy € C(]0,1], R), alors le probléme (P) admet une solution unique et
u e OQ(QT, R) N O(QT, R)

Proposition 5.1. (Principe du mazimum,)

Soit u la solution de (P) alors :

1 St ug(z) > 0,Vx € [0,1],alors :

u(z,t) >0 (x,t) € Qr
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2 ||lullee@ry < llullzeogop

5.1.1 Schéma aux différences finies
On discrétise d’une fagon uniforme les intervalles d’espace et du temps :

zi=Ah  t=1,- M+1

t" = nAt n=20---,N
1 T

h=Az=—— At =
. M+1’

N

on cherche alors une approximation U < u(z;,t")

de la solution exacte aux noueds P . Un schéma aux différences finies est dit schéma a
un pas si u"" ne dépendent que de U?" .

u
Pour la discrétisation du probleme (P) on a trois possibilités pour (—) :

ot
Schéma centrée : "le plus naturel”
un""l — un_l
! N i instable et inutilisable. (5.0)
Schéma décentrée (en avant)
n+1 n
ul —ut
- onobtient, (5.0)

At

Le schéma d’Euler explicite,
explicite : calcule directe de U™™! en fonction de U™, le plus simple mais stable sous

condition.

Schéma décentrée (en arriérer)

-t on obtient (5.0)
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le schéma d’Euler implicite,
implicite : on doit passer par un systéme linéaire pour trouver U™ en fonction de u™.

plus compliqué mais toujours stable. On va étudier les deux schémas d’Euler.

5.1.2 Consistance

Proposition 5.2. Supposons que la solution u du probléme (p) est ¢/t et ¢*/x.Alors les

schémas explicites et implicites sont consistants d’ordre 1 en temps et 2 en espaces, telle

que |R,ul] < c((At) + h* .

5.1.3 Schéma d’Euler explicite

(ot —

n n n n

At (Az)?

=0

Stabilité
s LA,
Proposition 5.3. Sous la condition 7h <3
le schéma explicite du probléeme (Py) est stable en norme || ® || -

A
la condition (—h?* < 3) s’appelle condition de C.F.L( Courant, Friedrichs, Lewy, 1928).
t

At
Démonstration. poson : r = 5l O
Le probléme(FP;)
U?H = (1= 2r)u +uiyy +ru
le membre & droite de cette équation est une combinaison convexe (car r < % =2r<1)
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On en déduit :
U = (1= 2w + ruiy + ruity | < (1= 20| + | + |
passant en|| o || :

U oo < (=27 +7 4+ 1)U |

Donc : U oo < |U™||oo-

par récurrence on obtient : [|[U"]|o < ||U||0, u° : donnée

c’est le principe du maximum discret.

5.1.4 Convergence

Théoreme 5.2. Sous la condition =l < %, le schéma explicite de(Py) est convergente en

norme ||

Etude matricielle de la stabilité
on a :
UinH = (1= 2r)u +ruly, +rufy
on obtient la forme matricielle suivant :

Ut = [1 - rAU"

Uttt = ou”

stabilité pour : ||c[| < 1. ou A est la matrice tridiagonale symétrique :

2 -1 0
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les valeurs propres de A sont :

km
A = 4sin? ———— K=1 ..M 5.0
K Sin 2<M—|—1) ) 9 ( )

M + 1 : le nombre d’intervalles de discrétisation
Poson : C' =1 — rA les valeurs propres de C sont
pr = 1 — r; Au lieu de la norme || ® ||, on va utiliser la norme euclidienne, car :

La norme euclidienne d’une matrice symétrique est égale a son rayon spectral.

Donc :
I < T = rAJLT™ |2
p(I = 1A).|u"[l2
d’ott :
k
p(I —rA) = max |1 — 4sin? 2(M—7:_1)|
La condition de stabilité
|lc|]| < 1 se traduit donc par :
km
1 — 4sin® <
max | sin ST 1) \
d’ott :
km
4sin® ——— < 2
sin S+ 1)
alors :
o 1 At o 1
r<-:—<=
T2 Az? T2
5.1.5 Convergence
Théoreme 5.3. Sous la condition 2 < %, le schéma explicite de (Pp)estconvergenteennormel| .
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Conclusion

Le schéma d’Euler explicite es simple (pas de systeme linéaire a résoudre) mais il y a

une condition de stabilité a respecter, ce qui limite le pas de tempe pour un pas h donné

5.2 Schéma d’Euler implicite

¢ n+l n n+1 n+1 n+1
wT — it uht = 2w Fu
At h?
ud = ug(x;) i=1,..,.M+1

=0

ce schéma est dit implicite car le calcule de la solution au pas de temps (n + 1) nécessite

la résolution d’un systeme linéaire.

consistance :(fait)

5.2.1 Stabilité du schéma

de la méme maniere, on a :

At
mH T (! = 2ul ) =l

U; h2 ( i+1 %

At )
peson : 7 = —, on obtient :

h?’
(14 2r)ul ™ — ru — 20l — rul ) =l

i+1 i— )

La méme analyse matricielle conduit au résultat suivant :

[ +rAJU™ = 0"

57



Approximation par D.F de probléme parabolique M.Beggas

At
ou : la matrice d’itération ¢ égale a : ¢ = (I + ﬁA)_l ses valeurs propres sont : py =
assant au norme :
1 + T)\k P
n+1 1 n
10712 € —— U™
1 + ﬁ)\k
avec :
km
A1 = 4sin®
1 Sin Z(M i 1)
on a :
1
T < ].,Vk’,
1+ ﬁ)\k

ce qui entraine la stabilité inconditionnelle du schéma implicite.

5.2.2 Convergence
Soit exp™ Derreur de discrétisation, définie par

exp™ = U — Up,  Cestdire

exp(n) = u(ih,nexp™) — U™,

i

Théoréme 5.4. Le schéma implicite est convergente (d’ordre 1 en tempe et 2 en espace

), tell que :

lexp™ oo < [l exp” [|oo + TC(AL + h7),
Démonstration. sous condition sur le pas de temps et d’espace. O
Conclusion

Le schéma d’Euler implicite nécessite la résolution d’un systéme linéaire, mais il es
inconditionnellement stable :
Il n’y a pas de restriction sur les pas de temps et d’espace.On peut prendre des pas de

tempes assez grands.
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5.3 Autres schémas

5.3.1 Schéma de Crank-Nicolson

¢, n+1 n n n n n+1 n+1 n+1
(e 1 [ %ig1 — 2ui +uiy I Uity — 2w
At 2 h? h?
ud = ug(x;) donnée : C.I
n __ n N
L ug = upyq =0 Vn C. aul

5.3.2 6H-Schéma

(60 €10,1])
n+1 n n n n n+1 n+1 n+1
’ui+ —u;+ _ 6“i+1 —2ui + i, (1) x uz’j—rl - 2“i+ —|—ui_+1
At h2 h?
ud = uo(x;) donnée : C.I
(UG = uj1 = Vn C. aul

Remarque 5.2. La condition C.F.L se varie selon l’équation étudier.
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Exercices

Exercice 1

Supposons que u € C*4([0,77, [0, 1]) est solution de 1’équation de la chaleur.

1. Montrer que I'erreure de consistance pour le schéma explicite est d’ordre 1 en temps

et 2 en espace telque :

IRyl < C(At + Az?)

2. Notons que e™(u) le vecteur de 'erreur au temps t", avec : el'(u) = ul' — u(t", z;)

Supposons que la condition C.F.L est verifiée montrer que :
le™(u)]|so < CT (AL + Az?)

textbfExercice 2
Etudier la stabilité du schéma de Crank-Niclson pour I’équation de la chaleur.
Exercice 3 (le probleme de transport)

Soit le probleme (P) pour une fonction u(t, z) définie sur [0,7] x [0, L] :

0w ou_
ot Or
Et u(0,x) = ug(x)

1. Montrer que le probléme (P,), en différences finies progressive en temps et régres-
sive en espace est stable sous la condition C.F.L.
2. Exprimer le probléme (P,) sous forme matricielle.

3. Trouver erreure de consistance.

4. Montrer qu’il existe une constante C tel que : [|e"]] < CnAt(At + Ax).
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Exercice 4

ou *u  0*u
- Gt 50
ot ox dy

sur un domaine [0, 7] x ©, On suppose que sur la frontiére, la fonction vaut : u(t, x,y) = 0,

On considere ’équation de la chaleur : = 0.

avec la condition initiale u(z,y,0) = ug(x,y).

1. Exprimer le schéma explicite .

2. Exprimer le probléme (P,) sous forme matricielle.

3. BEtudier la stabilité.

Exercice 5

Soit le probleme (P)suivant :

pel=0 z€R, t>0, c>0
u(z,0) =0 =<0
u(z,0)=1 >0

On suppose que (P) admet une solution unique u suffisamment réguliere, pour approcher

la solution u de (P), on consideére le schéma aux différences finies suivant :

urtt

e A7 L+ (o

n n
Ui — Ui q

2 x Az

n n
Ujpo + Ui_g
4 x Az

+ ) =0,
ou z;=1iAx,i €7Z et t"=n/t,néeN.

1. Déterminez « et [ pour que le schéma soit d’ordre un en temps et 4 en espace.

2. 0npose:a=1 et =0

Etudier la stabilité du schéma, en utilisant le principe du maximum.
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Exercice 6 Soit le probleme (P) suivant :

du y qu P4 =0 (x,t) €]0,1[x]0,T[ a >0
uw(0,t) =u(l,t) =0 ¢ €]0,T]

u(z,0) = ug(x) z €0,1]

On suppose que (P) admet une solution unique u € C%4([0, 77, [0, 1]).

Pour approcher la solution u de (P),on considére le schéma aux différences finies suivant :

( n+1_

n n o __.m noo__ n n
u u P Wy ugg 2ui gy 0

1 i
At +a 2x Az Ax?

4 UO :Uo(l‘l) Z:O,7M

n __ n o __ J—
\ ug=uy =0 n=1,...N

1. Déterminer ’erreure de consistance du schéma .

2. Etudier la stabilité en norme L°.

3. Notons que €"(u) le vecteur de 'erreur au temps t", avec : e'(u) = ul' — u(t", z;)
Montrer que :

le” ()]l < Ca(At + Az?)

4. Exprimer le probléme (F},) sous forme matricielle, en déduire la matrice d’itération.
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