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 )متراص(تكامل الدوال المستمرة على مجال مغلق و محدود دراسة تم  في المستويات السابقة

]أي مثل ]ba,  حيثba,في ھذا المقياس فسندرس التكام5ت على  عددان حقيقيان، أما

]مجا�ت غير متراصة أي المجا�ت من الشكل [+∞,a ،] [+∞,a ،] ]b,∞− ،] [b,∞− ،

] [+∞∞− , ،[ [ba,،] ]ba,،] [ba,  ت السابقة بالتكامل�و يسمى أي تكامل على المجا
 ة جع المعتمداشارة المرع من يسمي ھذا التكامل بالمعتل لMالمعمم أو الموسع وھناك من المراج

]في ھذا الفصل ]4،[ ]1314 −،[ ]16   

  ت السابقةالمجا� يمكن تقسيم ھذا الفصل وفق

  التكامل على مجال غير محدود -2-1

]حالة المجال [+∞,a  

]تابعا معرفا على المجال  f): ليكن1.1.2تعريف( [+∞= ,aI و قابل للمكاملة على كل

]مجال محدود ومغلق ]xaI ,⊃ ،0>xي الدالة و بالتالFحيث( ) ( )dttfxF

x

a

∫=

  Iمعرفة على

)نقول أن التكامل x→∞+عندماlتقبل نھاية محدودةFذا كانتإ - )dttf
a

∫
+∞

متقارب 

  lنحو

� تقبل نھاية محدودةFوإذا كانت  -lعندما+∞→x نقول عن التكامل( )dttf
a

∫
+∞

  متباعد.أنه 

)التكاملين ℜ∈λ*: ليكن )1.1.2(م5حظة )dttf
a

∫
+∞

،( )dttf
a

∫
+∞

λ بيعة.من نفس ط  

∫: أدرس طبيعة التكامل)1.1.2(مثال
+∞

a

k
tdt ،حيث  )k>0،a>0(  

الحل: نعلم بأن الدالة
k

tt ] معرفة ومستمرة على كل مجال →1 ]xaI   و بالتالي ⊂,

 k≠1في حالة  )1

( ) [ ]kk

x

a

k xa
k

tdtxF −− −
−

== ∫
11

1

1
  و بالتالي

)فإن k>1إذا كان ) +∞=
+∞→

xF
x
lim 1أي متباعدة و إذا كان>kفإن

( ) ( )1
1

lim −= −

+∞→

kaxF
k

x

  أي متقاربة
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  تكامل الدوال (التوابع)الموجبة:

]دالة موجبة على المجال f): اذا كانت 1.1.2نظرية( [+∞= ,aI لة على و قابلة للمكام

]المجال ] Ixa )فإن التكامل,⊃ )dttf
a

∫
+∞

)إذا وفقط  إذا كان  ايكون متقارب )dttf

x

a

 امحدود ∫

  من ا*على.

)فإن الدالة f≤0بما أن  البرھان:  ) ( )∫=
x

dttfxF
0

متزايدة وبالتالي فإن نھايتھا لما  

+∞→xمحدودة إذا وفقط إذا كانتF محدودة من ا*على أي           

[ [ ( ) MxFaxM ≤+∞∈∀>∃ :,,0 )، ومنه        )∫
+∞

+∞<
a

dttf                   

)أما إذا كانت ) +∞=
+∞→

xF
x
lim يكون التكامل متباعد أي( )∫

+∞

+∞=
a

dttf.  

at): إذا كان من أجل كل 2.1.2نظرية( ≥ ،( ) ( )tgtf   لدينا . 0≥≥

)إذا كان التكامل  - )dttg
a

∫
+∞

)متقاربا فان التكامل  )dttf
a

∫
+∞

 متقارب 

)و إذا كان التكامل  - )dttf
a

∫
+∞

)متباعدا فان التكامل  )dttg
a

∫
+∞

 متباعد. 

] ستمرتين علىم موجبتان و ,fgالبرھان:  الدالتان [+∞= ,aI  و تحققان

( ) ( )tgtfIt ≤≤∈∀ ]، كذلك قابلتين  للمكاملة على كل مجال,0 ]xaI ,⊃،ax >  

)نعرف الدالتين  ) ( )dttfxF

x

a

∫= ،( ) ( )dttfxG

x

a

 واضح أن =∫

] [ ( ) ( ) 0',, ≥−∈∀ tFGxat ومنه الدالةFG )متزايدة و بالتالي− ) ( )xGxF ≤  

)إذا كانت  )xG تنتھي إلى نھايةl عندما+∞→x فإن( ) ( ) lxGxF ومنه نستنتج  ≥≥

  محدودة و بالتالي فھي نھاية منتھية. Fأن الدالة

]دالة معرفة و موجبة على المجال f): لتكن1.1.2نتيجة( [+∞= ,aI  و قابلة للمكاملة على

]المجال ] Ixa IRr، إذا وجد ,⊃ )بحيث  ∋ ) lxfx
r

x

=
+∞→

lim  
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)فان التكامل  r<1إذا كان  - )dttf
a

∫
+∞

 يكون متقاربا، 

)فان التكامل  r≥1و إذا كان  - )dttf
a

∫
+∞

 يكون متباعدا. 

)دالة لمتغير حقيقي حيث  f): لتكن2.1.2مثال( )
( )x

ex
xf

+
=

1

1
فة و  ، المعر

]المستمرة على ]و القابلة للمكاملة على المتراص  1,∞+] [ [ ]x,1,1  r<1من أجل ∞+⊂

)لدينا  ) 0
1

21

limlim =
+

=
−

+∞→+∞→
x

r

x

r

x e

x
xfx )التكامل1.2وبالتالي حسب النتيجة (

( )dxxf∫
+∞

1

  متقارب. 

]دالتين موجبتين معرفتين و مستمرتين على  f ،g): لتكن2.1.2نتيجة( [+∞= ,aI  و

]قابلتين للمكاملة على  [ [ ]xaa ,, ⊃+∞  

)) اذا كان 1 - ) ( ) lxgxf
x

=
+∞→

lim ،∞≠l ،0≠l  فإن التكاملين( )dttf
a

∫
+∞

 ،( )dttg
a

∫
+∞

 من نفس الطبيعة 

)فان تقارب l=0) اذا كان 2 - )dttg
a

∫
+∞

)يؤدي الى تقارب  )dttf
a

∫
+∞

 

)فان تباعد l=∞) اذا كان 3 - )dttf
a

∫
+∞

)يؤدي الى تباعد  )dttg
a

∫
+∞

. 

قق النتيجة السابقة على الدوال التالية:): ح3.1.2مثال(
 

( )
1−

=
x

x

e

e
xh ،

  
                   

              ( ) x
exxT

2=       ،
  

( )
x

e
xk

x

 x→∞+عندما  =

من أن كل تأكد ل متقارب الى مجموع تكاملين يجب ال): اذا اردنا أن نقسم تكام2.1.2م5حظة(

  منھما متقارب.
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dt):  لدينا التكامل 4.1.2مثال(
t

x

∫
+∞

−1

2
متقارب  �ن  2

1

2
2 −t

2يكافئ في جوار أ�نھاية 

1

t
 

∫∫∫))، لكن � يمكن كتابة1.1.2(انظر مثال(
+∞+∞+∞

+
−

−
=

−
xxx

t

dt

t

dt
dt

t 111

2
�ن ك5ھما  2

  متباعد.

[حالة المجال ]b,∞−:  

[تابع معرف على  fليكن    ]b,∞− و قابل للمكاملة على ( ) [ ]bxbx ,,<   

)اذا كان  ) ( )dttfxF

b

x

)فإن  x→∞−عندما  lيقبل نھاية محدودة  =∫ )dttf

b

∫
∞−

baفي حالة  ،lنحو  متقارب )و اذا كان  = )dttf
a

∫
+∞

 ،( )dttf

a

∫
∞−

متقاربين فإن التكامل 

( )dttf∫
+∞

∞−
  الناتج عن مجموعھما متقارب. 

dtالتكامل: )5.1.2مثال(
t

t
∫

+∞

∞− +1

cos
2

2

موجود (متقارب) �ن 
1

1

1

cos
,

22

2

+
≤

+
ℜ∈∀

xx

x
x 

∫∫و
+∞+∞

∞− +
=

+
0

2

2

2

2

1

cos
2

1

cos
dt

t

t
dt

t

t
∫التكاملو بما أن تكامل دالة زوجية  

+∞

+
0

2 1t

dt
و   متقارب

dtتكامل  ي البالتال
t

t
∫

+∞

∞− +1

cos
2

2

  متقارب 

  التكامل على مجال محدود غير متراص: -2-2

]تابعا معرفا على المجال  f): ليكن1.2.2نظرية(   [ babaJ <= و قابل للمكاملة ,,

]على كل مجال محدود ومغلق(متراص) ]xaJ ,⊃ ،axb حيثFو الدالة  <<

( ) ( )dttfxF

x

a

  Jمعرفة على=∫

)اذا كان  - )xF يقبل نھاية محدودة'l عندماbx )نقول أن  → )dttf

b

a

موجود وھو  ∫

 l'متقارب نحو
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)اذا كان  - )xF  يقبل نھاية منتھية عندما �bx )نقول أن  → )dttf

b

a

 متباعد∫

∫dtttطبيعة التكامل): ادرس 1.2.2مثال(
−

0

1

2 ln  

]الحل: ليكن  ] [ [0,1,1 −⊂− x  و بالتالي∫∫
−−−

−







=

xxx

dttt
t

dttt
1

2

1

3

1

2

3

1
ln

3
ln  

                                                 
  

 
9

1

9
ln

3

33

+−=
x

x
x

      

واضح أن 
9

1

9

1

9
ln

3

33

0
lim =








+−

→

x
x

x

x

  ومنه نستنتج أن متقارب. 

  ة: تكامل التوابع الموجب

]تابعا موجبا معرفا على المجال  f):  ليكن2.2.2نظرية(  [ babaJ <= و قابل ,,

]للمكاملة على كل متراص  ]xaJ ,⊃ ،axb )، يكون التكامل<< )dttf

b

a

  متقاربا اذا و ∫

]أي محدودا من ا�على. إذا كانفقط  [ ( ) MdttfbaxM

x

a

≤→∈∀>∃ ∫,,0  

)فإن الدالة f≤0بما أن  البرھان:  ) ( )∫=
x

dttfxF
0

متزايدة وبالتالي النھاية لما  

bx )أي محدودة من ا*على Fمحدودة إذا وفقط إذا كانت→ )∫ +∞<
b

a

dttf  أما إذا

)كانت ) +∞=
→

xF
bx

lim يكون التكامل متباعد أي( )∫ +∞=
b

a

dttf.  

]):  اذا كان 3.2.2نظرية( [ ( ) ( )tgtfbat ≤≤∈∀ 0,,  

)و اذا كان  )dttg

x

a

bxمتقاربا عندما  ∫ )يكون → )dttf

x

a

bxمتقاربا عندما∫ →  

)أما اذا كان )dttf

x

a

bx متباعدا عندما ∫ )يكون → )dttg

x

a

bxمتباعدا عندما∫ →.  
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]تابعا معرفا و موجبا على المجال f): لتكن1.2.2نتيجة( [baJ و قابلة للمكاملة على  =,

]المجال ] Jxa IRr، إذا وجد ,⊃ )بحيث  ∋ ) ( ) 'lim lxfxb
r

bx

=−
→

  

)منتھي فان التكامل  l'، وr>1إذا كان  - )dttf

b

a

 يكون متقاربا، ∫

)فان التكامل  l='0و إذا كان و )dttf
a

∫
+∞

  ا.يكون متباعد 

]):  كل النظريات  المدرجة على المجال1.2.2م5حظة( [ba, صحيحة على المجال] ]ba,  و

)بحيث ) 2.2.2كذلك  النتيجة ( ) ( ) ''lim lxfax
r

ax

=−
→

.  

)):  ادرس تقارب التكامل2.2.2مثال( )∫ +
1

0

1 tetdt  

�حظ  أن التابع ( ) ( )t
ettf += [معرف ، موجب و مستمر على  11 و قابل  1,0[

]للمكاملة على المتراص ] ] ]1,01, ⊂x   نوھو غير محدودS( ) +∞=
→>

tf
t

lim
0

، لكن 

( ) 2121

0

lim =
→>

tft
t

121أي   <=r ) و الم5حظة 1.2.2و بالتالي حسب النتيجة (

  طى متقارب.) التكامل المع1.2.2(

  ):  لدراسة التكامل المعمم غالبا ما نستعمل المقارنة مع تكامل من النمط التالي:2.2.2م5حظة(

1( ∫
+∞

a

rtdt ( )0>a1 الذي ھو متقارب اذا كان<r 1و متباعد اذا كان≥r 

2(  ∫
+∞

−

0

dte tα
 α≥0و متباعد اذا كان α<0 ذي ھو متقارب اذا كانال 

3( ( )∫ −
b

a

r
atdt 1 الذي ھو متقارب اذا كان<r 1و متباعد اذا كان≥r 

4( ( )∫ −
b

a

dtatln .الذي ھو متقارب 
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  معيار كوشي): 4.2.2نظرية(

)يكون التكامل  )1 )dttf
a

∫
+∞

متقارب اذا و فقط اذا تحقق  

( ) εε <⇒>∀>∃>∀ ∫ dttfAxxAA

x

x

2

1

21,:0,,0
 

)يكون التكامل  )2 )dttf

b

a

متقارب اذا و فقط اذا تحقق  ∫

[ [ [ [ ( ) εε <⇒∈∀∈∃>∀ ∫ dttfbxxxbax

x

x

2

1

,,;,,0 0210 

  bتنتھي إلى xوجود النھاية عندما البرھان: يكفي تطبيق

  التكامل المتقارب مطلقا: -2-3

)ندرس التكامل المعمم   )dttf

b

a

=∞−=∞+بحيث يمكن ( ∫ ba ) عندما � يكون للتابع,

fاشارة ثابتة في مجال المكاملة  

�حظ التكامل1.3.2مثال( :(( ) dtttk
a

∫
+∞

cos حيث( )tk  يمكن دراسة طبيعته �تابع موجب، 

)مباشرة �ن التابع  ) ttk cos ليست لديه اشارة ثابتة في المجال[ [+∞,a.  

)): نقول عن التكامل1.3.2تعريف( )dttf
a

∫
+∞

)أنه متقاربا مطلقا اذا كان التكامل  )dttf
a

∫
+∞

 

  متقاربا.

)):  اذا كان التكامل1.3.2نظرية( )dttf
a

∫
+∞

)متقارب فإن التكامل  )dttf
a

∫
+∞

  متقارب. 

]على المجال و مستمرا  معرفا تابعا  fالبرھان: لدينا  [,,+∞= aI و قابل للمكاملة على كل

]متراص  ]0, xaI ⊃ ،ax )و بما أن ،0< )dttf
a

∫
+∞

  متقارب  حسب معيار كوشي

    [ [ ( ) εε <→+∞∈∀>∃>∀ ∫
2

1

,,,/,0 02100

x

x

dttfxxxaxx   و بما أن  
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( ) ( ) ( ) ε<⇒≤ ∫∫∫
2

1

2

1

2

1

x

x

x

x

x

x

dttfdttfdttf التكامل و منه( )dttf
a

∫
+∞

حسب  متقارب 

  معيار كوشي.

)، من مجال المكاملة  x): اذا كان من اجل كل 1.3.2نتيجة( ) ( )xgxf و كان تكامل   ≥

  متقارب. fن تكامل التابعإمتقاربا ف gالموجب التابع

dt): التكامل2.3.2مثال(
t

t
∫

+∞

1

2

sin
]موجود (متقارب) �ن  [

22

1sin
,,1

xx

x
x ≤+∞∈∀  

dtالتكامل لكن
t

t
∫

+∞

0

2

sin
2تباعد) *نغير موجود (م

sin

x

x
يكافئ

x

1
[على  [+∞,0.  

  التكامل المتقارب شرطيا:  -2-4

)): نقول عن التكامل1.4.2تعريف( )dttf
a

∫
+∞

أنه متقارب شرطيا اذا كان متقاربا دون أن  

  يتقارب مطلقا.

0xx(xبحيث من أجل كل 0x): اذا وجد 1.4.2نظرية( متناقص نحو الصفر  k)  التابع<

( ) 0lim =
+∞→

xk
x

)فإن التكامل   ) dtttk
a

∫
+∞

cos  0متقارب (يمكنxa <.(  

  البرھان: نستعمل معيار كوشي

xxالتابع ):1.4.2مثال( و بالتالي التكامل  x→∞+متناقص نحو الصفر عندما →1

∫
+∞

1

sin
dx

x

x
  مطلقا فھو متقارب شرطي. متقارب موجود(متقارب) لكن غير 

  تحويل المتغير او المكاملة بالتجزئة:بالتكامل المعمم باستعمال المكاملة  -2-5

  :لمتغيرحويل ات -2-5-1

  التاليةعلى صيغة  1الواردة في مقياس التحليلبالنتيجة  نذكر 

]تابع مستمر على المتراصf):  ليكن1.5.2نتيجة( ]baI تابع قابل للشقاق gو اليكن =,

]مع ل5ستمرار على ]βα ,=J  بحيث( ) IJg )، بوضع ⊃ )tgu =
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( )( ) ( )
( )

( )

( )duufdttgtgf

g

g

∫∫ =′
β

α

β

α

o و اذا كانg  اميومورفيزم قابل ل5شتقاق مع

)فان IنحوJا�ستمرار (متزايد تماما) من )( ) ( ) ( )duufdttgtgf

b

a

∫∫ =′
β

α

o.  

تابع مستمر على المجال غير fم5ت المعممة، ليكنيمكن تطبيق ھذه النتيجة على التكا 

]المتراص [baI اميومورفيزم قابل ل5شتقاق مع ا�ستمرار  g) وb=∞+(يمكن′=,

](نفرض انه متزايد تماما) من [βα ,=′JنحوI′ فانه من اجل كل متراص[ ] Jt ′⊂,αو

[ ] Ixa )حيث ,⊃′ )tgx )لدينا = ) ( )( ) ( )
( )

∫∫
−

′=
xgx

a

dttgtgfduuf

1

α

oكذلك لما ،

bx )فان→ ) β→−
xg

1
  

لقيمة و العكس مطلقا فا*خر كذلك ونحو نفس ا ااو متقارب اايضا اذا كان احد التكاملين متقارب
  صحيح

∫):  ادرس تقارب التكامل 1.5.2مثال(
1

0

1
cos dx

x
    

txالحل: نضع [و بما ان =1 ]1,0∈xفإن[ [+∞∈ ,1t و بالتالي

∫∫
+∞

=
1

2

1

0

cos1
cos dt

t

t
dx

x
22كذلك لدينا 

1cos

tt

t
∫و بالتالي التكامل ≥

+∞

1

2

cos
dt

t

t
 

∫متقارب مطلقا ومنه التكامل
1

0

1
cos dx

x
  .متقارب مطلقا فھو متقارب

  :المكاملة بالتجزئة -2-5-2

gfليكن  تابعين من الصنف,
1

C على المجال غير المتراص[ [baI ) b=∞+(يمكن=,

]نون المكاملة بالتجزئة على كلنطبق قا ]xaI أي ⊂,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ′−−=′
x

a

x

a

dttgtfagafxgxfdttgtf  

bxحدھما نھاية عندما *كل طرف من ھذه المساواة يمثل تابع اذا كان  يكون لTخر نفس →

bxحدھما نھاية عندما اذا لم تكن * أمامتقارب   المعطى النھاية و التكامل  فا*خر كذلك →

  و التكامل متباعد. ليست له نھاية
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∫):  ادرس تقارب التكامل 2.5.2مثال(
+∞

1

2
dx

x

Actgx
  

باستعمال المكاملة بالتجزئة نحصل على

( )

.2ln
2

1

41
ln

4

1

1

2

1

2

11

2

+=
+

+=

+
+−=

∞+

+∞+∞+∞

∫∫

ππ

x

x

xx

dx

x

Actgx
dx

x

Actgx

  

  التكامل المعمم المتعلق بوسيط -2-6

]يعطى المجال   [ba, )bمنتھي أو غير منتھي) و المجال( )ℜ⊂II محدود أو غير محدود

]و الدالة [ CIbaf ] على المستمرة :,×→ [ Iba ثابتة من x، نفرض من أجل كل,×

Iالتطبيق( )xtft ]ارب على المجاليقبل تكامل معمم متق→, [ba,  وھو

( ) ( )∫=
b

a

dtxtfxF   .fله كل خواص التابعF، التابع,

  ا�ستمرار:-2-6-1

]دالة مستمرة علىf): لتكن1.6.2نظرية( [ Iba والتي لھا  g. نفرض وجود دالة موجبة,×

]تكامل معمم متقارب على [ba,  بحيث[ [ ( ) ( )tgxtfIxbat ≤∈∀∈∀ فإن الدالة,,;,

F:و المعرفة بـ
 

( ) ( )dtxtfxF

b

a

∫=   .Iمستمرة على المجال,

متقارب وحسب معيار كوشي   gالبرھان: بما أن التكامل المعمم للدالة
 

  

   [ [bab ,,0 ∈′∃>∀εبحيثIy )لدينا ∀∋ ) ( ) ε<≤∫ ∫
′ ′

dttgdtxtf

b

b

b

b

,  

Ixلتكن  IJ، و اليكن 0∋ Jxمتراص بحيث⊃ من المتباينة السابقة نستنتج أنه 0∋
  

( ) ( ) ( ) ( ) ε2,,, 00 +−≤−∈∀ ∫
′

dtxtfxtfxFxFJx

b

a

  

]مستمرة على المتراص fو بما أن الدالة  ] Jba و بالتالي ,′×

( ) ( ) ( )abxtfxtfxx −′≤−⇒<−>∃ εηη 00 ,,;0  

)نستنتج أنه و منه  ) ( ) εηηε 3;0,0 00 ≤−⇒<−>∃>∀ xFxFxx   

  .0xمستمرة عند  Fأي أن الدالة
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مستمرة على fمتراص و كانت Iشروط النظرية السابقة إذا كان): أضافة الى 1.6.2(نتيجة

]المتراص ] Iba   .Iمستمرة على المتراصFفإن الدالة ,×

  :ا�شتقاق تحت التكامل -2-6-2

]دالة مستمرة على الشريطf): لتكن 2.6.2نظرية( [ Iba   نفرض أنه ,×

]مستمر علىxتقبل مشتقة جزئية أولى بالنسبة للمتغير fالدالة )1 [ Iba ×, 

]توجد دالة )2 [ +ℜ→bag ]تكاملھا المعمم على :, [ba,  متقارب  و 

  [ [ ( ) ( )tg
x

xtf
Ixbat ≤

∂

∂
∈∀∈∀

,
;,,  

)الدالة Iمن  xمن أجل كل  )3 )xtft ]تقبل تكامل معمم متقارب على →, [ba,  

ا يعبر عنه بـ:و مشتقھ Iقابلة ل5شتقاق مع ا�ستمرار على Fفإن الدالة     
 

  

               ( ) ( )
∫ ∂

∂
=′

b

a

dt
x

xtf
xF

,
   

IJ  و اليكن Iمن  نقطة0xالبرھان: لتكن  ] بحيث⊃ ] 0,, 00 >+−= ααα xxJ  

]حسب نظرية التزايدات المنتھية من أجل كل  [bat >>αو ∋, h0  توجد  

( ) [ ]1,0, ∈htθ بحيث  
( ) ( ) ( )( )hhtxt

x

f

h

xtfhxtf
,,

,,
0 θ+

∂

∂
=

−+
     

[  من جھة أخرى [bab ,,0 ∈′∃>∀ε بحيث  ( )∫
′

≤
b

b

dttg ε   و منه نستنتج أن  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )dtxt
x

f
hhtxt

x

f
xt

x

f

h

xFhxF
b

a

b

a

∫∫
′

∂

∂
−+

∂

∂
+≤

∂

∂
−

−+
000

00 ,,,2, θε

]مستمرة علىfو بما أن المشتق الجزئي للدالة [ Iba فھو مستمر بانتظام على المتراص ,×

[ ] Jba )بحيثη<0و بالتالي يوجد ,′× ) [ ] Jbaxt ×′∈∀ ,,  

     ( )( ) ( )
ab

xt
x

f
hhtxt

x

f
h

−′
≤

∂

∂
−+

∂

∂
⇒<

ε
θη ,,,      

    و منه
( ) ( ) ( ) ε3, ≤

∂

∂
−

−+
∫
b

a

xt
x

f

h

xFhxF
قابلة ل5شتقاق  F أي أن الدالة 

    ومشتقھا يمكن الحصول علية با�شتقاق داخل رمز المكاملة.
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) ) دراسة الدالة1أمثلة:  ) ( )1

1

0

1 ≥= ∫
−−

xdtetxF
tx

   

�حظ أن الدالة    ( ) tx etxtf −−→ ]معرفة و مستمرة على :,1 ] [ [+∞× ,11,0       

]و مستمرة على معرفة  Fإذن الدالة  [+∞,1.   

)   دراسة الدالة)  2 ) ( )dtxtxF ∫
−

+−=
π

π

2
cos21ln   

) الدالة  ) ( )2cos21ln,: xtxxtf ]معرفة و مستمرة على →−+ ] ] [1,1, −×− ππ  

[مستمرة على  Fإذن الدالة  [ علىf، كذلك الجزئية للدالة −1,1] [ ] [1,1, −×− ππ  

 ( )
2

2

cos21

cos
2cos21ln

xtx

tx
xtx

x +−

−
=+−

∂

∂
  

)قابلة ل5شتقاق وFالدالة  ومنه ) dt
xtx

tx
xF ∫

− +−

−
=′

π

π
2cos21

cos
2  

  :ا� كثر استعما� اولر دوال -2-6-3

 و المعرفة كما يلي: ةالدالة قام )1
( ) ∫

+∞
−−=Γ

0

1
dtetx

tx

  

  الخواص التالية: لھا

• ( ) ∫
+∞

−−=Γ′
0

1
logtdtetx

tx

 

• ( ) ( )xxxx Γ=+Γ>∀ 1,0 

• ( ) !1,0 nnn =+Γ>∀ 

 الدالة بيتا و المعرفة بـ: )2
( ) ( )∫

+∞
−− −=

0

11 1, dtttyx
yxβ

 

  الخواص التالية: لھا

• ( ) ( )xyyx ,, ββ = 

• ( ) ( ) ( )
( )yx

yx
yx

+Γ

ΓΓ
=,β 

• ( ) ( ) ∫
+∞

− ==Γ⇒=
0

2

2121,21 ππβ dte
t

.  


