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I.  العلاقات الثنائية(Relations binaires) 
 :عموميات

𝐸  و𝐹  تختلفان عن مجموعتان∅ .  

I.  : مجموعة بدئها علاقة ثنائية نسمي   تعريف𝐸  و مجموعة وصولها𝐹   كل  جملة مفتوحة

ℛ(𝑥, 𝑦)   معرفة على الجداء الديكارتي𝐸 × 𝐹 . 

ℛ(𝑥, 𝑦)   قرأ  الثنائية : ت(𝑥, 𝑦)   تحقق العلاقة𝑅  ونكتبها أحيانا   𝑥ℛ𝑦. 

𝐸:  مثال = {−2,−1,0,1,2,3}   𝐹 = {−8,−4,−7, بين   ℛولتكن العلاقة الثنائية    {1,13

𝐸   و𝐹  :المعرفة بما يليℛ(𝑥, 𝑦) ⇔ 𝑦 = 𝑥2 − 8 . 

, (4−,2)  نلاحظ أن الثنائيات  (−1,−7)  , (0,  لأن   ℛ قة جميعها تحقق العلا (8−

 −8 = (0)2 − 7− و  8 = (−1)2 − 4− و  8 = (2)2 − 8. 

,  (3,13)وأن   (1, 4−        أي لأن ℛلا تحقق  (4− ≠ (1)2 − 13 و   8 ≠ (3)2 −

 خاطئة. ℛ(1,−4) ℛ(3,13)القضايا أي أن  8

II.  علاقةالبيان  ℛ هو مجموعة الثنائيات  التي تحققها أي : 

 Γ
ℛ
= {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐹;    ℛ(𝑥, 𝑦)} . 

هو بيان العلاقة المعرفة في المثال السابق   : مثال

Γ
ℛ
= {(−2,−4), (−1,−7), (0,−8), (1,−7), (2,−4)} . 

,𝑥)تمثل كل ثنائية المخطط السهمي لعلاقة  :  𝑦)  تحقق العلاقةℛ  بسهم ينطلق من𝑥  ليستقر في𝑦. 

 العلاقة في المثال السابق مخططها السهمي هو 

III. ة للعلاقة العلاقة العكسيℛ  : 

 𝐹التي  مجموعة بدئها   ℛ−1هي العلاقة  الثنائية  

 والمعرفة كما يلي : 𝐸  و مجموعة وصولها

∀(x, y) ∈ E × F;  ℛ(x, y) ⇔ ℛ−1(x, y)   

 هو ℛ−1بيان إن حسب هذا التعريف ف 

Γ
ℛ−1

= {(𝑦, 𝑥) ∈ 𝐹 × 𝐸;    ℛ(𝑥, 𝑦)} 

 

 

(𝑥, 𝑦) ∉ Γ
ℛ
⇔ ℛ(𝑥, 𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

تتحدد علاقة ثنائية بإعطاء مجموعتي 

,ℛ(𝑥بدئها ووصولها والجملة  𝑦)   

(𝑥, 𝑦) ∈ Γ
ℛ
⇔ (𝑦, 𝑥) ∈ Γ

ℛ−1
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مثال السابق هو في ال ℛ: بيان العلاقة العكسية لــ  مثال

Γ
ℛ−1

= {(−4,−2), (−7,−1), (−8,0), (−7,1), (−4,2)}. 

II. التطبيقات   (Applications) 
  𝐸من  𝑥عنصر بكل  كل علاقة  ترفق 𝐹في المجموعة  𝐸للمجموعة   𝑓نسمي تطبيقا  تعريف : .1

 . ونكتب اختصارا:     𝐹من  𝑦عنصرا وحيدا 

𝑓: 𝐸 → 𝐹 

                 𝑥 ↦ 𝑦 = 𝑓(𝑥)  

𝐸   و𝐹  . مجموعتا البدء والوصول بهذا الترتيب :𝑦  هي صورة𝑥  بالتطبيق𝑓   و𝑥  هي سابقة𝑦. 

  أمثلة .2

 ليس له صورة. 3لأن  العنصر  𝐹في   𝐸ليست تطبيقا لـ  ℛ(في المثال المذكور أعلاه العلاقة 1

2  )𝑓 : ℝ → ℝ   حيث 𝑓(𝑥) = 3𝑥 +  𝑥دد حقيقي في نفسها لأن لكل ع ℝهو تطبيق لـ  2

𝑦 صورة وحيدة  = 3𝑥 + 2 ∈ ℝ  نثبت وحدانية الصورة . ليكن𝑥, 𝑥′  عددان حقيقيان 

 𝑥 = 𝑥′ ⇒ 3𝑥 = 3𝑥′                                

⇒ 3𝑥 + 2 = 3𝑥′ + 2 

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥′)       

3 )𝑔 :ℝ → ℝ   حيث 𝑔(𝑥) = √𝑥2  − 𝑥 − 𝑥ليس تطبيقا لأن الأعداد الحقيقية  2 ∈

]−1;  .𝑔ليس لها صور بالعلاقة  ]2

𝐸من المجموعة   ℛ( العلاقة الثنائية 4 =  المعرفة كما يلي : ℝنحو المجموعة    [2,2−]

ℛ(𝑥, 𝑦) ⇔ 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑥ليست تطبيقا لأن  لكل   4 ∈ هما  ℝصورتان في  [2,2−]

𝑦 = ±√4 − 𝑥2  . 

5     )ℎ : ℕ2 → ℕ حيث       ℎ[(𝑛,𝑚)] =
𝑛+𝑚

2
ليس لها صورة حيث  (3,8)س تطبيق لأن لي

 أن   
3+8

2
=
11

2
∉ ℕ. 

6 )𝐼𝑑𝐸  : 𝐸 → 𝐸    حيث    𝐼𝑑𝐸(𝑥) = 𝑥 هو تطبيق للمجموعة𝐸  التطبيق في نفسها يسمى

 (.Application identique sur E)  المطابق

 أنواع التطبيقات .3

:𝑓ليكن  𝐸 → 𝐹 . تطبيق 

كل  في المخطط السهمي لتطبيق

عنصر من مجموعة البدء ينطلق 

 منه سهم وحيد فقط



a) التطبيق المتباين(Application injective) :   نقول أن𝑓  :متباين ) أو فقط تباين( اذا حقق 

∀(𝑥, 𝑥′) ∈ 𝐸2; 𝑥 ≠ 𝑥′ ⇒ 𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑥′) 

 (للاستلزامأو بصيغة أخرى ) نأخذ العكس النقيض  

∀(𝑥, 𝑥′) ∈ 𝐸2; 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥′) ⇒ 𝑥 = 𝑥′ 

,𝑥)متباين لأن : من أجل  𝑓( السابق التطبيق 1: في المثال  1مثال 𝑥′) ∈ ℝ × ℝ 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥′) ⇒ 3𝑥 + 2 = 3𝑥′ + 2             

⇒ 3x = 3x′  

⇒ x = x′ .     

𝑔 :ℝ التطبيق  :2مثال  → ℝ  حيث      𝑔(𝑥) = 3𝑥2 − 2𝑥 : ليس متباينا لأن 

𝑔(1) = 𝑔 (
−1

3
) = عددان حقيقيان مختلفان و  لهما نفس الصورة بصيغة أي أنه يوجد على الأقل  1

,𝑥)∃    أخرى 𝑥′) ∈ ℝ2; 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥′) ∧ 𝑥 ≠ 𝑥′ .  

 

 

 

 

 

 

 

b) التطبيق الغامر:(Application surjective)    نقول أن𝑓 ( اذا حققغمر) أو فقط  غامر : 

∀𝑦 ∈ 𝐹, ∃𝑥 ∈ 𝐸;   𝑓(𝑥) = 𝑦 

𝑓(𝑥)  أي أن  المعادلة  = 𝑦 تقبل على الأقل حلا𝑥 ∈ 𝐸  من أجل كل𝑦 ∈ 𝐹. 

𝑔 :ℝ التطبيق : (1مثال  → ℝ    حيث𝑔(𝑥) = 3𝑥2 − 2𝑥     نلاحظ أنه يمكن أن نكتب 

∀𝑥 ∈ ℝ;   𝑔(𝑥) = 3 (𝑥 −
1

3
)
2

−
1

3
≥ −

1

3
 

𝑦وبالتالي من أجل   = 𝑔(𝑥)المعادلة  1− = ليس له سابقة  1−أي أن  ℝليس لها حل في  1−

−ليس غامرا ) هنا كل الأعداد الأقل من  𝑔بالتطبيق  وعليه فإن 
1

3
 وابق(.تماما ليس لها س 

 غير تطبيق 𝑓 لإثبات أن

متباين يكفي إيجاد مثال 

مضاد يتمثل في عنصرين 

لهما نفس   𝐸مختلفين من 

 الصورة 
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متباين  f 
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نايليس متبا  f 



: ℎ (2مثال  ℝ → [−
1

3
; ℎ(𝑥)حيث    ]∞+ = 3𝑥2 − 2𝑥     هو تطبيق غامر لأنه من أجل

𝑦 ∈ [−
1

3
;  كيفي  ]∞+

ℎ(𝑥) = 𝑦 ⇒ 3𝑥2 − 2𝑥 = 𝑦 ⇒ 3𝑥2 − 2𝑥 − 𝑦 = 0 

=∆ وهي معادلة من الدرجة الثانية مميزها 4(1 + 3𝑦) ≥ 𝑦لأن   0 ≥ −
1

3
ومن للمعادلة السابقة  

𝑥   يين هما :حلين متمايزين أو متساو =
1−√1+3𝑦

3
′𝑥  و   =

1+√1+3𝑦

3
. أي أن لكل عنصر من 

 مجموعة الوصول سابقة أو أكثر. 

                                  

 

 

 

 

 

 

c) التطبيق التقابلي:(Application bijective)  اذا كان التطبيق𝑓  متباينا وغامرا في نفس

 قط تقابل(.) أو فالوقت نسميه تطبيقا تقابليا

𝑓(𝑥)وفي هذه الحالة فإن المعادلة  = 𝑦  تقبل حلا وحيدا𝑥 ∈ 𝐸  من أجل كل𝑦 ∈ 𝐹. 

:𝑓 : التطبيقمثال ]0;+∞[ → ℝ     حيث 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥     هو تطبيق تقابلي لأنه من أجل

𝑥, 𝑥′ ∈ ]0;+∞[    

 𝑙𝑛𝑥 = 𝑙𝑛𝑥′ ⇒ x = x′   ومنه𝑓  متباين . ومن أجل كل𝑦 ∈ ℝ 

 𝑙𝑛𝑥 = 𝑦 ⇒ 𝑥 = exp (y)  وبالتالي𝑓 .غامر 

  (Application reciproque)التطبيق العكسي لتطبي تقابل

:𝑓اذا كان  𝐸 → 𝐹   تطبيقا تقابليا  فإنه يقبل تطبيق عكسيا نرمز له بـ𝑓−1 

 معرف كما يلي  :

𝑓−1: 𝐹 → 𝐸 

𝑦 ↦ 𝑓−1(𝑦) = 𝑥 = 𝑓 بالتطبيق  𝑦  سابقة  

 هو التطبيق 𝑙𝑛 العكسي للتطبيقفي المثال السابق التطبيق  مثال:

+ 

+ 

+ 

+ 

* 

* 
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غامر  f 

+ 

+ 

+ 

+ 

* 

* 

* 

* 

* 

F E 

 

اليس غامر  f 

+ 

+ 

+ 

+ 

* 

* 

* 

* 

 

F E 

 

تقابلي  f 



  𝑙𝑛−1 = 𝑒𝑥𝑝:ℝ → 𝑒𝑥𝑝(𝑦)       حيث    ]∞+;0[ = 𝑥 ⇔ 𝑦 = 𝑙𝑛𝑥 

 . 

 

 

 

 :تركيب  التطبيقات .4

:𝑓مركب التطبيقين  𝐸 → 𝐹  و 𝑔: 𝐹 → 𝐺  بهذا الترتيب هو التطبيق الذي نرمز له بـ  𝑔 ∘ 𝑓 

𝑔    :والمعرف بما يلي ∘ 𝑓: 𝐸 → 𝐺   حيث𝑔 ∘ 𝑓(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)]. 

𝐸 → 𝐹 → 𝐺 

𝑥 ⟼ 𝑓(𝑥) ⟼ 𝑔[𝑓(𝑥)] 

 

 

𝑔بصفة عامة     ملاحظة :  ∘ 𝑓 ≠ 𝑓 ∘ 𝑔. 

:𝑓:  مركب تطبيق تقابلي وتطبيقه العكسي 𝐸 → 𝐹   تطبيق تقابلي  تطبيقه العكسي𝑓−1: 𝐹 → 𝐸. 

𝑓 :ومنه  ∘ 𝑓−1: 𝐹 ⟶ 𝐹   : بحيث 𝑓 ∘ 𝑓−1(𝑦) = 𝑓[𝑓−1(𝑦)] = 𝑓(𝑥) = 𝑦 

𝑓−1 :و   ∘ 𝑓: 𝐸 ⟶ 𝐸  بحيث  : 𝑓−1 ∘ 𝑓(𝑥) = 𝑓−1[𝑓(𝑥)] = 𝑓−1[𝑦] = 𝑥 

 .  أي أن مركب تطبيق مع تطبيقه العكسي  هو التطبيق المطابقنتيجة: 

 𝑓 ∘ 𝑓−1 = 𝐼𝑑𝐹 𝑓−1و          ∘ 𝑓 = 𝐼𝑑𝐸 

𝑓:ℝ  التطبيق يعطى :تمرين محلول − {4} → ℝ − 𝑓(𝑥)حيث   {3} =
3𝑥−2

𝑥−4
بيق تط 𝑓 بين أن  

𝑓 ثم حدد التطبيقات :    𝑓−1تقابلي وعين تطبيقه العكسي  ∘ 𝑓−1  و𝑓−1 ∘ 𝑓. 

,𝑥 متباين . ليكن 𝑓 نثبت أن: لحلا 𝑥′  4عددان حقيقيا ن يختلفان عن  

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥′) ⟹
3𝑥 − 2

𝑥 − 4
=
3𝑥′ − 2

𝑥′ − 4
 

 ⟹ (3𝑥 − 2)(𝑥′ − 4) = (𝑥 − 4)(3𝑥′ − 2) 

  ⟹ 3𝑥𝑥′ − 12𝑥 − 2𝑥′ + 8 = 3𝑥𝑥′ − 2𝑥 − 12𝑥′ + 8 

 ⟹−10𝑥 = −10𝑥′⟹ 𝑥 = 𝑥′ 

بالتطبيق   𝑦صورة  𝑓−1(𝑦)لحساب 

𝑓(𝑥)العكسي  نحل المعادلة    = 𝑦  ذات

 .𝑥بدلالة  𝑦أي نحسب  𝑥المجهول 

𝑓(𝑥) = 𝑦 ⇔ 𝑓−1(𝑦) = 𝑥 

 

 

 

غير  عملية تركيب تطبيقين

ذا كانت مجموعة الا ا ةممكن

 تساويوصول الأول 

 مجموعة بدء الثاني



𝑦ليكن   .متباين 𝑓ومنه  ≠ 𝑓(𝑥)لنحل المعادلة   3 = 𝑦  باعتبار𝑥  هو المجهول 

𝑓(𝑥) = 𝑦 ⟹
3𝑥 − 2

𝑥 − 4
= 𝑦                                

⟹ 3𝑥 − 2 = 𝑦(𝑥 − 4) 

⟹ 3𝑥 − 2 = 𝑦𝑥 − 4𝑦 

⟹ 3𝑥 − 𝑦𝑥 = 2 − 4𝑦 

⟹ 𝑥(3 − 𝑦) = 2 − 4 

               ⟹ 𝑥 =
2 − 4𝑦

3 − 𝑦
    (𝑦 ≠   لأن (3

 وبما أنه متباين كذلك فهو تقابلي  و تطبيه العكسي  هو   غامر 𝑓وبالتالي فإن 

𝑓−1: ℝ − {3} ⟶ ℝ− 𝑓−1(𝑦)حيث   {4} =
2−4𝑦

3−𝑦
  

𝑦 من أجل كل ≠  نجد  3

𝑓 ∘ 𝑓−1(𝑦) =
3𝑓−1(𝑦)−2

𝑓−1(𝑦)−4
=
3(
2−4𝑦

3−𝑦
)−2

(
2−4𝑦

3−𝑦
)−4

=
3(2−4𝑦)−2(3−𝑦)

(2−4𝑦)−4(3−𝑦)
=
−10𝑦

−10
= 𝑦  

𝑓ومنه  ∘ 𝑓−1 = 𝐼𝑑ℝ−{3}   ومن أجل كل𝑥 ≠  نجد 4

𝑓−1 ∘ 𝑓(𝑥) =
2 − 4𝑓(𝑥)

3 − 𝑓(𝑥)
=
2 − 4(

3𝑥 − 2
𝑥 − 4 )

3 − (
3𝑥 − 2
𝑥 − 4 )

=
2(𝑥 − 4) − 4(3𝑥 − 2)

3(𝑥 − 4) − (3𝑥 − 2)
 

=
−10𝑥

−10
= 𝑥 

𝑓−1ومنه  ∘ 𝑓 = 𝐼𝑑ℝ−{4}  . 

:𝑓يتساوى  التطبيقان تساوي تطبيقين:  .5 𝐸 → 𝐹     و 𝑔:𝐻 → 𝐺 :اذا تحقق ما يلي 

a) 𝐸 = 𝐻   و𝐹 = 𝐺. 

b) ∀𝑥 ∈ 𝐸;   𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥). 

𝑓−1التمرين السابق  في ∘ 𝑓 ≠ 𝑓 ∘ 𝑓−1 .لأن اشرط الأول غير محقق 

:𝑓التطبيق   : ليكن  اقتصار تطبيق على مجموعة 𝐸 → 𝐹   و 𝐷  مجموعة جزئية  من𝐸  بحيث

𝐷 ≠ 𝐸. 

في عبارة التطبيق  يمكن 

استبدال رمز المتغير  بأي 

رمز آخر وعادة ما نستخدم 

𝑥   كرمز للمتغير المستقل

 للمتغير التابع 𝑦 كرمز و



:𝑔:  التطبيق  تعريف 𝐷 → 𝐹      الذي يحقق ∀𝑥 ∈ 𝐷;  𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)  يسمى  اقتصار

نرمز له بـ  و 𝐷على المجموعة  𝑓التطبيق 
𝑓
𝐷⁄. 

𝐸تماما أي أن  𝐸مجموعة تحوي  𝑆واذا كانت  ⊂ 𝑆  بحث𝐸 ≠ 𝑆 فإن التطبيق .𝑔: 𝑆 → 𝐹   

𝑥∀الذي يحقق  ∈ 𝐸;  𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)   يسمى  امتداد التطبيق𝑓  إلى𝑆. 

𝑓:ℝالتطبيق  :ليكن مثال  → ℝ     حيث 𝑓(𝑥) = |𝑥 − 3| + |𝑥 + 1| − 2. 

:𝑔1التطبيقات بدون استعمال رمز القيمة المطلقة نستنتج أن    𝑓(𝑥)بكتابة  ]−∞;−1[  → ℝ     

𝑔1(𝑥)حيث  =  −2𝑥 − 4 , 𝑔2: [−1; 3]  → ℝ    حيث  𝑔2(𝑥) = و   2 

𝑔3: ]3;+∞[  → ℝ    حيث 𝑔3(𝑥) =  2𝑥 − على المجالات  𝑓هي اقتصارات  للتطبيق   4

]−∞;−1[ ,[−1;  بهذا الترتيب و نكتب اختصارا : ]∞+;3[و  [3

𝑔1 =
𝑓
]−∞;−1[⁄  ,𝑔2 =

𝑓
[−1; 3]⁄   𝑔3 =

𝑓
]3;+∞[ ⁄ . 

 :تطبيقلمجموعة بواسطة الصرة العكسية  الصورة المباشرة  .6

:𝑓ليكن   𝐸 → 𝐹   و 𝐴  مجموعة جزئية  من𝐸   و𝐵  مجموعة جزئية من𝐹. 

 مجموعة صور عناصر   𝐴  بالتطبيق𝑓  الصورة المباشرة للمجموعة تسمى𝐴  بالتطبيق

𝑓  ورمزها𝑓(𝐴)  ونكتب اختصارا 

𝑓(𝐴) = {𝑓(𝑥) ∈ 𝐹;   𝑥 ∈ 𝐴} 

  مجموعة سوابق عناصر𝐵  بالتطبيق𝑓  للمجموعة  عكسيةالالصورة تسمى𝐵  بالتطبيق

𝑓  ورمزها𝑓−1(𝐵)  ونكتب اختصارا 

𝑓−1(𝐵) = {𝑥 ∈ 𝐸;   𝑓(𝑥) ∈ 𝐵} 

𝑓:ℝفي حالة التطبيق  :مثال → ℝ       حيث𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥  اتوالمجموع 

 𝐴 = {
𝜋𝑘

4
 ; 𝑘 ∈ ℤ}    ,  𝐵 = {0,

1

2
}   

𝑓(𝐴) = {𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑘

4
∈ ℝ;   𝑘 ∈ ℤ}               

= {𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑘

4
; 𝑘 = 0,1,2,3,4,5,6,7} 

= {0,
√2

2
, 1, −

√2

2
,−1}               

  𝑓(ℝ) = [−1; 1]. 

𝑓−1(𝐵) = {𝑥 ∈ ℝ;   𝑓(𝑥) ∈ {0,
1

2
}} = {𝑥 ∈ ℝ;  (𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0) ∨ (𝑠𝑖𝑛𝑥 =

1

2
) }

= {𝑘𝜋;  𝑘 ∈ ℤ} ∪ {
𝜋

6
+ 𝑘𝜋;  𝑘 ∈ ℤ} ∪ {

5𝜋

6
+ 𝑘𝜋;  𝑘 ∈ ℤ} 

عناصر الصورة العكسية لمجموعة 

𝐵  بالتطبيق𝑓  تمثل حلول

𝑓(𝑥)المعادلات    = 𝑏  عندما 𝑏  

 𝐵يمسح المجموعة 



III. العلاقة في مجموعة 

 .Eمجموعتي بدئها ووصولها تساويان  ℛ هي كل علاقة ثنائية E  في مجموعة العلاقة: تعريف .1

ℕرمزها  "..../...."  والمعرفة في المجموعة    العلاقة  " ...قاسم لــ...." (1: أمثلة 
∗

 كما يلي : 

𝑏 𝑎 ⟺ ∃𝑚 ∈ ℕ
∗
;  𝑎 = 𝑚. 𝑏⁄  

 13 91لأن  ⁄91 = 7 × 𝑚∀ لأن : 25ليس قاسما لـ  8لكن    13 ∈ ℕ
∗
; 25 ≠ 𝑚. 8. 

 بما يلي: ℝ..." والمعرفة في  ≥( العلاقة "...أصغر أو يساوي....''  ورمزها "..2

𝑎 ≤ 𝑏 ⟺ (𝑎 − 𝑏) ∈ ℝ
−

 

𝑛الموافقة بترديد عدد طبيعي  ( 3 >  كما يلي : ℤوالمعرفة في    ≡و رمزها  معطى 1

𝑎 ≡ 𝑏[𝑛] ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ;   𝑎 − 𝑏 = 𝑘. 𝑛  

𝑛 مثلا: نأخذ = 48. نلاحظ أن   = 7 ≡ 48لأن  [7]1− − (−1) = 49 = 7.7. 

 .E  علاقة في مجموعة  ℛخواص العلاقة في مجموعة  :  .2

a) ( :العلاقة الانعكاسيةrelation réflexive) 

𝑥∀  ققت:ـــعلاقة انعكاسية  اذا ح ℛنقول أن  ∈ 𝐸;ℛ(𝑥, 𝑥)     

b) العلاقة التناظرية: relation symétrique)) 

 علاقة تناظرية  اذا حـــققت:  ℛنقول أن 

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2;   ℛ(𝑥, 𝑦) ⟹ ℛ(𝑦, 𝑥)  

 

 

c) :العلاقة المتعدية relation transitive))  

 علاقة متعدية  اذا حـــققت: ℛنقول أن 

∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐸 × 𝐸 × 𝐸;  ℛ(𝑥, 𝑦) ∧   ℛ(𝑦, 𝑧) ⟹ ℛ(𝑥, 𝑧)  

               (d العلاقة  ضد التناظرية(:relation antysémetriqe)  

 اذا حـــققت: د تناظريةضعلاقة  ℛنقول أن              

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2;   ℛ(𝑥, 𝑦) ∧ ℛ(𝑦, 𝑥) ⟹ 𝑥 = 𝑦 

ℕ...." في قاسم لـ".... ( العلاقة 1  أمثلة
∗

  

  انعكاسية  لأن كل عدد طبيعي غير معدوم قاسم لنفسه  حيث∀𝑥 ∈ ℕ
∗
; 𝑥 = 1. 𝑥 . 

ℛ  انعكاسية تعني أن

كل عنصر يحقق 

 مع نفسه ℛالعلاقة 

ℛ  تناظرية  تعني أنه اذا حققت ثنائية

(𝑥, 𝑦)  العلاقةℛ فإن نظيرتها(𝑦, 𝑥) 

 تحققها كذلك.

ℛ  ضد تناظرية  تعني أنه لا

,𝑥)يمكن لـ 𝑦) و (𝑦, 𝑥)  أن

إلا في  ℛتحققا معا العلاقة 

𝑥حالة  = 𝑦 



  :  ليست تناظرية لأن∃(𝑥, 𝑦) ∈ ℕ
∗2

 ; (𝑦  قاسم لـ   𝑥) ∧ (𝑥ليس قاسم  لــ 𝑦) 

𝑥يكفي أن نأخذ  = 𝑦و   3 =  . 3ليس قاسما لـ 12و   12قاسم لـ  3واضح أن   12

  ضد تناظرية لأن : من أجل(𝑥, 𝑦) ثنائية كيفية منℕ
∗2

  

,ℛ(𝑥نفرض أن  𝑦) ∧ ℛ(𝑦, 𝑥)  ونبت أن𝑥 = 𝑦 

ℛ(𝑥, 𝑦) ⟹ 𝑥/y ⟹ ∃𝑚 ∈ ℕ
∗
; 𝑦 = 𝑚𝑥……….(1) 

ℛ(𝑦, 𝑥) ⟹ 𝑦/x ⟹ ∃𝑚′ ∈ ℕ
∗
; 𝑥 = 𝑚′𝑦………(2) 

𝑦𝑥( نجد  2( و )1بضرب المساوتين ) = 𝑚𝑚′𝑥𝑦  ومنه 𝑚𝑚′ = 𝑦𝑥  لأن    1 ≠ وبما أن 0

𝑚  و𝑚′ : أعداد طبيعية  فإن 𝑚 = 𝑚′ = 𝑥أي أن  1 = 𝑦. 

  متعدية لأن من أجل𝑥, 𝑦 , 𝑧   منℕ
∗

,ℛ(𝑥نفرض أن    𝑦) ∧   ℛ(𝑦, 𝑧)   ونثبت أن

ℛ(𝑥, 𝑧). 

ℛ(𝑥, 𝑦) ⟹ 𝑥/y ⟹ ∃𝑚 ∈ ℕ
∗
; 𝑦 = 𝑚𝑥 ………(3) 

ℛ(𝑦, 𝑧) ⟹ 𝑦/z ⟹ ∃𝑚′ ∈ ℕ
∗
; 𝑧 = 𝑚′𝑦 ………(4) 

𝑧( نجد : 4( في )3من)  𝑦بالتعويض عن  = 𝑚′𝑚𝑥  ومنه𝑥/𝑧  

𝑚′𝑚 ) يكفي وضع = 𝑚" ∈ ℕ
∗

.) 

يمكن إثبات أنها انعكاسية وضد تناظرية ومتعدية لكنها ليست تناظرية )  ℝفي   ≥( العلاقة   2

 ة السابقة في الاثبات(.استخدم نفس المنهجي

>( العلاقة 3 2ليست انعكاسية لأن :   ℝ  ).... أصغر تماما ...( في  " " <  قضية خاطئة. 2

2ليست تناظرية لأن   < 3 ⟹ 3 <  قضية خاطئة . لكنها متعدية لأن :  2

.𝑥 < 𝑦 ∧ 𝑦 < 𝑧 ⟹ 𝑥 < 𝑧 

𝑛( علاقة الموافقة بترديد عدد طبيعي 4 >   ℤفي   1

  : علاقة انعكاسية لأن 

∀𝑥 ∈ ℤ; 𝑥 − 𝑥 = 0 = 0. 𝑛      ومنه∀𝑥 ∈ ℤ; 𝑥 ≡ 𝑥[𝑛]     . 

  :علاقة تناظرية لأن 

∀(𝑎, 𝑏) ∈ ℤ2;  𝑎 ≡ 𝑏[𝑛] ⟹ ∃𝑘 ∈ ℤ;   𝑎 − 𝑏 = 𝑘. 𝑛 

                                                ⟹ ∃𝑘′ ∈ ℤ;   𝑏 − 𝑎 = 𝑘′. 𝑛 

                         ⟹ 𝑏 ≡ 𝑎[𝑛] 

′𝑘 حيث  = −𝑘 

 ن : من أجل علاقة متعدية لأ𝑎, 𝑏,c   3   أعداد صحيحة 

𝑎 ≡ 𝑏[𝑛] ⟹ ∃𝑘 ∈ ℤ;   𝑎 − 𝑏 = 𝑘. 𝑛………(3’)  



𝑏 ≡ 𝑐[𝑛] ⟹ ∃𝑘′ ∈ ℤ;  𝑏 − 𝑐 = 𝑘′. 𝑛………(4’) 

𝑎   نجد  ’4)و) (’3) بجمع  − 𝑐 = (𝑘 + 𝑘′). 𝑛  ومنه𝑎 ≡ 𝑐[𝑛]  لأن    .  𝑘 + 𝑘′ ∈ ℤ  

 ي علاقة " ه⊃و رمزها "  𝐸( علاقة الاحتواء في مجموعة أجزاء مجموعة كيفية  5

  لأن   انعكاسية∀𝐴 ∈ 𝑃(𝐸);   𝐴 ⊂ A. 

  ضد تناظرية  لأن ∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝑃(𝐸); (𝐴 ⊂ B) ∧ (𝐵 ⊂ A) ⟹ 𝐴 = 𝐵 .  

 )تعريف تساوي مجموعتين(

  متعدية لأن∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑃(𝐸); (𝐴 ⊂ B) ∧ (𝐵 ⊂ C) ⟹ 𝐴 ⊂ 𝐶 . 

Γ أن   بفرض  :ملاحظة
ℛ

Δ و أن  هو بيان العلاقة    = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝐸;  𝑥 = 𝑦} . 

ةانعكاسي  ⇔ ℛ علا قة  Δ ∈ Γ
ℛ

 

⇔ ℛ علا قة تناظرية  ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2;  (𝑥, 𝑦) ∈ Γ
ℛ
⟹ (𝑦, 𝑥) ∈ Γ

ℛ
  

⇔ ℛ علا قة  ضد تناظرية ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸2;   (𝑥, 𝑦) ∈ Γ
ℛ
∧ (𝑦, 𝑥) ∈ Γ

ℛ
⟹ (𝑥, 𝑦) ∈ Δ 

 𝐸علاقة في المجموعة   ℛ: علاقة التكافؤ .3

a)  :نقول أن تعريفℛ   متعدية. و تناظرية وعلاقة تكافؤ اذا كانت : انعكاسية 

 أمثلة: 

  علاقة الموافقة بترديد العدد الطبيعي𝑛 = . )أنظر ℤهي علاقة تكافؤ  في المجموعة  3

 الأمثلة السابقة(. 

 "...في مجموعة مستقيمات المستوي هي علاقة تكافؤ    ∥ورمزه    العلاقة  "...يوازي

 .)يمكن ملاحظة  الخواص الثلاثة بسهولة(

 ات المنتهية  العلاقة المعرفة بـ في مجموعة المجموع 

ℛ(𝐴, 𝐵) ⟺ 𝑐𝑎𝑟𝑑𝐴 = 𝐶𝑎𝑟𝑑𝐵 

𝑐𝑎𝑟𝑑𝐴 . )⋕رمزها هي علاقة تكافؤ   = 𝐴 عدد  عناصرالمجموعة .) 

b) صنف تكافؤ عنصر :ℛ   علاقة تكافؤ في المجموعة𝐸   ليكن , a ∈ E. 

   𝑎̇  ورمزه  aمع  ℛالتي تحقق العلاقة  𝐸هو مجموعة العناصر من  aصنف تكافؤ العنصر 

 ونكتب اختصارا:

𝑎̇ = {𝑥 ∈ 𝐸;  ℛ(𝑥, 𝑎) } 

𝑛علاقة الموافقة بترديد   -1مثال:  =  .) هي علاقة تكافؤ كما رأينا(  ℤفي  3

𝑎̇ = {𝑥 ∈ ℤ;   𝑥 ≡ 𝑎[3] } = { 𝑥 − 𝑎 = 3𝑘;  𝑘 ∈ ℤ }

= { 𝑥 = 𝑎 + 3𝑘;  𝑘 ∈ ℤ } 



0̇ هو : 0العدد  تكافؤ صنف = { 𝑥 = 3𝑘;  𝑘 ∈ ℤ } = {…… ,−6,−3,0,3,6,9, … } 

1̇ هو :1صنف تكافؤ العدد    = { 𝑥 = 1 + 3𝑘;  𝑘 ∈ ℤ } = {…… ,−5,−2, 1,4, 7,10,… } 

2̇هو: 2صنف تكافؤ العدد  = { 𝑥 = 2 + 3𝑘;  𝑘 ∈ ℤ } = {…… ,−4,−1,2, 5,8,11,… } 

0̇نلاحظ أن صنف تكافؤ كل عدد صحيح هو أحد الأصناف الثلاثة السابقة مثلا :  = 3̇ = 6̇ = −3̇ 

1̇وان   = 4̇ = 7̇.  

 خواص: 

1) 𝑎̇ ≠ ,ℛ(𝑎     وبالتالي فإن انعكاسية  ℛ) لأن  ∅ 𝑎) أي أن𝑎 ∈  𝑎̇.) 

2)  ℛ(𝑎, 𝑏) ⟺ 𝑎̇ = 𝑏̇ 

3) ∀(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐸2; (𝑎̇ = 𝑏̇) ∨ (𝑎̇ ∩ 𝑏̇ = ∅)   

,ℛ(𝑎نفرض  أن : ⇒ ( 2 الاثبات: 𝑏)    ونثبت أن𝑎̇ = 𝑏̇ . 

𝑥 ∈  𝑎̇ ⟹ ℛ(𝑥, 𝑎)  )حسب تعريف صنف تكافؤ عنصر( 

 ⟹ℛ(𝑥, 𝑏)        فرضية  )حسب الℛ(𝑎, 𝑏)   )وخاصية العلاقة المتعدية 

 ⟹ 𝑥 ∈ 𝑏̇             )حسب تعريف صنف تكافؤ عنصر( 

𝑎̇        ومنه   ⊂  𝑏̇ . 

𝑏̇ نستخدم نفس المنهجية لإثبات أن   ⟸ ⊂ 𝑎̇ .مع استخدام  خاصيتي العلاقة التناظرية والمتعدية 

𝑎̇ومنه  = 𝑏̇. 

𝑎̇)نفرض أن   (3 ≠ 𝑏̇) ∧ (𝑎̇ ∩ 𝑏̇ ≠ 𝑥أي أنه يوجد على الأقل   (∅ ∈ 𝑎̇ ∩ 𝑏̇ 

𝑥 ∈ 𝑎̇ ∩ 𝑏̇ ⟺ (𝑥 ∈ 𝑎̇) ∧ (𝑥 ∈ 𝑏̇) 

⟺ ℛ(𝑎, 𝑥) ∧ ℛ(𝑥, 𝑏) 

⟹ ℛ(𝑎, 𝑏) ⟹ 𝑎̇ = 𝑏̇ 

𝑎̇وهذا تناقض مع    ≠ 𝑏̇  3ومنه صحة.) 

c)  هي مجموعة  كل أصناف التكافؤ وفق علاقة التكافؤ لعلاقة التكافؤ: مجموعة حاصل القسمةℛ 

𝐸. ورمزها   𝐸في 
ℛ
𝐸اونكتب اختصار    ⁄

ℛ
⁄ = {𝑎̇;   𝑎 ∈ 𝐸} . 



 هي   3: مجموعة حاصل القسمة  لعلاقة الموافقة بترديد مثال
ℤ
ℛ
⁄ = { 0̇, 1̇, ورمزها  { 2̇

ℤ

3.ℤ
أو  

ℤ

[3]
. 

𝐸: مجموعة حاصل القسمة نتيجة 
ℛ
  𝐸تشكل تجزئة لـلمجموعة    ⁄

غير خال وان كل صنفين مختلفين منفصلان. بقي  (  فإن كل صنف تكافؤ3( و1خواص اللأنه و  حسب 

⋃ اثبات أن   𝑎̇𝑎∈𝐸 = 𝐸 . 

⋃لدينا  𝑎̇𝑎∈𝐸 ⊂ 𝐸 : لأن ∀𝑎 ∈ 𝐸;  𝑎̇ ⊂ 𝐸 من جهة أخرى . 

𝑥 ∈ 𝐸 ⟹ 𝑥 ∈ 𝑥 ̇ ⟹ 𝑥 ∈⋃𝑎̇

𝑎∈𝐸

 

𝐸اذا   ⊂ ⋃ 𝑎̇𝑎∈𝐸  ومنه⋃ 𝑎̇𝑎∈𝐸 = 𝐸. 

 :علاقة الترتيب .4

 .متعدية وضد تناظرية و:انعكاسية  اذا كانت 𝐸في المجموعة  ترتيب علاقة  ℛ  أننقول :  تعريف

ℕ( "...قاسم لـ..."  هي علاقة ترتيب في 1أمثلة : 
∗

 . 

 .𝑃(𝐸)..."  هي علاقة ترتيب في  ⊃( "...2         

 .ℝ..." هي علاقة ترتيب في  ≥"... (3        

 .𝐸المجموعة  في علاقة ترتيب  ℛ:  لتكن الترتيب الكلي والترتيب الجزئي

,𝑥)∀اذا كان 𝑦) ∈ 𝐸2;  ℛ(𝑥, 𝑦) ∨ ℛ(𝑥, 𝑦)     نقول أنℛ علاقة ترتيب كلي  

 جزئي.علاقة ترتيب  ℛأن واذا لم يكن كذلك نقول 

{1,2,5}. هي علاقة ترتيب جزئي لأن: 𝑃(𝐸)..."  في  ⊃ة  "...العلاق مثال : ⊄ {2,3}⏟          

ℛ(𝑥,𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 و   

{2,3} ⊄ {1,2,5} ⏟          

ℛ(𝑥,𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

.  

 هي علاقة ترتيب كلي لأننا نستطيع مقارنة أي عددين حقيقين بواسطتها. ℝ..." في  ≥"... العلاقة 

 

ℛ(𝑥, 𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∧ ℛ(𝑥, 𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

اذا ون الترتيب جزئيا كي

, 𝑥وجد عنصران  𝑦  منE 

 بحيث: 


