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Introduction

Le calcul différentiel apparait naturellement dans la formulation mathématique de
nombreuses théories physiques, dans les domaines les plus divers comme : mécanique,
électromagnétisme, thermodynamique, optique .... Ce cours présente le calcul différentiel
dans un espace vectoriel normé qui généralise de facon assez naturelle le calcul différentiel
dans un espace de dimension finie, et il occupe la place de deuxiéme cycle de mathéma-
tiques dans les enseignements & 1’Université d’El-Oued.

Chaque chapitre de ce document est constitué des notions, des exemples ainsi que des
résultats qui sont accompagnés de leurs preuves dont il est difficile qui est référé.

Cet ouvrage se présente en six chapitres. Dans le premier chapitre nous présentons
quelques connaissances en topologie, les applications linéaires et multilinéaires continues
et les isomorphismes. Le deuxiéme chapitre contient la notion de différentielle dont la
différentielle d’une applications en un point et sur un ouvert, dérivée suivant un vecteur,
opérations sur la différentiabilité et le cas d’un espace de dimension finie. Le chapitre
3 présente le théoréme des accroissements finis pour une fonction a variables réelle et
sa généralisation a une application & variable dans un espace vectoriel normé, et deux
applications fondamentales ce sont les applications de différentielle nulle sur les ouverts
connexes et les applications de classe C! sur un produit cartésien. Dans le chapitre 4,
on va voir la différentielle d’ordre 2 d’une application et on définit par récurrence la
différentielle d’ordre n € N,n > 3. D’ailleurs, la formule de Taylor avec reste de Young
d’une application d’un ouvert U d’un espace vectoriel normé E dans un autre espace

vectoriel normé F. On commence au chapitre 5 par présenter la notion du difféomorphisme
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de classe C*. Ensuite, le théoréme d’inversion locale qui est fondamental en analyse et ses
conséquences dont le théoréme des fonctions implicites. Le dernier chapitre de ce cours
est consacré aux extrema que sont les extrema libres et liés ou on verra des conditions

nécessaires et autres suffisantes pour qu’une fonction admet des exrema.



Chapitre 1

Quelques notions préliminaires

1.1 Espace vectoriel normé

Dans tout ce cours les espaces vectoriels considérés seront des espaces vectoriels sur le
corps R. Cependant, la plupart des résultats que nous verrons sont également vrais si on
considére des espaces vectoriels sur le corps C. Le contenu de ce chapitre est basé sur la

documentation qui se trouve dans [2], [6] et [7].

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application
Il - E — RT satisfait :

o ||z|| =0 si et seulement si x =0,

e VAR Vx € E: || A\x| = |A|||z|,

eVr,y€ E: [l +yl <zl + [yl

Un espace vectoriel £ muni d’une norme |||, noté (E, ||.||) sera appelé un espace vectoriel

normé, en abrégé evn.

Définition 1.1.2 Deux normes ||.| et |||.||| sur un espace vectoriel E sont dites équiva-

lentes s’il existe deux constantes strictement positives o et 3 telles
Ve e E: ozl <||[«f]] < Bl

Remarque 1.1.1 Si E est de dimension finie, toutes les normes sur E sont équivalentes.
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Quelques notions préliminaires

Exemple 1.1.1 Si E = R", les applications suivante sont des normes équivalentes sur
E :

¢ Tr= (xl, vmn) = Hle = Z?:l |x’t|7
1/2
o 0= (@1, mn) o oz = (i i)

o r — (I’l, ,I’n) — HxHoo = maxlgign ‘SCZ|

Exemple 1.1.2 Si E = C%Ja,b],R) est I’espace des fonctions continues de [a,b] dans R,

les applications suivante sont des normes sur E :

o [ lflh= [, £ (D)lde,

o frolflle= (2170 "

o [ 1fllo = supsepay £ (1))

Définition 1.1.3 Soient E et F' deux evn. On appelle produit de E et F', noté E x F,
lensemble {(xz,y) € E X F/x € E ety € F}.

Proposition 1.1.1 Sur E x F on définit les lois
o V(z,y),(s,t) € EXF:(2,y) +(s,t) = (x+t,y+s),
o V(zr,y) € EX F VA€ R: A(z,y) = (Az, \y).

L’ensemble E x F muni de ces lois est un espace vectoriel.
Proposition 1.1.2 Si (E, ||.||g) et (F,|.||r) deuz evn, les applications
(z,y) e EXFr|zllp+yllr et (z,y) € ExF— max(||z|g [lylr)

définissent des normes sur l’espace vectoriel E x F. De plus, elles sont équivalentes sur

E x F.

Remarque 1.1.2 (généralisation)

Si (B, || 1), - (En, ||-]|n) sont des evn, les applications
(21, n) € By X oo X Ep = |21l + oo 4 |20l

et

(€1, 00y ) € E1 X oo X By = max (|z1]l1, .., [ Znlln)
1<i<n
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définissent des normes sur 'espace vectoriel Fy X ... x E, et elles sont équivalentes.

Définition 1.1.4 Soit E un espace vectoriel normé muni d’une norme |.||. Soit d la
distance définie par d(z,y) = ||z — y||, alors (E,d) est un espace métrique. Si (E,d) est
complet, on dit que E est un espace de Banach. St de plus la norme de E est issue d’un

produit scalaire, E est dit espace de Hilbert.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme du point fize de Banach-Picard) Si C' est un fermé non

vide d’un espace de Banach E et si f : C' — C est contractante, c’est-a-dire qu’il existe
k €]0, 1] tel que
Vo,y e O |[f(2) = fW)lle < kllz —ylle

alors il existe un unique c € C tel que f(c) = c.

1.2 Applications linéaires continues

Si F et F sont deux espaces vectoriels, on notera L(FE, F') 'ensemble des applications

linéaires de E dans F' ou plus simplement L(E) si £ = F. C’est en fait un espace vectoriel.

Proposition 1.2.1 Soit f € L(E, F). Alors f est continue si et seulement s’il existe une

constante positive M telle que pour tout x € E on a ||f(z)||r < M||z| g

L’ensemble des applications linéaires continues forme un sous-espace vectoriel de L(FE, F')

que l'on notera L(E, F'). Lorsque E = F on notera simplement L(FE).

Proposition 1.2.2 Si f € L(E, F), alors on a

1/ (@)l
sup ———— = sup |[f(z)[r=sup [f(z)|F
veb—{op} |1TlE  2em |p<t z€E, o]l p=1

Ces quantités sont finies si et seulement si f est continue et on note alors || f||z(e,r). De

plus, Uapplication L(E,F) > f — || f|lze,r) définit une norme sur L(E,F).

Proposition 1.2.3 Soient (E, ||.|g) et (F,|.||r) deuz evn. Si E est de dimension finie,

alors toute application linéaire de E dans F' est continue.
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Proposition 1.2.4 Soient E et F' deuz evn. On suppose que F' est complet. Alors L(E, F')

complet pour la norme ||| z(z,r).-

Proposition 1.2.5 Soient E, F et G trois evn. Si f € L(E,F) et g € L(F,G), alors

gofeL(E,G)etonallgo fleee < 9llere Il fllcer-

1.3 Applications multilinéaires continues

Définition 1.3.1 Soient E;, ..., E,, F' des espaces vectoriels. Une application f : E; X
. X B, — F est dite n-linéaire si pour tout i = 1,....;n et tout (1, ..., Ti_1, Tiy1, ..., Tn) €

E1 x ... x E;_ 1 X Ei1 x...x E, Uapplication f; : B; — F définie par

fl<t> = f(xh "'7xi—17t7xi+17 7xn)

est linéaire.

Sin =2 Uapplication f est dite bilinéaire.

Exemple 1.3.1 Le produit scalaire sur un espace vectoriel E est une application bili-

néeasre.

Proposition 1.3.1 Soient F, ..., E, et ' des evn et f une application n-linéaire de E =
Ey x ... x E, dans F. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. f est continue sur FE,

2. f est continue en Og,

3. f est bornée sur la boule unité fermée de E, i.e. Uensemble {f(z)/||z||p < 1} est borné
dans F)

4. f est bornée sur la sphére unité de E, i.e. l'ensemble {f(x)/||z||g = 1} est borné dans
F,

5. 1l existe M > 0 tel que pour tout x = (x1,...,x,) € E on a

1f@)lr < Mllzlg -l 2n] 5,
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Proposition 1.3.2 On note L(E, ..., E,; F') lespace vectoriel des applications n-linéaires

continues. Soit f une application n-linéaire continue de £ = E; X ... X E,, dans F. Alors

HOI; s [f@)lr = sup  [f@)]r.

||171||E1---||$n||En N z€E, ||lz||p<1 z€E, ||z|| p=1

On note || f|| z(e......E.:r) cette valeur. De plus, Uapplication L(Er, ..., Ey F) 3 f || fll 2.,

définit une norme sur lespace vectoriel L(Ey, ..., E,; F).

1.4 Isomorphismes

Définition 1.4.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels et f : E — F une application. On
dit que f est un isomorphisme de E dans F' si elle est linéaire continue et s’il existe une
application linéaire continue g : F' — E telle que go f = Idg et fog = Idp ou Idg (resp.
Idg) dénote Uapplication identique de E (resp. de F'). On notera Iso(E, F') l’ensemble des

isomorphismes de E dans F. Lorsque E = F on notera simplement Iso(E).

Remarque 1.4.1 Si f est une bijection linéaire, sa réciproque est linéaire. En revanche,
si f est une bijection linéaire continue, sa réciproque n’est pas forcément continue. Le
théoréeme suivant donne une caractérisation pour que la réciproque d’une bijection linéaire

continue soit continue.

Théoréme 1.4.1 (Théoréeme de Banach) Soient E et F' deuz espaces de Banach. Toute

application linéaire continue bijective f : E — F est un isomorphisme.

Remarque 1.4.2 Le théoréme de Banach donne automatiquement la continuité de [’ap-

plication réciproque f~': F — E.

Théoréme 1.4.2 Soient E et F deux espaces de Banach. Alors, 'ensemble I[so(E, F')

est ouvert dans L(E,F) et Uapplication u € Iso(E,F) — u™! € Iso(E, F) est continue.

10
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Chapitre 2

Différentielle d’une application

2.1 Différentielle en un point et sur un ouvert

Définition 2.1.1 Soient E et F deux e.v.n, U un ouvert de E, a un point de U et
f U — F une application. On dit que f est différentieble en a s’il existe g, € L(E, F) et

une application o définie au voisinage de Og telles que, pour tout h assez proche de Og :
fla+h) = f(a) = ga(h) + o(h) (2.1)

et

lo(h)[
Ihlle—0 ||k z

= 0. (2.2)
L’application g, est appelée la différentielle de f en a et noté D f(a).

Remarque 2.1.1 La différentielle de f en a est unique. En effet, on suppose qu’il existe
une autre application L, € L(E, F) et une application & définie au voisinage de Og telles

que, pour tout h assez proche de Og :
fla+h) = f(a) = La(h) 4 £(h) (2.3)

et

[e(M)]|

=0. 2.4
k=0 ||h]E (2.4)

11



Différentielle d’une application

Soustrayons (2.1) de (2.3), il vient
Df(a)(h) = La(h) = o(h) — (h)

ce qui implique que 'on a

[Df(a)(h) — La(h)|lr _ llo(h) —e(h)llr
12 2 [l ——

Soit v € E —{0g}. On choisit h = tx avec t € R%, et utilisant (2.2),(2.4) et la linéarité
de Df(a) et L,, on obtient

IDS (@) = La@le _ . loltz) = e(t2)]lr

=0
]| = t—0* [¢]

de sorte que D f(a)(x) = Lq(x). Comme Df(a)(0g) = L,(0g) =0, on obtient
Df(a)(z) = Lo(x) Vz € E.

Exemple 2.1.1 Soient f : R — F une application et a € R. Si la limte

lim flat ti — /() = f'(a) € F

t—0

existe, alors f est différentiable en a. En effet, on a
fla+h)—=fla) =h.f'(a) + fla+h) = f(a) = h.f'(a).
Il suffit donc de choisir Df(a)(h) = h.f'(a) Yh € R et o(h) = f(a+ h) — f(a) — h.f'(a).

Définition 2.1.2 On dit qu’une application f est différentiable sur un ouvert U si elle est

différentiable en tout point x € U. Dans ce cas, on appelle différentielle de f ’application

Df:U — L(E,F)

Si de plus Df est continue, on dit que f est continiment différentiable, ou de fac¢on

équivalente que f est de classe C*.

12



Différentielle d’une application

Exemple 2.1.2 e Toute application constante est contindment différentiable, de diffé-
rentielle nulle.

e Toute application linéaire continue f : E — F est continiment différentiable, et sa dif-
férentielle est constante, égale a f en tout point a € E, c’est-a-dire Df(a) = f pour
tout a € E. Par exemple si Ey,...,E, des evn, la projection P; : E = H?:1 E; —
E;, * = (x1,...,x,) — x; est linéaire continue, donc elle est contindment différen-
tiable et DP;i(x) = P; pour tout x € E. Ainsi, l'injection canonique S; : F; — E =
H?:l E;, t—(0,...,0,t,0,...,0) est linéaire continue, donc elle est contindment différen-
tiable et DS;(t) = S; pour tout t € E;.

e Toute application affine f: E— F oo f =g+ b avec g € L(E,F) et b € F est conti-
nament différentiable, et sa différentielle est constante, égale a g en tout point a € F,
c’est-a-dire D f(a) = g pour tout a € E.

e Toute application bilinéaire continue f : By X Ey — F est continiment différentiable, et
sa différentielle en a = (a1,a2) € Ey X Ey est Df(a)(h) = f(a1,h2) + f(h1,a2) pour tout
h = (hi,hy) € Ey X Ej.

Proposition 2.1.1 Si f : U C E — F est différentiable en un point a € U, alors elle est

continue en a.

Preuve. On suppose que f est différentiable en a. Il résulte de (2.2) que

lim |lo(h)||F = 0. (2.5)

[Ihllz—0

Utilisant (2.1), (2.5) et le fait que Df(a) € L(E, F), on obtient

0< lim |f(a+h) = fla)llr < lim (|Df(a)llzzrlhlle+lo)]r) =0

[[hllz—0 Al E—0

ce qui implique que 1'on a
lim || f(a+h)— f(a)]lr =0,

2l z—0

D’otu la continuité de f en a.J

13



Différentielle d’une application

Remarque 2.1.1 La réciproque de la Proposition 2.1.1 est fausse. L’application norme
Il.]l - E — R est continue mais elle n’est pas différentiable en Og. En effet, par [’absure on

suppose que ||.|| est différentiable en Og. Alors, il existe g € L(E,R) telle que

h|| —g(h
Lo Bl = g(h)

- 0.
[ 1A

Soit v € E —{0g}. Posons h =tx,t € R%. Sit — 0%, on obtient ||h|| — 0 et

— tz|| — g(¢
el = @)l _ o Ml =)l _
]l =0t |tz
ce qui nons conduit a g(x) = ||z|| et comme g(0g) = ||0g|| = 0, on obteint g(x) =

|z|| Yo € E. Ce qui contredit le fait que g est linéaire.

2.2 Deérivée suivant un vecteur

Définition 2.2.1 Soient E, F des evn et U un ouvert de E. On dit qu’une application
f U — F a une dérivée en a € U suivant un vecteur v € E si la fonction de la
variable réelle f, : t — f(a + tv) définie au voisinage de 0 est dérivable en 0. On note
(f,)'(0) = lim;_ w € I la dérivée de cette application et on 'appelle la dérivée

de f dans la direction v en a.

Proposition 2.2.1 §i f : U — F est différentiable en a € U, alors f est dérivable en a

dans n’importe quelle direction v et on a (f,)'(0) = Df(a)(v).
Preuve. Comme f est différentiable en a, on a pour ¢ assez petit :
fla+tv) = f(a) = tDf(a)(v) + o(tv) (2.6)

ol o est une application définie au voisinage O telle que

lo(M)l

= 0. 2.7
Inliz—o [|A]le 27)
Utilisons (2.7), on obtient
- Nlotv)lle . lo(tv)lle _
lg%T = 11_{% HUHEW =0 avec v # Op. (2.8)

14
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Donc, d’aprés (2.6) et (2.8), on conclut que pour tout v € F on a limy_o £O=/0 —

Df(a)(v).00

Remarque 2.2.1 La réciproque de la Proposition 2.2.1 est fausse. Une application peut
étre dérivable en un point a dans toutes les directions sans étre différentiable. La fonction
f:R* = R définie par f(x,y) = % siy # 0 et f(x,0) =0 est dérivable en (0,0) dans

toutes les directions mais elle n’est pas différentiable car elle n’est pas continue.

2.3 Opérations sur la différentiabilité

Proposition 2.3.1 Soient f,g : U — F deux applications différentiables en a € U et
A € R, alors f+g et \f sont aussi différentiables en a, et on a D(f+g)(a) = Df(a)+Dg(a)
et D(\f)(a) = ADf(a).

Preuve. La preuve se fait directement en écrivant la définition de différentiabilité.[]

Proposition 2.3.2 (Différentielle d’une application composée) Soient E,F et G trois
e.v.n, U un ouwvert de E et V un ouvert de F. St f : U — V est différentiable en a € U

et g:V — G est différentiable en b = f(a) € V, alors go f est différentiable en a et on a

D(go f)(a) = Dg(b) o Df(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

Preuve. Comme g est différentiable en b € Vil existe Dg(b) € L(F, G) et une application

o définie au voisinage de Og telle que, pour tout k assez proche de Op :
g(b+ k) — g(b) = Dg(b)(k) + o(k) (2.9)

et

lo(k)|la
VY . 2.10
Ikllr—0 ||k|| 7 (2.10)

D’ailleurs, il vient de la différentiabilité de f en a qu’il existe Df(a) € L(E, F) et une
application e définie au voisinage de Og telle que, pour tout h assez proche de Og :
fla+h) = f(a) = Df(a)(h) +(h) (2.11)

15



Différentielle d’une application

et

[e(M)]|

=0. 2.12
k=0 ||h]|E (2.12)

Comme f est continue en a, on voit que f(a + h) — f(a) — Op lorsque h — 0g. Alors,
si on choisit k = f(a+ h) — f(a) et en utilisant (2.9), (2.11) et la linéarité de Dg(b), on

obtient pour tout h assez proche de O :

g9(f(a+h)) —g(b) = Dg(b)(Df(a)(h)) + Dg(b)(e(h)) + o(k).

Dés que Dg(b) € L(E,F) et Df(a) € L(F,G), 'application Dg(b) o Df(a) € L(E,G).

D’ailleurs, on a

[Dg(b)(e(h)) + ofk)
12 2

leWlle K]z [lo(k)lle

e
< |Dg(b .
< P9 Olecrer =™ T aly Tkl

0<

(2.13)

D’aprés (2.11)-(2.12), la quantité H’;HZ est borné lorsque h assez proche de Og. Alors, en

utilisant (2.10), (2.12) et (2.13), on obtient

1Dg(b)(e(h)) + o(F)lle _ 0
IRl z—0 |2l e '

On conclut que g o f est différentiable en a et sa différentielle est Dg(f(a)) o Df(a).0d

Proposition 2.3.3 (Application & valeurs dans un espace produit)

Soient E, Fy,...F, des evn, F = [[_, F;, U un owvert de E, a € U et f : U — F, x>
(fi(z), ..., fu(x)) une application. Pour tout i, soit P; la projection de F' sur F; et et S;
linjection canonique de F; dans F. Notons que f; = P; o f. Pour que f soit différentiable
en a, il faut et il suffit que pour chaque i, la fonction f; soit différentiable. De plus, dans

ce cas, on a Df(a) =", Sio Dfi(a).

Preuve. On suppose que f est différentiable en a. Les applications P; et .S; étant linéaires,
elles sont différentiables de différentielles en chaque point égales a elles méme, et d’aprés la
Proposition 2.2.2, 'application f; est différentiable de différentielle D f;(a) = P; o Df(a).
Inversement, on a f = >""" | S;o f;, d’ott on déduit le résultat en utlisant les Propositions

22.1et 2220
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Différentielle d’une application

Lorsque Ey,...,E, sont des evn, U C E :=[[_, E; et f: U — F on a une notion de

différentielle partielle comme on a des dérivées partielles pour les fonctions définies sur

R™.

Définition 2.3.1 Soient U C E =[] E;, [ :U — F eta = (ay,...,a,) € U. On dit
que [ admet une différentielle partielle en a par rapport a la i-éme variable si l'applica-
tion g;(t) = f(ay,...,a;_1,t,a;11,...,a,) définie au voisinage de a; € E; est différentiable
au point a;. On note D;f(a) = Dg;(a;) € L(E;, F) sa différentielle et elle est appelée

différentielle partielle de f en a par rapport a la i-eme variable.

Proposition 2.3.4 (Applications définies sur un espace produit)

Sotent Ey, ..., E,, F des evn, E = [[_, E;, U un ouwvert de E, a = (ay,...,a,) € U et f:
U—F, = (x1,..,2,) — f(x) une application. Si f est différentiable en a = (ay, ..., ay),
alors les partielles g; : t — f(ay,...,a;-1,t,ai41,...,an), définies au voisinage de a; € Ej,
sont différentiables en a;,i =1,...,n et on a

n

Df(a)(h) = Dif(a)(hi) Yh=(h1,....h,) € E.

i=1

Preuve. Soit 7;(t) = (a1, ..., a;_1,t, a;41, ..., a,) o0 t au voisinage de a; € E;. Notons que
g; = for;. L’application ; étant affine, elle est différentiable de différentielle r; ou r;(t) =
(0,...,0,¢,0,...,0). Donc, d’aprés la Proposition 2.2.2, 'application g; est différentiable de
différentielle Dg;(a;) = D;f(a) = Df(a) or; € L(E;, F), ce qui implique que 1'on a

Df(a)(h) = ZDif(a)(hl-) Vh = (hy,....h,) € E. O

Remarque 2.3.1 L’existence des différentielles partielles de f en a n’implique pas for-

cément la différentiabilité. La fonction f : R? — R définie par f(z,y) = =<5 si

2 +y2

(z,y) # (0,0) et f(0,0) = 0 qui admet des dérivées partielles nulles a l'origine, mais
elle n’est pas différentiable en ce point car elle n’y est pas continue.
On verra qu’il faut ajouter une hypothese de continuité des différentielles partielles pour

obtenir la différentiabilité (a partir de Uezistence des différentielles partielles).
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Différentielle d’une application

2.4 Cas de dimension finie

Dans ce paragraphe, on suppose que E de dimension finie p € N* rapporté a une
base (e;)1<i<p. On introduit les dérivées partielles de f dans cette base par la définition

suivante.

Définition 2.4.1 Soit U un ouvert de E. On appelle j-éme dérivée partielle en a € U
d’une fonction f : U — F la dérivée de f au point a suivant le vecteur e;, sous réserve
d’existence de celle-ci, et on la note

8f( - hmf(a—l—tej)—f(a).

Ox; t—0 t

Si f: U — F a une j-éme dérivée partielle en tout point de U, la fonction j-éme dérivée

partzelle :U — F est bien définie.

Proposition 2.4.1 Soit U un ouvert d’un evn E de dimension finiep € N*. Si f : U — F
est différentiable en a € U, elle a des dérivées partielles en a dans toute base (e;)1<i<, de

E, qui sont égales d ( ) = (fe;)'(0) et on a

Vh e E: Df(a)(h) = Zh.a—f(a).

Preuve. Si f est différentiable en a € U, elle a des dérivées partielles suivant tout vecteur.

En écrivant b = )" hje;, donc par linéarité de D f(a) on obtient

Zh Df(a Zh (f.,)'( Zh

Définition 2.4.2 (Interprétation matricielle de la différentiabilité)

Sotent U un ouvert d’un evn E de dimension finie p € N*, F' un evn de dimension finie
g e N etf:U— F, zw— (filz),..f(x)) une fonction différentiable en a € U.
On appelle matrice jacobienne (ou jacobienne) de f en a la matrice Jf(a) de Df(a)
relativement aux bases prises pour E et F. La j-éme colonne de cette matrice est alors

Uimage par Df(a) du j-éme vecteur de base e;, et c’est donc la j-éme dérivée partielle

18



Différentielle d’une application

Df(a)(e;) = 2L(a) exprimée dans la base de F. On a alors

Ox;
16) af 16)
af af: af
—?(CL) _z(a) L —;(CI,)
J (CL)
o) 0 o)
_ij (CL) —af; (Cl) P _9fj, (&)
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Chapitre 3

Théoréme des accroissements finis et

applications

La formule des accroissements finis, qui est une conséquence du théoréme de Rolle,
est connue pour une fonction de variable réelle et a valeurs réelles : si f : [a,b] — R est

continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b, il existe ¢ €]a, b[ tel que

fb) = fla) = (b—a)f'(c).

Si on remplace l'espace d’arrivé de f par un autre que R, il n’y a pas de formule des
accroissements finis : par exemple, la fonction f : [0,7] — R? z + (sinz,cosz) est
continue sur [0, 7] et dérivable sur |0, 7[. Cependant, si on suppose qu'il existe ¢ €]0, 7|

tel que

on obtiendra une contradiction 72 = 4.

3.1 Fonctions a variables réelles

Définition 3.1.1 Soient a,b € R tels que a < b, f : [a,b] — F et x €]a,b].

St la limate

t—0 t
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existe dans F, on dit que f est dérivable en x.

S7 la limite

lim flot ti — /(@) = fi(x)

t—0t

existe dans F, on dit que f est dérivable a droite en x.

Théoréme 3.1.1 Soient a,b € R tels que a < b et f : [a,b] — F, g : [a,b] — R deux

fonctions continues sur |a,b] et dérivables sur |a,b| telles que :
1/ (@)l < ¢'(z) Yz €la,b]

Alors on a

1£ () = fla)ll < g(b) — g(a).
Preuve. Soit € > 0. On pose

U={x€la,b]/ f(z) = fla)ll > g(z) — g(a) + e(x — a) + £}

On va montrer que l'ensemble U est vide. La fonction z +— ¢(x) = || f(z) — f(a)|| — g(z) +
g(a) —e(z — a) — ¢ est continue et U = ¢ (]0, +00]), alors U est ouvert. Par 'absure on
suppose que U est non vide. Si on pose ¢ = inf U, on voit que ¢ > a car p(a) = —¢ < 0 et
¢ est continue, ensuite ¢ ¢ U puisqu’il est ouvert. D’ailleurs a < b cas sinon U = {b} est

fermé. On conclut que ¢ €la, b] et que
17 ()] < g'(c). (3.1)

Comme f et g sont dérivables, il existe 6 > 0 tel que pour tout x € [c,c + J] on a

17l = [A2=LE) (32)
d(c) < w + g (3.3)

Combinant (3.1)-(3.3), on obtient
1f () = f)]l < g(x) = g(e) +e(x — o). (3.4)
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D’ailleurs, comme ¢ ¢ U on a
1f(c) = fla)ll < g(c) = gla) +e(c —a) +e. (3.5)
En utilisant (3.4)-(3.5), on déduit que l'on a pour tout x € [¢, ¢+ 4] :
1f(z) = fla)ll < g(x) = gla) +e(x —a) +e.
Dot [¢, ¢+ d] C U€, ce qui contredit le fait que ¢ = inf B. O

Remarque 3.1.1 Si on remplace la dérivée de f et g par la dérivée a droite, le Théoréeme

3.1.1 reste valable.

Corollaire 3.1.1 Soit f : [a,b] — F continue sur [a,b] et dérivable sur]a,b[. On suppose
qu’il existe une constante k > 0 telle que || f'(x)|| < k. Alors on a ||f(b)— f(a)]| < k(b—a),

et plus généralement on a

1f(y) — f(x)|| < kly — 2| Va,y € [a,b].

Preuve. Il suffit d’appliquer le Théoréme 3.1.1 & g(x) = kx.OJ

3.2 Fonctions a variable dans un espace vectoriel normé

Théoréme 3.2.1 Soient f : U C E — F une application différentiable sur U et a, b
deuz point de U tels que l’ensemble [a,b] = {x = (1 —t)a+tb/ t € [0,1]} C U. Alors on a
17(b) = Fa)]| < [|b—all Jup IDf((1 = t)a+tb)]],

€lo,

or

17(b) = fla)ll < [Ib = all sup [|Df(2)]-

z€[a,b]
Preuve. Si sup,coq) [|Df((1 —t)a +b)|| = oo, I'inégalité est vraie. Si supe(q [|Df((1 -
t)a+1tb)|| < oo, on pose h(t) = f((1—t)a+tb) Vt € [0,1]. Alors la fonction h est dérivable
etonah'(t)=Df((1—1t)a+1tb)(b—a), dou

IR < [1b—all sup [[Df((1—t)a+tb)].
t€[0,1]
I1 suffit donc d’appliquer le Corollaire 3.1.1 a h.[J
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Corollaire 3.2.1 Soient U C E un ouvert convexe et f : U — F une application diffé-
rentiable. On suppose qu’il existe une constante k > 0 telle que |[Df(z)|| < k Vz € U.

Alors on a

1f(y) = f@)|| < klly —=z| Vz,y €U,

Preuve. C’est une conséquence du Théoréme 3.2.1.01

Corollaire 3.2.2 Soient U un ouvert de E et f : U — F une application différentiable
sur U. Alors pour tous a,b € U tels que [a,b] C U, on a
1£(b) = f(a) = Df(a)(b—a)lr < |b—al s sup IDf(x) = Df(a)llce.r)-
z€[a,
Preuve. 1l suffit d’appliquer le Théoréme 3.2.1 & g(z) := f(x) — Df(x — a) dont la
différentielle est Dg(z) = Df(x) — D f(a).0d

3.3 Applications

Le théoréme des accroissements finis a de nombreuses applications. Les plus "fonda-
mentales" sont la caractérisation des applications de différentielle nulle sur les ouverts

connexes et les applications de classe C! sur un produit cartésien.

Théoréme 3.3.1 Soit f : U — F une application différentiable sur un ouvert connexe

U. On suppose que D f(x) =0 pour tout x € U, alors f est constante sur U.

Preuve. Pour tout = € U il existe r > 0 tel que la boule ouverte B(z,r) = {y €
E/||z —y||lg < r} de centre = et de rayon r soit incluse dans U. Cette boule est convexe,
et comme Df = 0, le théoréme des accroissements finis (Théoréme 3.2.1) implique que
fly) = f(x) pour tout y € B(x,r). Cela signifie que f est localement constante dans U.
Comme U est connexe, on en déduit facilement que f est constante sur U. En effet, fixons
a € U. L’ensemble f~'({f(a)}) est non vide puisqu’il contient a, et fermé par continuité

de f. D’aprés ce qui précede, cet ensemble est aussi ouvert. Puisque U est connexe, on a

donc f71({f(a)}) = U. Cest-a-dire, f(z) = f(a) pour tout z € U.[J
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Théoréme 3.3.2 Soient Fy, ..., E,, F des evn, £ = FE; x ... x E,, U C E un ouvert et
f U — F une application. Alors on a

f € CYU) & les différentielles particlles D;f : U — L(E;, F) existent et continues.

Preuve. (=) : On suppose que f € C'(U). Nous avons déja vu, dans la Proposition
2.3.4, que D;f existent sur U et que D;f(a) = Df(a) o S; Ya € U. Montrons que D;f est

continue sur U. On a

0 <|IDif(z) = Dif(a)llce.ry = |Df(x) 0 Si — Df(a) o Sill e, r)

<|[|Df(x) = Df(a)llee.r) |Sillce.p) = |1 Df(x) = Df(a) || ce.p)-

Comme D f est continue on déduit que D; f(z) — D, f(a) lorsque x — a, d’otu la continuité
de D;f enaeU.
(<) : Montrons le cas ot n = 2 et le cas général s’effectuant de la méme maniére. Soit

a = (a1,az) € U et montrons, en premier lieu, que f est différentiable en a. On a

|f(a+h) = f(a) = Dif(a)(h1) — Daf(a)(ha)||r <
<|[fla+h) = flar,as + ha) — D1 f(a) (M)

+[I.f (a1, az + ha) — f(a) = D2f(a)(ho)]|F.
On applique ensuite I'inégalité des accroissements finis (Théoréme 3.2.1) aux applications
u(t) = f(t,as + ha) — D1f(a)(t)
entre a; et a; + hy et v(t) = f(ai,t) — Daf(a)(t) entre ay et as + he. Notons que les
applications w, v sont bien différentiables et méme de classe C'. On a
Du(t)(s) = D1 f(t, a2 + ha)(s) — D1f(a)(s) et Du(t)(s) = Daf(a1,t)(s) — Daf(a)(s),
ce qui implique que l'on a

[f(a+h) = f(a) = Dif(a)(h1) = D2f(a)(ho)llr <

< sup |[[Dif(t, a2 + hy) — Dif(a)| ez, mllhille

t€lay,a1+h1]

+  sup  |[Daf(ar,t) — Daf(a)|lzie,,mllhel e,

t€laz,a2+h2]
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Comme D f et Dsf sont continues en a, on déduit que

b 1@ 1) = £(@) = Dif(@)(t) = Daf(@)(ha)llr

= 0.
|Ihl| 5 —0 1A e

On voit que Papplication h = (hq, he) — D f(a)(h1) + Dof(a)(hs) est linéaire continue,
cela prouve que f est différentiable en a et Df(a)(h) = D1f(a)(h1) + Daf(a)(hy) pour
tout h = (hy, he) € E = Ey X Ey. On déduit que f est différentiable sur U.

Montrons la continuité de Df. On a Df(x) = D f(z) o Py + Dy f(x) o P, pour tout x € U.

On peut écrire

IDf(x) = Df(a)llce.r) =
= |D1f(z) o P+ Dyf(x) o P, — Dy f(a) o PL — Daf(a)o PQHL(E,F)

<|[D1f(x) = Dif(a)ll e r) | Pillcee.m) +1D2f (2) — Daf(a)ll o ry |1 P2l c(e.Es) -
=1 =1

Comme D, f et Dy f sont continues, on déduit que D f est continue. On conclut que f est

de classe C' sur U.0J
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Chapitre 4

Différentielles d’ordre supérieur

4.1 Différentielles d’ordre 2

Rappelons que, si f : U C F — F est différentiable sur U, on peut définir ’application
Df:U— L(E,F), x— Df(x).

Définition 4.1.1 Soit f : U C E — F une application différentiable sur U. On dit
que f est deux fois différentiable dans U si Df est différentiable en tout point de U. La
différentielle de Df en a, que 'on écrit D*f(a) = D(Df)(a) est une application linéaire
continue de E dans L(E, F). Autrement dit, D*f(a) € L(E,L(E, F)).

Remarque 4.1.1 A tout élément h € E est associé Uapplication linéaire continue D2f(a)(h) €
L(E,F), qui a tout k € E associe D*f(a)(h)(k) € F. On peut donc voir D?f(a) comme

une application bilinéaire continue sur E (D*f(a) € L(E X E, F)), c’est-a-dire comme un
élément de L(E x E,F), en lidentifiant a Uapplication (h,k) — D?f(a)(h)(k) que l'on
écrit alors D*f(a)(h, k) (voir [3]).

Exemple 4.1.1 e Toute application affine f : E — F, x— g(x)+b avec g € L(E,F) et
b € F est deux fois différentiable et sa différentielle seconde est identiquement nulle.

e Toute application bilinéaire continue f : Ey X Ey — F' est deux fois différentiable et sa
différentielle seconde en a € Ey X Ey est D*f(a)(k,k) = f(hi, ko) + f(k1,he) pour tous
h = (hy,h2), k = (k1, ko) € Fy X Es.
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Théoréme 4.1.1 (de Schwarz) Si f : U C E — F est deux fois différentiable en a € U,
alors D? f(a) est une application bilinéaire symétrique, c’est-a-dire que, pour tout (h,k) €
ExFE:

D?f(a)(h, k) = D*f(a)(k, I).

Preuve. Pour h, k € E assez petits, on définit
F(h,k)=fla+h+k)— fla+h)— fla+k)+ f(a).

Ensuite, On pose pour = € [0,h] : g(z) = f(a+k+z) — f(a+ z), de sorte que F(h, k) =
g(h) — g(0) = Dg(0)(h) + o(h). Par ailleurs, par définition de g, on a

Dg(0)(h) = Df(a+ k)(h) — Df(a)(h) = D*f(a)(k, h) + reste.

D’ou, F(h,k) = D*f(a)(k,h) + o(k)(h). En intervertissant les roles de h et k (F est
symétrique en h et k) on montre de méme F(h, k) = D*f(a)(h, k) + reste.

On applique I'inégalité des accroissements finis, Corollaire 3.2.2, on obtient

[1E(h, k) = Dg(0)(M)llr = llg(h) — g(0) = Dg(0)(h)]
< s 1Dg(y) = Dg(0)ll cee.ry- |1l - (4.1)

Pour tout y € [0, h], on écrit
Dg(y) — D*f(a)(k) = Df(a+y+k)—Df(a+y)—D*f(a)(k)
= Df(a+y+k) —Df(a) = D*f(a)(y + k)

~(Df(a+y) = Df(a) + D*f(a)(y)).

Puisque f est deux fois différentiable en a, donc pour tout € > 0 on a : si h et k sont assez

petits :

A

vy € [0,h]: [[Dg(y) — D*f(a)(k)lleer) < ellly+kle+lyle)

< eQ@llylle + 1] =)

IN

ellhlle + (1K 2)- (4.2)
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En particulier,
1Dg(0) = D*f(a)(B)l ey < elPlle + [IF]le). (4.3)
En combinant (4.1)-(4.3), on obtient

| (h, k) — D*f(a)(k, h)| r

IN

|IF(h, k) — Dg(0)(h)|l» + [IDg(0)(h) — D*f(a)(k,h)||
2331)}1] 1Dg(y) — Dg(0)| cz.r)- 1|11l 2

+[[Dg(0) — D?g(a) (k)| cce.r)- Il

2¢2|[hlle + IKle)lIPl 2 + Al + [[El2) Al

IN

VAN

IN

e(6llhlE + 3lRl skl E)

IN

921 (h, )| -
En intervertissant les roles de h et £ on montre de méme que pour h, k assez petits on a
1F'(h, k) — D* f(a)(h. K)llr < 92]|(h, B) |G
et on déduit que 'on a
1D f(a)(h, k) — D*f(a)(k,h)llp < 18el[(h, k) |G- (4.4)

Comme D?f(a) est bilinéaire I'inégalité (4.4) est vraie pour tous h, k dans E. Si on pose

B(h, k) :== D*f(a)(h, k) — D*f(a)(k, h), on obtient
|B(h, k)| coery < 18e.

En faisant tendre € vers 0 on conclut que B = 0 et donc que D?f(a)(h, k) = D?f(a)(k, h)
pour tout (h,k) € £ x E.0

En dimension finie. Supposons que E = RP et soit (ex)1<k<, sa base canonique. Si f
est deux fois différentiable sur un ouvert U C RP, alors on a pour tout = € U, et pour

tous 4,7 € {1,...,p} :
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et d’aprés le théoréme de Schwarz on a

L s

D*f(x)(es e))
D’ailleurs, par bilinéarité de f, on obtient pour tous h = (hy, ..., hy), k = (k1,..., k) € RP:

D)) = 3 ik ()
’ N ‘ j@xiaxj .

1,j=1

4.2 Différentielles d’ordre n

Pour les entiers n > 3, on définit par récurrence la différentielle d’ordre n. On

notera simplement L, (FE, F') 'espace vectoriel des applications n-linéaires continues de

FE x ... x FE dans F.
—_—

n fois
Définition 4.2.1 On dit que f est n fois différentiable en a € U, si elle est (n — 1)
différentiable dans un voisinage de a et si l’application x — D" (x) d’un voisinage de a
dans L,,_1(E, F) est différentiable en a. Dans ce cas, la différentielle de cette application
s’appelle la différentielle d’ordre n de f en a et se note D"f(a), c’est un élément de
L,(EF).
Si [ estn fois différentiable en tout point de U, Uapplication D"f : U — L, (E, F), x —
D" f(x) s’appelle la différentielle d’ordre n de f.
On dit que f est de classe C° dans U, si elle est continue et on écrit f € CO(U).
On dit que f est de classe C™ dans U, et on écrit f € C*(U),n > 1, si elle différentiable
a l'ordre n dans U et si D" f est continue.
Toute application f : U — F qui appartient o C™(U) pour tout n € N est dite de classe
C* dans U et on écrit f € C=(U).

Exemple 4.2.1 e Toute application affine f : E — F, x+— g(x)+b avec g € L(E, F) et
b e F est classe C* et on a pour tout a € E: Df(a) =g, D*f(a) =0 Vk > 2.

e Toute application bilinéaire continue f : E X E — F est classe C™ et on a pour tout
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a=(aj,a2) € EXE:
Df(a)(h) = f(ai, ha) + f(h1,a2) Vh = (hi,hy) € EXE,
D*f(a)(h, k) = f(hi, ko) + f(ki,he)  Vh = (hn, ha),h = (ki k) € E < E,
D¥f(a) =0 Vk>3.

Théoréme 4.2.1 (de Schwarz) Soitp € N, p > 3. Si f est p fois différentiable en a € U,

alors D? f(a) est une application symétrique, c’est-a-dire que pour toute permutation o de

{1,...,p}, et tout (hy,...,h,) € EP:
Dpf(a)(h0(1)7 ey ho’(p)) = Dpf(a)<h17 S hp)

Preuve. Voir [3|.00

4.3 Formule de Taylor-Young
Théoréme 4.3.1 Soitp e N*. Si f : U C E — F est de classe C? et a € U, alors

fla+h) = fla) + 325y 5D"f(a)(R*) + o(|[n?)

ot h* = (h, ..., h).
——
kfois
Preuve. Par récurrence sur p. Pour p = 1, c’est la définition de la différentiabilité.

Supposons que la relation est vraie pour p — 1. Posons

p

e Pl = Satih) = i) -3 D" f(a) (14
— Fla+th) — fla) = 3 5D a)h)
La fonction ¢ est alors dérivable et on a -
J(t) = Df(a+th)(h) - Z %D’“f(a)(h’“)
~ (Df(a+th) = Df(a) - Z TP @) o)
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L’hypothése de récurrence s’applique a D f(.) qui est (p — 1) fois différentiable en a :

Df(a+th) = Df() = 3 =gy D F@) (e =) + o),

k=2

et par conséquent || (¢)|| = o(||th|[P~1)||A]| = o(t?"||h||?). En appliquant I'inégalité des

accroissements finis a ¢, on obtient

le(1) = @(0)]| < sup [l (H)]]

te(0,1]

Comme ¢(0) = 0, on déduit la conclusion recherchée.]
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Chapitre 5

Théorémes d’inversion locale et des

fonctions implicites

5.1 Difféomorphismes de classe C*

Définition 5.1.1 Soient U un ouvert d’un evn E et V un ouvert d’un evn F. Une appli-
cation f: U — V' est un homéomorphisme si elle est continue, bijective et si son inverse

est continue.

Définition 5.1.2 Soient E et F deux evn, U un ouvert de E et V un ouvert de F'. On
dit que f : U — V est un Cl-difféomorphisme (ou un difféomorphisme de classe C') si

elle est bijective, de classe C et si son inverse f~1:V — U est aussi de classe C*.

Définition 5.1.3 Soient f : U — V un C*-difféomorphisme et k € N, k > 2.
On dit que f est un C*-difféeomorphisme si f et f~! sont de classe C*.

On dit que f est un C*°-diffeomorphisme si elle est un C™-difféeomorphisme pour tout

n € N*.

Théoréme 5.1.1 Soient f : U — V un homéomorphisme et k € N,k > 1. Pour que

f soit un C*-difféomorphisme, il suffit que f soit de classe C*, et que pour tout x de

U, Df(z) € Iso(E, F).

32



Théorémes d’inversion locale et des fonctions implicites

Preuve. Voir [3|.00

Exemple 5.1.1 La fonction tan ] — %, Z[— R est un difféomorphisme de classe C".

Exemple 5.1.2 La fonction polynmiadle x — x>

n’est pas un difféeomorphisme de R dans
R. Elle est bijective et continiment différentiable, mais sa réciproque n’est pas différen-

tiable en 0.

5.2 Inversion locale et fonctions implicites

Le probléme de l'inversion est de résoudre en = une équation de la forme y = f(x).
Dans le cas linéaire, ce probléme est bien connu, par exemple si A € M, (R) est inversible,
I'unique solution x dans R™ de Az = y est donnée par z = A~ 'y. Quand f est différentiable

un résultat semblable est vrai localement, c’est le théoréeme d’inversion locale.

Théoréme 5.2.1 [4] (Théoreme d’iversion locale) Soient E et F' deuz espaces de Banach,
U un owvert de E et f : U — F une application de classe C'. Supposons que, pour un
certain a € U, on ait D f(a) € Iso(E, F'). Alors il existe un voisinage ouvert U, C U de a et

un voisinage ouvert Vi, C F de b= f(a) tels que f : U, — Vj, soit un C*-difféomorphisme.

L’idée de la Preuve. La Preuve est basée sur les trois ingrédients :

e Le fait que 'ensemble Isom(F, F) des isomorphismes de E sur F' soit un ouvert et que
I'application u € Isom(E; F) — u~' € Isom(F; E) soit continue (cf. Chapitre 1),

e Le théoréme des accroissements finis (cf. Chapitre 4),

e Le théoréme du point fixe de Banach-Picar (cf. Chapitre 1).0]

Remarque 5.2.1 e L hypotheése que f soit de classe C* est nécessaire (la différentiabilité
seulement n'est pas suffisante). En effet, la fonction f définie par f(z) = 5 + 22 sin(%)
six # 0 et f(0) =0 est dérivable sur R et on a f'(0) = % # 0. Cependant f n’est pas
bijective sur aucun voisinage de 0 car sa dérivée n’est pas de signe constant sur aucun

voisinage de 0.
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e Ce théoreme est important, car il montre comment une propriété ponctuelle de f (la
différentielle est inversible) se propage en une propriété locale. Il est a la base de ['utili-
sation du calcul différentiel en géométrie.

e Fn dimension finie E = F = RP, pour que Df(a) € Iso(E, F) il faut et il suffit que
det(Jr(a)) # 0, ou J¢(a) est le jacobien de f au point a.

Exemple 5.2.1 Soit f : R* — R? définie par f(z,y) = (¥ + ¢¥,e® — e¥). La fonction f

est de classe C' et pour tout (z,y) € R* on a

e’ e o
det(J¢(z,y)) = = 2"V £ 0.

—eV

D’apres théoréeme d’iversion locale la fonction f est donc localement inversible en tout

point de R?.

Le théoréme d’inversion locale admet le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.1 Soient f : U — F une application de classe Ct, injective et pour tout
x € U, Df(x) € Iso(E,F). Alors f(U) est ouvert dans F et f : U — f(U) est un

C-difféomorphisme.

Preuve. D’aprés le Théoreme 5.2.1, il existe un voisinage ouvert U, de x dans U tel que
f(U,) est ouvert, ce qui implique que f(U) est ouvert. Comme f : U — f(U) est bijective,
elle admet un inverse g : f(U) — U, qui est de classe C! par le méme théoréme.[]

Un autre corollaire du théoréme d’inversion locale est le théoréme des fonctions impli-

cites.

Théoréme 5.2.2 (Théoreme des fonctions implicites) Soient E, F et G trois espaces de
Banach, U un ouvert de E, V un ouwvert de F, (a,b) € UxV et f:UxV — G
une fonction de classe C* telle que f(a,b) = 0 et Dyf(a,b) € Iso(F, Q). Alors, il existe
un voisinage ouvert U, C U de a et une fonction "mmplicite” g : U, — V de classe
C! telle que g(a) = b et pour tout x € U, on a f(z,g9(x)) = 0. De plus, Dg(z) =
—(Dyf(z,9(x))) o Dy f(x, g(x)) pour tout x € U,.
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Preuve. On définit F': U x V — E x G par F(x,y) = (z, f(z,y)). La fonction F' est de

classe Ct sur U x V et on a

DF(z,y)(h, k) = (h, Df(z,y)(h, k)) = (h, D1 f(z,y)(h) + D2.f (z,y)(F)). (5.1)

Montrons que DF'(a,b) est inversible. Si (s,t) € E X G, on a
(
h=s
DF(a,b)(h,k) = (s,t) <

DiF(a,b)(h) + DyF(a,b)(k) =t
\

p

h=s

k= (DyF(a,b)) ' (t — D1 F(a,b)(s)).

\

On en déduit que DF'(a,b) est inversible et
(DF(a,b))" (s,t) = (s, (D2F(a, b)) "' (t — D1 F(a,b)(s)))

qui est continue par composition d’applications linéaires continues. Donc DF'(a,b) est
bien un homéomorphisme. D’aprés le théoréme d’inversion locale il existe un voisinage €2y
de (a,b) dans E' x F' et un voisinage s de F(a,b) = (a, f(a,b)) tels que F : ©; — Q5 soit
un C'-difféomorphisme. On dénote par H : Qs — O 'inverse de F' qui est de classe C*.
Quitte a diminuer €2; on peut de plus supposer que {2; est de la forme €2, = U; x Vj ol
U est un voisinage ouvert de a et V] et un voisinage ouvert de b (et on remplace {2y par

F(Uy; x Vi) = H Y(U; x V1) qui est ouvert puisque H est continue). Si (u,v) € s on a

(z,y) = H(u,v) & (u,v) = F(z,y) = (z, f(z,y)),

autrement dit nécessairement x = u et donc H est de la forme H(u,v) = (u, p(u,v))
ol ¢ est une fonction définie de €y sur Vi. Quitte a restreindre U;, pour tout x €
Uy on a (z,f(a,b)) € Qo donc il existe un unique y = ¢(z, f(a,b)) € Vi tel que
F(z,y) = (z, f(a,b)), cest-a-dire f(z,y) = f(a,b). On définit alors g : Uy — Vj par
g(z) = o(x, f(a,b)) qui est bien de classe C*, satisfaisant g(a) = b et pour tout = € U;
on a f(z,g(x)) = 0. D’aillurs, pour tout z € V; on a 0(z) = f(x,g(x)) = f(a,b), c’est-

a-dire 0 est constante, sa différentielle est donc nulle. Or, par différentiation de fonctions
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composées on a
Dy f(z,9(x)) + D2 f (z,9(x)) o Dg(x) = DO(x) = 0. (5.2)

D’autre part, d’aprés le Théoréme d’inversion locale on sait que DF(x,y) est inversible
sur Uy x Vi et d’aprés (5.1), DyF(z,y) est inversible. En utilisant (5.2), on déduit que
pour tout z € Uy on a Dg(z) = —(Dyf(z,9(x)))" o Dy f(z,g(x)).00

Exemple 5.2.2 Montrons que la relation z* + 23 — 22%y — 1 = 0 définit implicitement y
en fonction de x au voisinage de (0, 1).

Posons f(z,y) = x* + 23 — 22%y — 1 qui est de classe C* sur Uouvert R?, f(0,1) = 0 et
3—5(0, 1) = 3 # 0. D’aprés le théoreme des fonctions implicites, il existe g : Uy — R de

classe C1, avec Uy est un voisinage ouvert de 0 € R, telle que

Ve e Uy : f(z,y) = f(z,9(x)) =0 <y =g(x).
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Chapitre 6

Extrema

Dans ce chapitre on cherche a étudier les extrema des fonctions & valeurs réelles f :
UCFE — R, z+— f(x) non pas sur U mais lorsque la variable x est liée par une (ou
plusieurs) contrainte du type g(x) = 0. On parlera en fait seulement de minima pour

simplifer et les maxima de f peuvent en effet étre vu comme les minima de (—f).

6.1 Extrema libres

Définition 6.1.1 Soient U un ouvert d’un evn E et f : U — R. On dit qu’un point a € U

est un mininum local de [ sl existe un voisinage U, C U de a tel que
VeeUs: f(z) = f(a).

On dira que a est un minimum global de f si
VeeU: f(z) > fla).

Si linégalité est stricte, c’est-a-dire f(x) > f(a) pour tout x # a, le minimum est dit

strict.

Proposition 6.1.1 (condition nécessaire)

Sotent U un ouvert d’un evn E et f : U — R une fonction différentiable en a € U. Si a
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est un minimum local de f alors Df(a) = 0. Si de plus f est deuz fois différentiable en
a, alors D*f(a)(h,h) > 0 pour tout h € E.
Preuve. Soit h € E, h # 0. Comme f est différentieble en a, on a

Df(a)(h) = lim L0 = f(@)

R>t—0 t

Puisque U est ouvert, on a pour ¢t € R assez petit a + th € U, donc par hypothése
fla+th) — f(a) > 0. D’on

fla+th) - f(a)

Dia)n) = tim HEHT >0 (6.1)
et
Df(@)(h) = tim LAF=Sl@) (6.2)

R3t—0— t

En combinant (6.1)-(6.2), il vient Df(a)(h) = 0 et comme D f(a)(0) = 0, on conclut que
Df(a)(h) =0 pour tout h € E.

Maintenant, on suppose que f est deux fois différentiable en a et on montre que D?f(a)(h, h) >
0 pour tout A € E. On applique la formule de Taylor-Young & f on obtient pour ¢t € R

assez petit et h € E h # 0p :

fla+th) = f(a) + Df(a)(th) +%D2f(a) (th,th) + o(|[thl[%).
———

=0

Comme D?f(a) est bilinéaire, il vient
t? s 2
fla+th) = f(a) + 5 D°f(a)(h, h) + o(|[th][).

En passant a la limite quand ¢ — 0, on obtient

Y (G L (O R (L

t—0 12 t—0 t2

On voit que

Jim =
o 2 S0 enls T

2 2
AIE) _ 1y iy L) _
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D’ou

sz(a)(h,h) — 9lim f(CL+ th) - f(a)

t—0 t2 Z O

Comme D?f(a)(0g,0g) = 0, on conclut que D?f(a)(h,h) > 0 pour tout h € E.[J

Remarque 6.1.1 La réciproque de la Proposition 6.1.1 est fausse. Considérons la fonc-
tion f: R? — R définie par f(z,y) = 2° — 3y>. On a Df(a)(h) = h12L(a) —|—h23—£(a) pour
tous a = (ay,az),h = (hy, hy) € R%. Notons que

(Of

%(aj,y):O 27 =0
Df(z,y) =0 < et < 4§ et < (z,y) = (0,0).
af 2
et - — 9y =0
\ ax(ﬂc‘,y) 0 y

D-ailleurs, D?f(0,0)(h, h) = h3%£(0,0) + 2h1hy 2L (0,0) + h32£(0,0) = 2h2 > 0 pour
tout (hy, he) € R% On déduit que si f admet un extremum relatif en a € R? alors a = (0,0)
et il est un minimum. Mais, pour tout voisinage V' de (0,0), on peut trouwver deux points
(20,0),20 > 0 et (0,40),y0 > 0 tels que (29,0),(0,y0) €V et f(xg,0) =22 >0, f(0,40) =

—2y3 < 0. On conclut que (0,0) n’est pas un minimum de f.

Proposition 6.1.2 (condition suffisante)
Sotent U un ouvert d’un evn E et f : U — R une fonction deux fois différentiable en
a € U. On suppose que Df(a) = 0 et qu’il existe X\ > 0 tel que D*f(a)(h,h) > N|h||%

pour tout h € E, alors a est un minimum locale de f.

Preuve. D’aprés la formule de Taylor-Young a f, on obtient pour h € E h # Og et

a+helU:
flath) = fla) _1D°f(@)(h,h)  olllh]E)
12117 2 |l IplE
ce qui implique que 'on a
flath) = fla) & olllhlz)
1A% — 2 Rl
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Comme limy)|,—o %”H}) = 0, alors pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que si ||h|lg < ¢
E
2
on a O(””hh':LE) < e. Si on choisit ¢ = 4 > 0 il existe § = §(3) > 0 tel que pour tout
E

he B(0p,d), athel:

A
_A_2 .
11"

flath) - f(a)
1Pl1%

v

A
2

Ce qui implique que pour tout = € B(a,d) NU on a f(z) — f(a) > 0. C’est-a-dire, a est

un minimum locale de f.[J

Remarque 6.1.2 En dimension finie, l'existence de X\ > 0 tel que D?f(a)(h,h) > M|h||%
pour tout h € E équivaut a D?f(a)(h,h) > 0 quel que soit h # Op. En effet, il suffit de
remarquer que la fonction continue h — D?f(a)(h, h) atteint son minimum sur la sphere
unité qui est compacte car E est de dimension finie. Par bilinéarité de D*f(a) on en
déduit l’inégalité voulue avec

A= min D?f(a)(h,h).

[hll=1

De plus, si la matrice hessienne de f en a, c’est-a-dire la matrice symétrique réelle de

. 32f . L. . . N
CO@]%CZ(???IS B0z, (a) a des valeurs propres toutes strictement pOSZtM)eS, cela equwaut a

dire que D*f(a)(h,h) > 0 quel que soit h # 0.

Proposition 6.1.3 (condition suffisante en dimension 2)
Soient U un ouvert d’un evn E de dimension 2, rapporté a une base (e1,e3) et f: U — R
une fonction de claase C? sur U. Si les dérivées partielles d’ordre 1 s’annule en un point

a de U, on pose
B 0% f B 0*f B 0% f
"7 Ba2 (@), 5= 0m8y(a) . t= Oy? (@).

o Sirt—s?>0,ilyaun extremum local en a (mazimum si v < 0, minimum sinon,).
o Sirt —s*<0,ilny apas dextremum en a (on dit qu’'on a un col en a).

o Sirt—s?>=0, on ne peut conclure directement.

Preuve. Voir le cours de calcul différentiel en dimension finie (pour la Licence). O

Nous terminons maintenant ce chapitre par la notion d’extrema liés.
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6.2 Extrema liés

Définition 6.2.1 Soient U un ouvert dun evn B, a € U et g1, ..., gp, p € N* des fonctions
définies sur U a valeurs réelles telles que gi(a) = ... = g,(a) = 0. On dit que a est un
minimum local de f sous les contraintes g1, ..., g, s’il existe un voisinage U, C U de a tel

que pour tout x € U, satisfait gi(z) = ... = go(z) =0 on a f(z) > f(a).

Définition 6.2.2 Soient U un ouvert d'un evn E, a € U et g1, ...,9p, p € N* des fonc-
tions définies sur U de classe C* a valeurs réelles. On dit que les fonctions gy, ..., g, sont
indépendantes au point a si la famille de formes linéaires continues {Dg(a), ..., Dgy(a)}

est libre.

Voici une condition nécessaire pour qu’un point soit un minimum local sous contraites.

Théoréme 6.2.1 (Théoréme des multiplicateurs de Lagrange)

Sotent U un ouwvert d’un espace de Banach E, a € U et f,g1,...,9,, p € N* des fonc-
tions définies sur U de classe C a valeurs réelles telles que g1(a) = ... = gp(a) = 0 et
les contraintes g1, ..., g, sont indépendantes au point a, c’est-a-dire la famille de formes
linéaires continues {Dgy(a), ..., Dg,(a)} est libre. Alors, si a est un minimum local de f

sous les contraintes gi, ..., gp, il existe des réels Ay, ..., A, tels que
Df(a) = M\.Dgi(a) + ... + Xp.Dgy(a).

Les nombres Ay, ..., \, sont appelées des multiplicateurs de Lagrange.

Preuve. Voir [1].00

Exemple 6.2.1 On trouve les extrema globauz de la fonction f(x,y) = xy sur lellipse
E = A{(x,y) € R*/z? — zy + y*> = 1}. Considérons g : R*> — R définie par g(z,y) =
2 —zy+y*>—1. La fonction f est continue sur le compact & = {g = 0}, alors elle possede
un minimum et un mazimum globauz atteints. Comme Vg(x,y) = 2x—y,2y—z) # (0,0)
sur €, on peut appliquer le critére de Lagrange. Pour tout extremum (x,y) € € de f il

existera A € R tel que V f(x,y) = AVg(x,y), ce qui implique que l'on a y = A\(2x —y) et
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x = M2y — x). Le nombre réel X est différent de 0 car A = 0 nous conduit ¢ x =y = 0
et (0,0) ¢ €. En multipliant I’équation y = A2z — y) par x et x = N2y — x) par y, on
obtient \(22* — xy) = zy = M2y* — xy). Comme X # 0, on peut écrire \(22? — zy) =
(2y* — zy). Ce qui implique que l'on a x = +y. On discute deuz cas : si x = y, on
obtient 1 = 22 — zy + y* = 22, d'ou (v,y) = (£1,%1). Pour de tels points f(x,y) = 1.
Si x = —y, équation x> — xy + y> = 1 donne x = +/3/3 et y = F+/3/3. Pour de tels

points f(x,y) = —1/3. On conclut que

min f(z,y) = f(£V3/3, FV3/3) = —1/3 et  max f(z,y) = f(£],+1) = 1.

(z,y)e€ (x,y)€E
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