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Chapitre 3 : Analyse des systemes avec prise en compte de certaines dépendances

3.1 Introduction

La Méthode de I'Espace d'Etat (MEE) a été développée pour l'analyse de sOreté de
fonctionnement de systéme réparable. Les arbres de défaillances, vus dans le chapitre
précédent, permettent de bonnes descriptions statiques de systeme mais ne prennent pas en
compte les reconfigurations, comme les réparations. Les premieres utilisations des
processus stochastiques dans les années 50 utilisaient des processus markoviens ; des
généralisations ont ensuite été faites. Dans cette partie nous nous concentrons sur les
processus markoviens. Andrei Markov a publie ses premiers résultats en 1906, qui ont
ensuite été géneéralisés a un espace d'états infini dénombrable par Andrei Kolmogorov en
1936. Un processus stochastique est un ensemble de variables aléatoires (X:): = 0 a

valeurs dans I’ensemble des observations. Un processus est markovien si la probabilité de

passage de I'étape présente a la suivante ne dépend pas du passée.

P(X:€A/X: €Ay, ... X1€ A1) = P(Xt€A/X: € An)

3.2 Les notions basiques de la chaine de Markov

3.2.1 Méthodologie

Pour établir un graph d’état d’un systéme, il faut prendre en considération :
> Le nombre de composants qui constituent le systeme ;
> Lastructure du systeme ;
» Le nombre de réparateur ;

» La politique de maintenance.
3.2.2 Construction

> Recenser les états E; du systeme a partir de ceux des ses composants (un systéme

ayant n composants a au plus p = 2n états).

> Définir les transitions entre les états du systéme et identifier leurs causes

(défaillances, arrét, réparation ou mise en service des composants).

> classer les états en états de fonctionnement ou états de panne.
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Chapitre 3 : Analyse des systemes avec prise en compte de certaines dépendances

3.2.3 Représentation

e Chaque état du systeme est un sommet du graphe. Il est représenté par un cercle.
A chaque état E; est associée une probabilité qui dépend du temps :
Pi(t) =P(E(t) = E)
e Chaque transition est symbolisée par une fleche dirigée de 1’état initial vers 1’état
final. A chaque transition est associé un taux défini par la probabilité conditionnelle
d’occurrence de la transition :

aij(t)dt = P(E(t + dt) = E;(E(t) = E))

Remarque 3.1 : Si la probabilité de passer de 1’état i a I’état j entre les instants t et t +

dt est a;;dt alors ay; est le taux de transition entre les états i et j.

Si les taux de transitions sont constants le processus est markovien homogeéne

3.2.4 Taux de transition
ai;j = A : Si la transition est une défaillance en fonctionnement ;

a;; = u : Si la transition est une réparation.

3.3 Systeme a 1 entité

Tous les systéemes dont I'état de fonctionnement futur ne dépend que de I'état présent
peuvent étre décrits par un processus de Markov et en particulier, ceux pour les lesquels les
probabilités de transition entre 2 états quelconques ne sont pas affectés par le temps. 1l est

alors homogeéne. C'est le cas de tous les phénomeénes a distribution exponentielle.

Adt

_ ] A | Eau Etat2
Marche Panne

Systeme

pdt

Figure 3.1 : Graphique d’état modélisent la disponibilité

3.3.1 Matrice des probabilités

On considere le systéeme simple a deux états présenté a la figure (3.1)

Conditions initiales : P(0) = (1, 0) & au départ le systeme fonctionne P1(0) =1 et P2(0) = 0.

Rappel : ' P. =1 ou E%%)=ZP1+PfO=>iCiP+1P=;VtouP\+151: 0,
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Chapitre 3 : Analyse des systemes avec prise en compte de certaines dépendances

Pi(t+ dt) = P1(t) X (1 — Adt) + P2(t) X udt

Pa(t + dt) = P1(t) X Adt + P2(t) X (1 — udt)

Sous forme matricielle, on obtient :

1—Adt Adt

(P(t+dt) P (t+dt)=(P (@) P (1) X[ ]
1 2 1 2 pdt 1 —udt
=>P(t+dt)=P(t) xM
ol 1—Adt Adt ( _ ) ® S N \
M= udt 1— #dt] est la matrice des probabilités qui caractérise le systeme

On développe et on ordonne
dPi(@) _ . Pit+dD) —Pi(®)

Tt lim A = —AP {t) + uP ¢t)
dPy(t) .. Pa(t+dt)—Pat) ~
ar n =APD) —uP &)
Remarque 3.2 : dplit) + dPl(tt) = ( est nulle.
Sous forme matricielle, on obtient : (2 2 = (P () P W)x[ =~ 7]
dt dt 1 z -
TS
dP(t)
= Pt P(t) xQ
. dp(t)_ dP1(t) dPa(t) () O -1 2
Ou = ( ) —
& o )P =0rt Pr)et =0, _,]

Cette nouvelle matrice Q, appelée matrice des taux de transition peut étre construite

aisément suivant le principe :

Etat 1 Etat 2

Etat 1 -1 A La somme des probabilités de
chaque ligne est toujours nulle

Etat 2 u —uU

Tableau 3.1 : Matrice des taux de transition

3.4 Résolution de I'équation différentielle

Les équations obtenues par le graphe d’état de Markov sont indiqué ci-dessous :

PO _ _ap @)+ 4P ©

dt 1 2 1(t) = —AP1(t) + uP2(t) ... ... (*)
- dz_(t) =P () —pP () 7 {122‘ ()= 2P1(O) ~ kPAD) . .. ()
t

Nous savons que ), Pi=1= P1(t) + P2(t) =1
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Chapitre 3 : Analyse des systemes avec prise en compte de certaines dépendances

Donc P2(t) =1 — P1(t) ... .... (1)
Si en remplacant (1) en (*) nous obtenons ce qui suit:

(*) = P1(t) = =AP1(t) + u(1 — P1(t)) = P1 (t) + AP1(t) — u(1 — P1(t)) = 0
=P (t) + AP1(t) —u+ pP1() =0
= P1 (t) + AP1(t) + puP1(t) =
= P1(t) + (A + wPi(t) = u

Equation homogeéne : Pi(t) + (A + p)P1(t) = 0
Solution homogene: Pu(t) = Ce-(+mt
Solution particuliére : Pp(t) =A

Pl(t)=A=oP'gt)=0Donc(l+u)A=y:A=“

A+u
Solution globale : P (t) = Ce~G+we +#
1 A4u
Les conditions initiales étant P1(0) = 1 et P»(0) =0
P (0) = Ce® + # >1=C+ H
1 A+u A+u
>C=1-"_
A+u
=>C =L
A+p
L'équation finale devient : P (t) = Le—(l-f-y)t_'_ ko
A+u A+p
La disponibilité vaut: A(t) =P (t) = ie—(}tﬂl)t_'_ B
1 A+p A+p

L’indisponibilité vaut: 1 — A() =P () =" (1 — e~y
2 A+u

Exemple 3.1
Application numérique : A =0.2 et u=0.7
Donc A(t) = P1(t) = 0.22e-09t+0.77 et 1 — A(t) = P2(t) = 0.22(1 — e—09%)

1 0.25

0.95 0.2 \

0.15 \

0.9

Disponibilité [P (1]
]
i
Indisponibilté [P (t)]
[e]
B

0.8 0.05 \

N

0.75 o

o 2 a 6 8 10 o 2 4 6
Temps Temps

Figure 3.2 : Disponibilité et indisponibilité du systéeme pour A = 0.2 et u = 0.7
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3.5 Systéme a 2 entités
3.5.1 Dispositif non réparable

A+ A2

Série

AB AB + AB

Parallel

1

Figure 3.3 : Dispositif non réparable d’un systéme a deux entités

3.5.2 Dispositif réparable

A _
AB
Série
| | - AB 2
AB
U2
AB
M 1,
Parallel
U2
AB

Figure 3.4 : Dispositif réparable d’un systéme a deux entités
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3.6 Simplification

Quand on modélise un systéme avec une chaine de Markov, on rencontre le probléme
de I'explosion combinatoire des états puisque la chaine a a priori 2" états pour un systeme
de n éléments a 2 états. Il est néanmoins possible de réduire la taille de la chaine en
agglomérant des états. Cela suppose que les composants soient identiques avec les mémes
taux de défaillance et de réparation. Dans le cas d'un systéme & deux composants actifs, on
peut simplifier les chaines vues ci-dessus de la sorte. L'état i correspond a I'ensemble des

états ou il y a i pannes.
A
é | é | i @
Tl 2
u u
2 réparateurs
1 réparateur
Figure 3.5 : Simplification la chaine de Markov & deux composants

3.7 Redondance

On appelle redondance I’existence dans une entité de plus d’un moyen pour accomplir

une fonction requise.
3.7.1 Redondance active ou chaude

Dans laquelle tous les moyens sont mis en ceuvre simultanément. Lorsque le systeme
fonctionne si et seulement si au moins un de ses composants fonctionne, on dit que les
composants sont en redondance active.

Dans la redondance k sur n le systeme fonctionne si et seulement si au moins k

composants parmi les n fonctionnent

—] B

Figure 3.6 : Redondance active
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3.7.2 Redondance passive ou froide (séquentielle, en attente, de réserve)

Dans laquelle une partie des moyens est en fonctionnement, le reste en attente, un
dispositif assurant la commutation. Lorsque les composants sont en redondance passive le
composant Si est normalement en fonctionnement et les autres composants sont en attente,

un seul composant fonctionne a la fois, quand il tombe en panne, un autre prend la releve.

A

B

Figure3.7 : Redondance passive
Exemple 3.2

Un systeme PV est supposé fonctionner sur 30 ans, nous divisons cette période en
quatre (4) intervalles (T1, T2, T3 et T4) de 7 ans chacune :

la7ans(T1),

8aldans(T2),

15a 21 ans (T3),

22 & 28 ans (T4).
Période Tl T2 T3 T4
début 0.9 0.06 0.04 0
Défaut mineurs 0 0.5 0.3 0.2
Défaut majeur 0 0 0.3 0.7
Défaillance 0 0 0 1
complete

Tableau 3.2 : Matrice de transition des probabilités

Les différentes études faites sur le terrain ont montré que la dégradation d’un
systéeme photovoltaique est évaluée a 1% par année.
Il ya quatre états possible pour construire la chaine de Markov, les probabilités sont
déterminées suite aux résultats des inspections. Au début, le systéme est bon.

La matrice des probabilités est donnée ci-dessus :
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Chapitre 3 : Analyse des systemes avec prise en compte de certaines dépendances

0.9 0.06 0.04 0]

0 05 03 02
0 0 03 0.7

|
0 0 0 1]

Les quatre états du systéme photovoltaique sont :

E1 : systéme en bonne condition.

E2 : systeme avec une dégradation partielle et est totalement opérationnel.
E3 : systéeme avec la majorité des défauts et est partiellement opérationnel.
E4 : systeme complétement défaillant.

Les états E, sont définis compte tenus des seuils des caractéristiques du systéme étudié :

Le systeme PV est en bon état de fonctionnement au début, ce qui peut étre traduit par
p:(0)=1
La probabilité du systeme apres :

- Premiere inspection ou apres 7 ans est :

09 0.06 004 O]

P@P®P@PA)= [0 05 03 02y pmyp@myp@pr@)
1 2 3 4 0 0 03 07 0 0 0 0

0 0 0 1
09 006 004 O

0 0 03 0.7

(= e@PmpP@Pa)= | 0 05 93 A2 x1000
(0 0 0 1J|

= (P1(1) P2(1) P3(1) P4(1)) = (0.9 0.06 0.04 0)

P,(1) =0.9

P,(1)=0.06

P,(1)=0.04
P(1)=0

=

- Seconde étape :

09 006 004 O

0.2
(P1(2) P22) P22 Pu2) = | | 065 gg MHGIORIGIIORINS

0 0 1
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Chapitre 3 : Analyse des systemes avec prise en compte de certaines dépendances

09 0.06 004 O
0 05 03

0 0 03 07
0 0 0 1

(*)= (P1(2) P2(2) P3(2) P4(2)) = x (0.9 0.06 0.04 0)

= (P1(2) P2(2) P3(2) P4(2)) = (0.81 0.084 0.066 0.04)

P.(2) =081
P,(2)=0.084
P,(2)=0.066

¢ Pi(2)=0.04
- Troisieme étape :

=

09 006 004 O
o 05 03 02 .
PR PP PE)= | | 0.7\><(P1(2)P1(2)P1(2)P1(2))()

0 0 o0 1J
0.9 006 004 O
0 05 03
0 o0 03 07
o 0 0 1

(*)= (P1(3) P2(3) P3(3) P4(3)) = x (0.81 0.084 0.066 0.04)

= (P1(3) P2(3) P3(3) P4(3)) = (0.729 0.0906 0.0774 0.103)
P,(3) =0.729
P,(3) =0.0906
P,(3)=0.0774

¢ P:(3)=0.103

=

Exercice 3.1

La figure ci-dessous représente le graphe de Markov d’un systéme en redondance active

a un réparateur :

u u

1- Déterminer la matrice de taux de transition.
2- Ecrire I’équation d’état de la chaine de Markov.

3- Déterminer P1(t)
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Solution

La matrice de taux de transition :

21 2 0
M= —(@+21) 1]
0 —o

Equations d’états

—21 22 0
dPi(t) dPa(t) dPs(), [ —(@+2) 1] x (Pi(t) P2(t) P3(D))
dt dt dt 0 —0a
PO __p (t) + 8P (t) (Eq1)
B ' :
P2 _oap (6 — @+ )P (6) + 8P (&) (Eq2)
#1@) ' 2 3
P _ b 0 —ep (0 (Eq3)
{ dt 2 3

Déterminons la probabilité P1(t) :

(Eq1l) = P1(t) + 2AP1(t) = BP2(t)

=P ({)="P @) +P(t) (Eqd
2 1 1

Sien remplagant (Eq4) dans (Eq2) donc en obtient :

(Eq2) = _ P(t)+ P(t)—ZAP(t)—(I+A)><)1' (t)+ P(t)]+IP(t)
@ @ 2

OnaPi(t) + Pz(t) + P3(t) =1 = P3(t) =1 — P1(t) — Pz(t)

(Eq2) = _ P(t)+ P(t)—ZAP(t)+(l+/1)>< }—" (t)+ P(t)]
Al Al
X [1 = P1(t) — P2(t)]
1 () 24 () () B+42 () 2Ax@+A) ()

_ _ 3 - - - 7 g
=>P1t+P1t 2AP1 t + Pit + Pit

+ @AP1(t) + @AP2(t)

=1p @ +2p (t)—zzp(t)+f_)P(t)+(w)P(t) 3+ P (1)
2

+l><f:P o+ 24 P(t)]

=1p 0 +2p B+ M)P(t) 2+ BP (1)

+ P1(t) + 2AP1(t) =0

33
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1 2 B+ 218+ 242
= Pl(t) + [ + 1] P1(t) + [-24 + + @+ 24] P1(t) =
:iP (t) + (3/1+25 p (t)+ (2/1+2/12ka (t) —
1 1 1

=R (t) + B2+ 20)P; (t) + (2AR+ 242 + ER)P1(t) = E2(*) Equation différentielle

d’ordre deux
Résoudre 1’équation différentielle

- Lasolution homogene :

S2(t) + (314 2B)S(t) + 280+ 2424+ =0 (Eq5)
a=1
{b=31+20

c =20+ 2% +

Calcule le déterminant A:
A= b2 — 4ac = A= (31 + 20)% — 4 x (218 + 212 4 BR)
= A= 912 + 120 + 4P — 8Ap — 842 — 42

—A=22 4428 (0 C=A>0
>0
_ —h=A _ —3A—2u—A*FETT_
Les solutions de 1’équation (Eg5) sont {1 2a. 2
S _ —b+VA _ —31—2p+VA2+4 2B
a 2a 2

Donc la solution homogéne de 1’équation différentielle est : P1(t) = AeS1* + BeS*

- Lasolution particuliere:

Pit)=K=PR (t)=0etR (t)=0
(*)= A+ 222+ BOK =

2

= K=
208+ 272 + @2

72
La solution Particuliere est : P (t) =

1 2A0+212+ 22

- Lasolution générale :

P1(t) = AeSt* 4 BeS2' + i
2AR+ 222 4 R
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Déterminons A et B :

Les conditions initiales sont P1(0) =1etPA (0) =0

2

200+ 272 + @2

Pi(t) = Aesit + BeS2t + = P(t) = AS1e51t + BSzes2t

Donc A (0) = AS1+ AS; = AS1+ BS2=0
S1

=B=—A
S2
P,(0)=A+B 2 A+B iy .
=A+B + = A+B+ _
' 208+ 222+ B 200+ 222+ PP
_2AE+2A2
= A+B= 2AE+2124-12
7] 2
S2 2704272+ @12
S2=51 22B+272
= (= == "
( S2 )A 2AE+2124-12

S2 27B+222
— A=(*
(Sz—)51( 2/1+232+2
S1 27B4+222
B=-(")¢
(52—51 ) /’l+2/’12+2)

Donc:
) 220+ 222 S 220 + 212 Tt
P+(t) = ( Sit _ sat 4

1) ‘52—51)(2,1p+2,12+u2)e (sz—sl)(z,m+2,12+u2)e 20+ 222 + 12

y S2 2A0+ 212

B (52 = 51) S Y yEEG
S, 228 + 222

B=—( ) ( ) = P1(t) = AeStt + BeS?t + K

S2— 81 2AB+ 222+ P

K= i
{ 200+ 242 + @2

3.8 Calcul de la fiabilité

Pour calculer la fiabilité d'un systeme représente sous forme d'une chaine de Markov, il
faut modifier la chaine de fagon a éliminer toutes les transitions de réparation d'un état de
panne vers un état de fonctionnement. Les états de panne deviennent alors absorbants.
Ainsi la nouvelle chaine de Markov associée a un systeme en redondance active a 2

composants devient
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K

Figure 3.8 : Chaine de Markov a deux composants pour calculer la fiabilité
La fiabilité du systeme est :  R(t) = Yic ¢tat de fonctionnement Pi(t)
Exercice 3.2 : Les mémes données que dans I'exercice précédent (Exercice 1), sauf que
1=0,6 et u=0,3.
o Déterminer P1(t), P2(t) et P3(t)
e Calculer lafiabilité du systéme.
Solution

Afin de calculer la fiabilité, nous éliminons d'abord la transition de réparation d'un état
de panne.

Aprés avoir fait cette étape, nous obtenons la figure ci-dessous :

0.6

2x0.6

0.3

1- Déterminons P1(t)

Equations d’état de la chaine de Markov :

-12 12 0
La matrice de taux de transitionest:M =[ 0.3 —0.9 0.6]
dP1(t) 0 0 0
— = —1.2P1(t) + 03P(t) (Eq6)
= D _q5p (t) — 0.9P (¢t) (Eq7)
—Igt(t) 1 2
P30 _ o 6p ® (Eq8)
{ dt 2
(Eq6) = 0.3P (t) = aP(6) +1.2P ()
2 T 1
=P ()= ' xp (©)+1.2P ()]

0.3
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(Eq7) = * x [P () + 1.2P ()] = 1.2P () + 0.9 x[ L x [P () + 1.2P (8)]] =0
0.3 1 1 1 0.3 1 1
= '"P(t)+ 4P (t) - 1.2P (t) + 3P (t) + 3.6P (1) =0
03 1 1 1 1 1

= P1 (t) + 1.2P1 (t) — 0.36P1(t) + 0.9P 1(t) + 1.08P1(t) = 0
= P1 (£)+2.1P1 (t) + 0.72P1(t) = 0

En résoudre I’équation S2 + 2.1S + 0.72 =0

Calcule le déterminant A :

A=(21)?-4x%(0.72) = A4=1.53

S _=b=VA_ —21—VIS3_ 4 o
Lessolutionsde1’équations:ont{1 2a. 2___
_=b+VA _ —21+153
S= _— = —0.43

Donc : P1(t) = Ae™ 167t 4+ Be™043¢

Déterminons AetB :
Les conditions initiales sont: P1(0) =1et P (0) =0

P1(t) = Ae~167t + Be=043t = P |(t) = —1.67Ae~167t — (0.43Be~043t
B(0)=0=-1.67A—0.43B=0
=
Pi(0)=1=A4+B=1
—=A—3884=1

= A=-035et B=135 [P1(£) = —0.35e-167¢ + 1.35e04%

2 - Déterminons la probabilité P2(t)

(Eq7) = P2 (t) = 1.2P1(t) — 0.9P(t)

= P, (t) + 0.9P2(t) = 1.2P1(¢)

= P, (t) + 0.9P2(t) = —0.42e-167t+1,62¢-043t  (*) Equation différentielle
d’ordre 1

- Lasolution homogene :

P2 (t) + 0.9P2(t) =0
S+09=0=5=-09

Donc la solution homogene est : P2(t) = Ce—09t
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- Lasolution particuliére :

P:(t) = ae167t+he~043t = P, (t) = —1.67ae~167t -0.43pe—043t
(*)= —1.67ae~ 67t -0.43be~0*3 + 0.9ae 67 +0.9be 043t = —0.42e 67 +1.62¢ 043¢

= —0.77ae-167t + 0.47be~043t = —0.42e-167+] 62e 043t
—0.77a =—-042 a =0.55

= oamm=162 — =345

La solution particuliére est : P2(t) = 0.55e-167t +3.45¢—043t

- Lasolution geénérale :

Py(t) = Ce %9t + 0.55e7 167t 43,45 043¢
La condition initiale est P2(0) =0

0=C+4=C=-4

[Po(0) = —4e~ "% + 0.55¢~ 167 +3.45¢ 043¢ |

3-Déterminons la probabilité P3(t)
P1(t) + P2(t) + P3(t) =1 = P3(t) =1 — P1(t) — P2(t)

= P3(t) =140.35¢-167t — 135043t 4 4¢=09t — (. 55¢~167t -3 45¢—043t

=P3(t) =1 — 0.2e"167t + 4¢-09t — 48043t |

R(t) = Zie état defonctionnementpi(t) = R(t) = Pl(t) + Pz(t)

Déterminons la fiabilité du systeme

= R(t) = —0.35e-167t + 1,35¢043t — 4-09t
0_559—1.67t +3.459—0.43t

=[R(t) = 0.2e 1071 — 47091 4 4 8= U431
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3.9 Avantages et limites

3.9.1 Avantage

» Possibilité de prendre en compte les systemes complexes avec des
redondances ;

» Méthode trées utile pour évaluer la disponibilité, la fiabilité et la

maintenabilité des systémes réparables.
3.9.2 Limites

> Représentation difficile pour les systémes de grande taille ;

» Calculs numériques complexes (risque d’explosion combinatoire).
3.10 Exercices proposes
Exercice P3.1

Donner la chaine de Markov associée aux systemes suivants :

A
— A B — A B
B ) -
C
C
Systeme 1 Systéme 2 Systeme 3

Exercice P3.2

Donner la forme générale de la chaine de Markov d’un systéme de n composants en redondance active
avec k réparateur
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