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 مـــــقــــدّمـــة

  
 

من الوحدة التّعليميّة الأساسيّة لطلبة السّنة الأولى رياضيّات  2تضمّ هذه المطبوعة محتوى مقرّر مادّة الجبر
  .فصول أربعةالذّي ارتأينا أن نقسّمه إلى  الجبر الخطّي أسسا في مضمونه يتلخّص. ليآوإعلام 

  
عليها و قواعد  أهمّ الأمثلةو  يتعلّق الفصل الأوّل بالفضاءات الشّعاعيّة، الذّي نتطرّق فيه لتعريف هذه البنية 

 خواص والنّظريّاتبعد أن نتعرّض إلى الأساس و البعد في فضاء شعاعي، سنرآّز على أهمّ ال. الحساب فيها
  .في حالة البعد المنتهي المتعلّقة بهذه البنية

ثمّ نرآّز على تلك التّي تؤثّر  ، نتطرّق في الفصل الثّاني إلى التّطبيقات الخطّية بين الفضاءات الشّعاعيّة عموما
  .حيث نسلّط الضوء على نظرية الأبعاد وأبرز نتائجها على فضاءات شعاعيّة ببعد منته

بعد أن نتعرّض إلى . أداة عمليّة ومفيدة جدّا في الجبر الخطّي هي المصفوفات، الثّالث في الفصلسندرج  
بين فضاءات شعاعيّة ببعد ( تعريفها، أنواعها والعمليّات عليها، سنربط الصّلة بينها وبين التّطبيقات الخطيّة

بهذه  مفهوم أو خاصّية تتعلّق ليخص آفي الجزء الأخير من هذا الفصل، حيث سيجد القارئ فيما  ) منته
  .والعكس بالعكس  بالنّسبة للمصفوفاتما يقابلها  ،التّطبيقات

بعد أن نقدّم تعريفات وصياغات . من هذه المطبوعة لدراسة جمل المعادلات الخطّية خيرسنخصّص الفصل الأ
جمل ال( يّة لأنواع خاصّة منها مبدئ ئجونتا) صيغة تابعيّة، شعاعيّة ومصفوفيّة( مختلفة لجملة معادلات خطّية 

بما فيها إيجاد الحلول في حالة  (دراسة هذه الجمل ل الطّريقة العامّةتناول ، سن)متجانسة و جمل آرامرال
  . باستعمال الصّيغة المصفوفيّة  ) هاوجود

  
لبعض  وضّحامو يعتبر بعضها ملحقا للدّرس  ،سلسلة من التّمارين مفصّلة الحلّ ، سنقدّم مع نهاية آلّ فصل

  .، آما نقترح سلسلة أخرى من التّمارين الإضافيّة التّي نترك حلّها للقارئملاحظاته
  

ن أنّ المادّة العلميّة المقدّمة في هذه المطبوعة، تفترض أنّ القارئ ملمّ بالمبادئ الأساسيّة م ، تجدر الإشارة هنا
التّي تناولها و )  الزّمرة، الحلقة و الحقل (ساسيّة العلاقات بينها وآذا البنى الجبريّة الأنظريّة المجموعات و

  .1القارئ الطّالب في مادّة الجبر
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   دليل الرموز المستعملة
K                                                                                                                    بديليحقل ت  
E                                                                                                                 فضاء شعاعي  
K−فضاء شعاعي على الحقل                                                                                    ش -فK  
  فضاء شعاعي جزئي                                                                                    ج             -ش-ف

nK                                                                                      الجداء الديكارتي للحقلK ،n مرة  
E0                                                                                                               الشعاع المعدوم  

K0                                                                                                     المقدار السلمي المعدوم  
( )EDA   E في D مجموعة مجموعة آلّ التّطبيقات من                                                                ,

[ ]nvvv ,,, 21 K                                                            الفضاء الشعاعي المولّد بالأشعةnvvv ,,, 21 K  
( )Edim                                                                                             بعد الفضاء الشعاعيE  

21 EE    2Eو  1E الشعاعيين الجزئيين مجموع الفضاءين                                                              +

21 EE   2Eو  1E الشعاعيين الجزئيين فضاءينلل المباشر مجموعال                                                 ⊕
1−f                                                                                              للتطبيق  التطبيق العكسيf  
fg o                                                                                              ترآيب التطبيقينf  وg  

( )fker                                                                                                نواة التّطبيق الخطّيf  
( )fIm                                                                                            صورة التّطبيق الخطّي f  
( )frang                                                                                             رتبة التّطبيق الخطّيf  

EI                                                                                       المطابق في المجموعة  التطبيقE  
( )21, EEL                                                                      1من  فضاء التطبيقات الخطّيةE 2نحوE  
( )

nj
miija
≤≤
≤≤

1
)الدّرجة  مصفوفة من                                                                                      1 )nm×  

( )KM nm,                                       المصفوفات من الدّرجة فضاء( )nm×  ذات العناصر في الحقلK  
( )KM n                                      دّرجة من ال المربعة  المصفوفاتفضاءn  ذات العناصر في الحقلK  

nI                                                                                         حياديّة من الدّرجة المصفوفة الn  
TA                                                                                                         منقول المصفوفةA  
ijA                                                    المصفوفة النّاتجة عن المصفوفةA  بحذف السّطرi والعمودj  

fM                                                                                  المصفوفة المرافقة للتّطبيق الخطّيf  
1−A                                                                                    لـ أو المصفوفة المعاآسة  مقلوبA  

( )Adét  أوA                                                                                            محدد المصفوفةA  

∑
≠

+→
ij

jii LLL                        التحويل المصفوفي الذي يضيف للسطر رقمi مزج خطي لبقية الأسطر  

∑
≠

+→
ij

jii CCC                      حويل المصفوفي الذي يضيف للعمود رقم التi مزج خطي لبقية الأعمدة  

( )Acij                                                                 معامل مرافق( )ji,  )cofacteur  ( للمصفوفةA  
( )Arang                                                                                                   رتبة المصفوفةA  

( )BA                                                            المصفوفة الموسّعة النّاتجة عنA بإضافة العمود B  
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 الفضاءات الشّعاعيّة .1

  
 .بنية الحقل التّبديلي Kنفرض في آلّ ما يأتي أنّ للمجموعة 

  
  تعريفات وخواص أوّليّة 1.1

  
إذا  ش،  -ف−K، ونكتب باختصار Kقل بنية الفضاء الشّعاعي على الح Eنقول إنّ للمجموعة : تعريف

  :مزوّدة بقانونين Eآانت 

                         ( ) ( ) xxyxyx
EEKEEE
.,,

:.2,:1
αα aa +
→×→×+

  

  
  بحيث يحقّق هذين القانونين الشّروط التّالية

). أ )+,E زمرة تبديليّة.  

xxEx. ب K =∈∀ .1:  

). ج ) ( )xxExK ...:,, βααββα =∈∀∈∀  

).  د ) yxyxEyxK ...:,, αααα +=+∈∀∈∀  

). ه ) xxxExK ...:,, βαβαβα +=+∈∀∈∀  

  

  1ةملاحظ
)يمكن تضعيف تعريف الفضاء الشعاعي وذلك باستبدال الشّرط  . أ )+,E  زمرة تبديليّة  بالشّرط( )+,E 

  ).1انظر إلى التّمرين (زمرة 

بالقانون الدّاخلي  و قانون التّرآيب  E في .و   +القانونين ش فإنّنا نسمّي  -ف−E K إذا آان . ب

 .على الترتيب الخارجي

تجري العادة على استعمال رمز بالمقادير السّلميّة أو العدديّة؛ و Kبالأشعّة وعناصر  Eنسمّي عناصر   . ت

  .Eالشّعاع بالنّسبة لعناصر 

  
  1 لامث
)ليكن   . أ ),.,+K  43421حقل تبديلي، وليكن K

foisn

n KKK ××= ( )*INn∈ . نتحقق بسهولة أنnK  مزوّد

)بالقانونين التّاليين  ) ( ) ( )nnnn yxyxyyxx ++=+ ,,,,,, 1111 KKK  ؛

( ) ( )nn xxxx .,,.,,. 11 λλλ KK الموجودة على يمين المساواة هما العمليّتان الدّاخليّتان  .و   + ( =

ي ونستنتج إذن أنّ آلّ حقل تبديلي هو فضاء شعاع. Kهو فضاء شعاعي على الحقل  ) K في الحقل

 .على نفسه



6 
 

، Kفضاء شعاعي على الحقل  Eو )ليست مزوّدة ببنية جبريّة بالضرورة ( غير خالية  مجموعة Dلتكن   . ب

)ولتكن  )EDA )نعرّف في . Eفي  Dمجموعة آلّ التّطبيقات من  , )EDA  القانونيين التّاليين  ,

)من أجل آلّ        )EDA ,∈gf   :K∈λومن أجل آلّ  ,

( )( ) ( ) ( )xgxfxgf )؛    +=+ )( ) ( )xfxf .. λλ =  

) المجموعة أنّ نتحقق بسهولة   )EDA        .Kمزوّدة بهذين القانونيين لها بنية الفضاء الشّعاعي على الحقل  ,

بالنسبة للقانون الدّاخلي هو الشعاع  fالشعاع المعدوم في هذا الفضاء هو التطبيق المعدوم ونظير شعاع ( 

( )f−   المعرّف بـ( )( ) ( ) Dxxfxf ∈∀−=−( 

  
  

    قواعد الحساب في فضاء شعاعي
  

  لدينا القواعد التّالية. ش -ـ فE Kليكن : قضية
  

                                               
EKE

EE

EK

xx
K

xEx

000..3
00.:.2

0.0:.1

=∨=⇒=
=∈∀

=∈∀

αα
αα  

  
  البرهان

  
)لدينا  .1 ) )(1.0))((.00.0.0 xxxxxxxx KKKEKK −++=−++=+=  

  في تعريف الفضاء ) ب(والتجميع للقانون الداخلي وآذا الشرط ر الحيادي أين استعملنا خاصية العنص    

  . الشعاعي

)  في تعريف الفضاء الشعاعي، لدينا ) ه(الآن باستعمال الشرط  ) ( )xxx KKK 101.0 +=+   

  ثانية نجد) ب(إذن باستعمال الشرط 

( ) EKKKK xxxxxxx 0)()(1)(1.0.0 =−+=−+=−++=  

  

 ، نجد ) ه(الشرط عوض ) د(بنفس الطريقة، وباستعمال الشرط  .2

( ) ( ) EEEEEEE xxxxxxxx 0)()(0)(0.))((0.00.0. =−+=−++=−++=−++=+= αααααααααααα
  

Exليكن  .3 0. =α نفرض أن ،K0≠α  1إذن يوجد−α  بحيثK11 =− αα وبالتالي 

( ) ( ) EEK xxxx 00.1 111 ===== −−− ααααα  

  .2والقاعدة   )ج(أين استعملنا الشرط           
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 شّعاعي الجزئيالفضاء ال  2.1
  

ونكتب  Eأنّه فضاء شعاعي جزئي من  Eمن  Fنقول عن جزء غير خال . ش -ـ ف E Kليكن    تعريف

  إذا تحقّق ما يلي     ج ، -ش -فباختصار 

                                                                         
FxKFx

FyxFyx
∈∈∀∈∀

∈−∈∀
.:,.2

:,.1
αα

    

  

}و  Eش فإن  –ـ ف E Kإذا آان  مثال }E0 ج من -ش -هي فE  ش -ج بديهية وآل ف-ش -فتسمى-

  .ج ذاتي-ش -فيختلف عنهما يسمى  Eج من 

 

  2ملاحظة 

إذا وفقط إذا آان  Eج من -ش-ف Fفإن ش -ـ فE Kإذا آان
FF×

و   +
FK×

اقتصار القانونين الداخلي ( .

  .Kبنية فضاء شّعاعي على الحقل ب Fيزوّدان المجموعة  ) Fعلى المجموعة الجزئية  Eوالخارجي في 

  
  

  خاصّية
21 ج  فإنّ -ش  -ف 1E،2Eإذا آان . ش -ـ ف E K ليكن EE   .ج  -ش  -ف ∩

  
 البرهان

  
,21ليكن  .1 EEyx ,1، هذا يعني أن  ∋∩ Eyx ,2و آذلك  ∋ Eyx ∈ 

1Eyx في تعريف الفضاء الشعاعي فإن. 1قطة إذن حسب النج -ش  -ف 1E،2Eبما أن  2Eyxو آذلك  −∋ ∈− 

21وبالتالي  EEyx ∩∈− 

  

21ليكن  .2 EEx في تعريف . 2النقطة ، إذن حسب ∋2Exو آذلك  ∋1Ex، هذا يعني أن K∈αو  ∋∩

21وبالتالي  2Ex∈αو آذلك  1Ex∈αالفضاء الشعاعي فإن  EEx ∩∈α 

21 وعليه فإنّ  EE   ج-ش  -ف ∩

  
  3 ملاحظة

21فإنّ  E يج من فضاء شعاع-ش  -ف 1E،2Eإذا آان  EE ج بالضرورة، والشّرط -ش  -ليس ف ∪

21اللاّزم و الكافي لذلك هو أن يكون  EE 12أو  ⊇ EE وهو في الواقع الشّرط ) 3التّمرين إلى انظر ( ⊇

  .زمرتين جزئيتين، زمرة جزئيةاللاّزم والكافي الذّي يجعل اتّحاد 
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  ة، المجموعة المستقلة خطيا والمجموعة المولدة، الأساس والبعدج الخطّيوالمز  3.1
  

nvvvش ولتكن  -ـ ف E Kليكن    تعريف ,,, 21 K  أشعّة منE  وnααα ,,, 21 K  مقادير سلّميّة من الحقل

K . نسمّي الشّعاعnn vvv .,.. 2211 ααα ++ K ا خطّيّا للأشعّة مزجnvvv ,,, 21 K  ذو المعاملات

nααα ,,, 21 K.  

  

nvvvمولّد بالأشعّة  Eنّ الفضاء أنقول  تعريف ,,, 21 K   أو أنّ المجموعة{ }nvvv ,,, 21 K  تولّدE  ونكتب

[ ]nvvvE ,,, 21 K= ، إذا آان آلّ شعاع منE  هو مزج خطّي للأشعّةnvvv ,,, 21 K .  

  
  الاستقلال الخطّي والارتباط الخطّي

  
nvvvنقول أنّ الأشعّة . ش - ـ فE Kليكن   تعريف ,,, 21 K  مستقلّة خطّيّا إذا آان من أجل أيّ مقادير

nαααسلّميّة  ,,, 21 K بحيث: Enn vvv 0.,.. 2211 =++ ααα K  ّفإن  Kn 021 ==== ααα K أي  

                              niv KiE

n

i
ii ,,100.

1
K=∀=⇒=∑

=

αα  

nvvvونقول أنّ الأشعّة  ,,, 21 K  مرتبطة خطّيّا إذا لم تكن مستقلّة خطّيّا أي إذا وجدn  مقدار سلّمي

nααα ,,, 21 K بحيث  ليست آلّها معدومة         E

n

i
ii v 0.

1
=∑

=

α  

  
  

  الأساس والبعد
  

}نقول أنّ مجموعة الأشعّة . ش -ـ ف E Kليكن   يفتعر }nvvv ,,, 21 K  هي أساس للفضاءE  إذا تحقّق ما
     يلي

nvvvالأشعّة . 1                          ,,, 21 K مستقلّة خطّيّا.  
                          2 .[ ]nvvvE ,,, 21 K=  

  
فضاء شعاعي ذو بعد  Eنقول أنّ  فإنّنا n تهعدد أشعّ Eوجد أساس لـإذا  . ش - ـ فE Kليكن    تعريف

)ونكتب  nمنته  ) nE =dim  وإذا لم يوجد للفضاءE  ّأساس منته نقول أنE و بعد هو فضاء شعاعي ذ

)غير منته ونكتب  ) ∞=Edim.  

  
   4 ملاحظة

 انظر(ليس وحيدا إلاّ أنّ جميع الأسس لها نفس عدد الأشعّة ) ببعد منته(رغم أنّ الأساس في فضاء شعاعي  

  .وهو ما يبرّر التعريف السّابق للبعد) السلسلة الإضافيّة من 6التّمرين  إلى
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}إذا آانت المجموعة    تعريف }nvvv ,,, 21 K  تشكّل أساس للفضاءE وv  شعاع منE يكتب على الشّكل :

nn vvvv .,.. 2211 ααα ++= K  فإنّنا نسمّي المقادير السّلميّةnααα ,,, 21 K  مرآّبات الشّعاعv  في الأساس

{ }nvvv ,,, 21 K.  

  

nvvvش و  - ـ فE Kليكن    خاصّية ,,, 21 K  أشعّة في الفضاءEن؛ لدينا إذ:  

{ }nvvv ,,, 21 K  أساس للفضاءE آلّ شعاع من   إذا وفقط إذا آانE  يكتب بصورة وحيدة على شكل مزج

nvvvخطّي للأشعّة  ,,, 21 K  

  
 البرهان

  
}نفرض أن  }nvvv ,,, 21 K اس للفضاء أسEأن  ستلزم، هذا ي{ }nvvv ,,, 21 K  تولّدE  آلّ وينتج بالتالي أن

nvvvيكتب على شكل مزج خطّي للأشعّة  Eشعاع من  ,,, 21 K ويكفي إذن إثبات وحدانيّة هذه الكتابة.  

nnبحيث  ∋Evليكن  vvvv .,.. 2211 ααα ++= K  وأيضاnn vvvv .,.. 2211 βββ ++= K ( )Kii ∈βα , 

  

)إذن                          ) ( ) ( ) Ennn vvv 0.,.. 222111 =−+−+− βαβαβα K  

  
}وبما أن  }nvvv ,,, 21 K  فإن ) لأنها أساس(مستقلّة خطيا( ) ( ) ( ) Knn 02211 =−==−=− βαβαβα K 

nn فإن  وبالتالي βαβαβα === ,,, 2211 K   

  .هذا يعني أن الكتابة وحيدةو

  
nvvvيكتب بصورة وحيدة على شكل مزج خطّي للأشعّة  Eأن آلّ شعاع من  لنفرض الآن ,,, 21 K هذا ،

}يؤدي مباشرة أن  }nvvv ,,, 21 K  تولدE  

}يكفي إذن إثبات أن   }nvvv ,,, 21 K مستقلّة خطيا  

nαααلتكن  ,,, 21 K  مقادير سلميّة بحيثEnn vvv 0... 2211 =+++ ααα K   

EnKKK لدينا أيضالكن  vvv 0.0.0.0 21 =+++ K  وبما أن الكتابة وحيدة فإنKn 021 ==== ααα K 

}وهذا يعني أن  }nvvv ,,, 21 K مستقلّة خطيا  
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  الفضاءات الشّعاعيّة ذات البعد المنتهي  4.1
  

 
  .آلّ فضاء شعاعي مولّد بعدد منته من الأشعّة يحتوي على أساس منته  1نظريّة  
  
    نالبرها 
  

}ش مولّد بعدد منته من الأشعّة  -  ف -E ،Kليكن  } niiv  نإذا آانت هذه الأشعّة مستقلّة خطّيا فهي إذ. 1≥≥

  .Eأساس للفضاء 

}فلتكن  ،إذا لم تكن هذه الأشعّة مستقلّة خطّيا  } miiv nmحيث  1≥≥ يمكن  مجموعة مستقلّة خطّيا أآبرهي   >

}ستخراجها من المجموعة ا } niiv بذلك تكون الأشعّة . )آعلاقة ترتيب في المجموعات الاحتواء نقصد هنا( 1≥≥

( ) im vvvnim ,,,1 1 K≤≤+ مقادير سلّميّة  إذن فتوجد ،مرتبطة خطّياim λλλ ,,,1 K  ليست آلّها معدومة

   يكون بحيث

Eiimm vvv 011 =+++ λλλ K  

)0≠iλ  0لأنّه إذا آان=iλ تصبح الأشعّة( ) im vvvnim ,,,1 1 K≤≤+ مستقلّة خطّيا .(  

immiiوبذلك يكون  vvv =−−− −− λλλλ 1
11

1 K  من أجل( )nim الي فإنّ آلّ مزج خطّي للأشعّة وبالتّ 1+≥≥

{ } niiv }هو مزج خطّي للأشعّة  1≥≥ } miiv وبالتّالي   Eهذه الأخيرة مجموعة مولّدة للفضاء وهذا يعني أنّ ،1≥≥

  .أساس لهذا الفضاء

  
   1يجةنت 

  ينتج من برهان النّظريّة السّابقة ما يلي 

  

}انت الأشعّة إذا آ . أ } niiv }وآانت  Eتولّد الفضاء  1≥≥ } miiu mnأشعّة مستقلّة خطيّا فإنّ  1≥≥ ≥  

)إذا آان  . ب ) nE =dim  ّفإنّ أيn في خطّيا  شعاع مستقلّةE هتكون أساسا ل. 

}إذا آانت  . ت } niiv }فإن أآبر مجموعة مستقلة خطيا يمكن استخراجها من  Eتولّد الفضاء  1≥≥ } niiv تشكل  1≥≥

 .Eأساس لـ 

  
)( nببعد منته يساوي ش  -ف - E ،Kليكن   2نظريّة   ) ∞<= nEdim.( إذا آانت { } miiv أشعّة  1≥≥

nmمستقلّة خطيّا حيث  nmفإنّه يمكن إيجاد أشعّة  > vv ,,1 K+ تجعل المجموعة { } niiv   .Eفضاء أساس لل 1≥≥
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  البرهان 
  
}ليكن   } niiu ≤≤1   . E أساس للفضاء 

nuuإذا آان آلّ من  ,,1 K  مزجا خطّيا للأشعّة{ } miiv بما أنّ مولّدا بهذه الأخيرة و Eعندئذ يكون الفضاء  1≥≥

{ } niiu mnمستقلّة خطّيا فإنّ  1≥≥ nmلكن فرضا ) )أ( 1نتيجة ( ≥ }يوجد  نإذ > } niii uu ≤≤∈ 11
ليس مزجا  

}خطّيا للأشعّة  } miiv Emmiوبالتّالي إذا آان  1≥≥ vvu 0111
=+++ λλλ K ّفإن  Km 01 ==== λλλ K 

فإنّ  K0≠λلأنّه إذا آان (
1i

u  يكون مزجا خطّيا للأشعّة{ } miiv أنّ  وهذا يعني) وهذا خلاف للفرض 1≥≥

miالأشعّة  vvu ,,, 11
K  1مستقلّة خطّيا وهكذا حصلنا  على+m مستقلّة خطّيا شعاع.  

  

nmإذا آان   }بنفس الطّريقة يوجد شعاع واحد بين الأشعّة ،  1+> } niiu مثلا  1≥≥
2i

u  ليس مزجا خطّيا

miللأشعّة  vvu ,,, 11
K  2فبإضافة هذا الِشّعاع للمجموعة الأخيرة نحصل على+m ا مستقلّة خطّياشعاع .

  .شعاع مستقلّة خطّيا nوهكذا إلى أن نحصل على 

)بما أنّ   ) nE =dim  فإنّ المجموعة التّي نحصل عليها تكون أساسا للفضاءE )ب( 1نتيجةحسب ال((.  

  
   5 ملاحظة

  .أشعّة مستقلّة خطّيا في فضاء شعاعي ببعد منته يمكن تكملتها إلى أساس تعني أنّ أيّ 2النظريّة  

  

  .Eج من -ش-ف Fو  nيساوي ببعد منته  Kفضاء شعاعي على حقل  Eليكن   3نظريّة 

)إذن   ) ( )EF dimdim )وإذا آان  ≥ ) ( )EF dimdim EFفإن  = =.  

  

    البرهان
  

F  ببعد منته لأنه فضاء شعاعي جزئي من فضاء ببعد منتهفضاء شعاعي.   

} من أجل  } miiv }الأشعة  بما أن ،F أساس لـ 1≥≥ } miiv ) أ(  1حسب النتيجة ه، فإنE في مستقلّة خطيّا 1≥≥

mn )              وهذا يعني أن  ≤ ) ( )EF dimdim ≤.  

  

)إذا آان  ) ( )EF dimdim EFمولدان بنفس الأشعة وبالتالي  Fو  Eفإن هذا يعني أن  = =.  
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 والفضاءات المكملة المجموع المباشر لفضاءين شعاعيين جزئيين، المجموع  .5.1

  
  نتحقق بسهولة أن المجموعة التالية. Eج من -ش-ف 1E  ،2Eش و  -ف -E ،K إذا آان

         { }21,: EvEuvu   .وهذا يقودنا إلى التعريف الآتي Eج من -ش-هي ف +∋∋

  

  .Eج من -ش-ف 1E  ،2Eش وليكن  -ف -E ،K ليكن:  تعريف

21ونرمز بـ  2Eو  1Eنسمّي مجموع الفضاءين   EE   الفضاء الشعاعي الجزئي التالي   +

  

{ }2121 ,: EvEuvuEE ∈∈+=+  

  

}وإذا آان بالإضافة إلى ذلك  }EEE 021 21فإننا نقول أن المجموع مباشر ونكتب  ∩= EE ⊕  

  
و  1Eمجموع مباشر لـ  E، فإننا نقول أن Eج من -ش-ف 1E  ،2Eش و  -ف - E ،K إذا آان ملاحظة

2E يلي    إذا تحقق ما  

            

{ }⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∩

+=∈∃∈∃∈∀

EEE

vuwEvEuEw

0

:,,

21

21

  

  

  كافئتينالقضيتين الآتيتين مت. Eج من -ش-ف 1E  ،2Eش وليكن  -ف - E ،K ليكن: 4 نظريّة

1.  21 EEE ⊕= 

vuwعلى الشكل   بصورة وحيدةيكتب  Eمن  wآلّ شعاع  .2  .∋2Evو  ∋1Euحيث  =+

  

  البرهان

vuيكتب على الشكل  Eمن هذا يؤدي مباشرة إلى أن آلّ شعاع محققة، . 1لتكن  و  ∋1Euحيث  +

2Ev∈ .ويكفي إذن أن نثبت أن الكتابة وحيدة.  

2211بحيث  ∋Ewنفرض أنّه يوجد  vuvuw ,121من أجل  =+=+ Euu ,221و  ∋ Evv ∈.  

1221إذن  vvuu ,121، وبما أن  −=− Euu 121فإن  Eج من -ش-ف  1Eو  ∋ Euu وآذلك، بما أن  −∋

221, Evv 212فإن  Eج من -ش-ف  2Eو  ∋ Evv ∈−  

211221وهذا يعني أنّ  EEvvuu ∩∈−=−  
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21لكن ، وبما أنّ  EEE }فإن  =⊕ }EEE 021 Evvuuوبالتالي  ∩= 01221 =−=−  

21إذن  uu 12و  = vv   .ةمحقق. 2وعليه فإن  =

  

21، وهذا يستلزم مباشرة أن محققة. 2لنفرض الآن أن  EEE و يكفي إذن أن نثبت أن  =+
{ }EEE 021 =∩  
21ليكن  EEw لي فإن وبالتا) ج-ش-ف 2Eلأن ( −∋2Ewو  ∋1Ew، هذا يستلزم أن ∋∩

21)( EEww EEEwwلكن  +−∋+ 000)( +==−+  
Ew أنّ. 2إذن ينتج من  }وهذا يعني أنّ  =0 }EEE 021 =∩.  

  
  .Eج من -ش-ف 1E  ،2Eش وليكن  -ف -E ،K ليكن:  تعريف 

21إذا آان  Eفي  2Eمكمّل لـ  1Eفضاءين مكملين أو نقول أن  1E  ،2E نقول أن EEE ⊕=  
  

  4تية تنتج مباشرة عن النظريةالخاصية الآ
  

من  wآلّ شعاع إذا وفقط إذا آان  Eفي  2Eمكمّل لـ  1Eفإن  Eج من -ش-ف 1E  ،2E إذا آان خاصية
E  على الشكل   بصورة وحيدةيكتبvuw    .∋2Evو  ∋1Euحيث  =+
  

  لدينا إذن. Eج من -ش-ف 1E  ،2Eوليكن ببعد منته ش  -ف - E ،K ليكن: 5نظريّة 

                ( ) ( ) ( ) ( )212121 dimdimdimdim EEEEEE +=∩++  

  

  البرهان

  

}ليكن  }pvvv ,,, 21 K  21أساس لـ EE )أي  ∩ ) pEE =∩ 21dim.  

121بما أن  EEE 221وأيضا  ∩⊃ EEE }، المجموعة 2، فإنه حسب النظريّة∩⊃ }pvvv ,,, 21 K يمكن

}وليكن  1Eإلى أساس لـ تكملتها }rpp vvvvv ′′ + ,...,,,,, 121 K  

}وليكن  2Eتكملتها إلى أساس لـو يمكن أيضا  }spp vvvvv ′′′′ + ,...,,,,, 121 K   

)وهذا يعني أن  ) rE =1dim  و( ) sE =2dim  

  

}لنبرهن الآن أن المجموعة  }sprpp vvvvvvv ′′′′′′ ++ ,...,,,...,,,,, 1121 K 21هي أساس لـ EE +  

21ليكن  EEz yxzبحيث  ∋2Eyو  ∋1Ex هذا يعني أنه يوجد ∋+ +=.  

Krpp إذن يوجد ∈+ ααααα ,...,,,,, 121 K بحيث  
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rrpppp vvvvvx ′++′+++= ++ ......,.. 112211 ααααα K  

Ksppو يوجد  ∈+ βββββ ,...,,,,, 121 K بحيث  

sspppp vvvvvy ′′++′′+++= ++ ......,.. 112211 βββββ K  

  وبالتالي فإن 

( ) ( ) ( ) sspprrppppp vvvvvvvyxz ′′++′′+′++′++++++=+= ++++ ...........,.. 1111222111 ββααβαβαβα K

  

}وهذا يعني أن   }sprpp vvvvvvv ′′′′′′ ++ ,...,,,...,,,,, 1121 K 21تولّد EE +  

  

Kpsrrrppالآن لتكن  ∈−+++ λλλλλλλ ,...,,,...,,,,, 1121 K بحيث      

  

( )∗=′′++′′+′++′++++ −+++++ .....................0...... 11112211 Espsrprrrpppp vvvvvvv λλλλλλλ K  

  

  نستنتج من الكتابة السابقة أن

  

( ) spsrprrrpppp vvvvvvvx ′′++′′=′++′++++−= −+++++ λλλλλλλ ...... 11112211 K  

  

21وبالتالي فإن  EEx ∩∈.  

  

}بما أن  }pvvv ,,, 21 K  21أساس لـ EE Kpفإنّه توجد  ∩ ∈γγγ ,,, 21 K  بحيث  

  

                        spsrprpp vvvvv ′′++′′=+++ −+++ λλγγγ ...112211 K  

  

Espsrprppوهذا يستلزم أن      vvvvv 0...112211 =′′−−′′−+++ −+++ λλγγγ K  

  

}وبما أن  }spp vvvvv ′′′′ + ,...,,,,, 121 K  2لـ لأنها أساس(مستقلّة خطّياE ( فإن  

  

Kpsrrp 0...121 ======= −++ λλγγγ K  
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)بالرجوع إلى  Errppppنجد أن       ∗( vvvvv 0...112211 =′++′++++ ++ λλλλλ K  

  

}والآن ، بما أن  }rpp vvvvv ′′ + ,...,,,,, 121 K  1لأنها أساس لـ (مستقلّة خطّياE (فإن  

  

Krpp 0...121 ======= + λλλλλ K  

  

} هذا يعني أنو  }sprpp vvvvvvv ′′′′′′ ++ ,...,,,...,,,,, 1121 K 21لـ  فهي بالتالي أساس مستقلّة خطّيا EE +.   

  

)              إذن  ) ( ) ( ) ( )212121 dimdimdimdim EEEEpsrEE ∩−+=−+=+  

  

  

  لدينا إذن. Eج من -ش-ف 1E  ،2Eش ببعد منته وليكن  -ف -E ،K ليكن: 2نتيجة

                             ( ) ( ) ( )2121 dimdimdim EEEE +=⊕  
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  تمارين الفصل الأوّلسلسلة 
 

  1التّمرين 
  
بѧѧرهن أنّ شѧѧرط التّبѧѧديل للقѧѧانون الѧѧدّاخلي فѧѧي تعريѧѧف الفضѧѧاء الشѧѧّعاعي ، يمكѧѧن برهانѧѧه انطلاقѧѧا مѧѧن بقيѧѧّة           

)أحسب بطريقتين : مساعدة. ( الشروط )( )yxKK ++ .11 (   
  

  الحلّ
إذا اسѧѧتعملنا علѧѧى الترتيѧѧب الشѧѧرط د فѧѧي تعريѧѧف   . Eشѧѧعاعين آيفيѧѧين مѧѧن   ,yxـѧѧ ف ش ولѧѧيكن E Kلѧѧيكن 

  الفضاء الشعاعي ثم الشرط ه وأخيرا الشرط ب فإننا نجد
( )( ) ( ) ( ) yyxxyyxxyxyx KKKKKKKKKK +++=+++=+++=++ .1.1.1.1.11.11.11  

  
أمّا إذا استعملنا على الترتيѧب الشѧرط ه فѧي تعريѧف الفضѧاء الشѧعاعي ثѧم الشѧرط د وأخيѧرا الشѧرط ب لحسѧاب            

  فإننا نحصل على س المقدارنف
( )( ) ( ) ( ) yxyxyxyxyxyxyx KKKKKKKK +++=+++=+++=++ .1.1.1.1.1.1.11  

  
yxyxyyxxوبالتالي                             +++=+++  

  على يمينها نجد yعلى يسار طرفي المساواة السابقة و نظير  xالآن بترآيب نظير 
  

( ) ( ) ( ) ( )yyxyxxyyyxxx −+++++−=−+++++−  
  

  ستعمال التجميع وتعريف النظير في زمرة نحصل علىبا
  

EEEE xyyx 0000 +++=+++  
  

  .وأخيرا نخلص إلى النتيجة المطلوبة بمجرّد استحضار تعريف العنصر الحيادي في زمرة
  
 

    2التّمرين 
  

}مجموعة آلّ التّطبيقات المعرّفة على المجموعة  Eلتكن   1E،2Eولتكن  IRوتأخذ قيمها في  2,1,0,...,9{
  المعرّفة آما يلي Eالمجموعتين الجزئيّتين من 

                   ( ) ( ){ }10:1 ffEfE =∈=            ،( ) ( ){ }21703:2 −=+∈= ffEfE  
  .؟ أوجد بعدها في حالة الإيجابIRفضاءات شعاعيّة على  E ،1E،2Eهل 

  
  

  الحلّ
  بالقانونين مزوّدة Eفإنّ  ) )أ( 1ارجع للمثال ( فضاء شعاعي على نفسه  IRبما أنّ .1
  

( )( ) ( ) ( )xgxfxgf )؛    +=+ )( ) ( )xfxf λλ = :,, IREgf ∈∀∈∀ λ  
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ما هي إلاّ المجموعة  ، في هذه الحالة Eحيث أنّ  ) )ب( 1ارجع للمثال (  IRهي فضاء شعاعي على 

{ }( )IRA ,9,...,2,1,0(  
  

Efffتّطبيقات نعتبر ال ∈910   آما يليالمعرّفة  ,,...,
   

{ } ( )
⎩
⎨
⎧

≠
=

==∈∀
ji
ji

jfji iji :0
:1

:9,...,1,0, δ  

  
}لنبرهن أنّ  } 90 ≤≤iif  أساس للفضاءE.  

...0ليكن        991100 =+++ fff λλλ        حيثIR∈910 ,...,, λλλ  
}:             هذا يعني أنّ } ( )( ) 0...:9,...,1,0 991100 =+++∈∀ ifffi λλλ  

  فإنّ  Eإذن حسب تعريف القوانين في الفضاء 
{ } ( ) ( ) ( ) 0...:9,...,1,0 991100 =+++∈∀ ifififi λλλ  

  
)لكن تعريف التطبيقات  ) ifi 90 }يجعل  ≥≥ } ( ) ( ) ( ) iifififi λλλλ =+++∈∀ 991100 ...:9,...,1,0  

  ممّا يؤدي إلى
{ } 0:9,...,1,0 =∈∀ ii λ  

}وبالتالي فإن   } 90 ≤≤iif خطّيا مستقلّة.  
 

}لنبرهن الآن أنّ  } 90 ≤≤iif  مجموعة مولّدة للفضاءE.  
  

Efليكن   IR∈910لنعيّن  ∋ ,...,, λλλ    بحيث يكون  
  

                                                    991100 ... ffff λλλ +++=  
  

90جل آلّ  إذن من أ ≤≤ i  ّفإن     :  
( ) ( ) ( ) ( ) iifififif λλλλ =+++= 991100 ...  

  
Efفينتج بالتالي أنّه من أجل آلّ  ∈  :  

  
( ) ( ) ( ) 910 9...10 fffffff +++=  

  
}وعليه فإن  } 90 ≤≤iif  مجموعة مولّدة وهي بالتالي أساس للفضاءE . إذنE  هو فضاء شعاعي علىIR  بعده

10.  
  

  .Eج من -ش-ف 1Eلنبرهن أنّ .2
  

  .Eوهو بالتالي جزء غير خال من  1Eواضح أنّ التطبيق المعدوم عنصر من 
  
,1يكن الآن ل Egf IR∈βαوليكن  ∋   لدينا ,
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )111000 gfgfgfgf βαβαβαβα +=+=+=+  
  

1Egfوبالتالي  ∈+ βα . 1إذنE ج من -ش-فE.  
  

}، أنّ المجموعة )آما في الجزء الأوّل( نبرهن بسهولة  }94320 ,...,,,, ggggg المعرّفة بــ  
  

( ) ( )
( )⎩

⎨
⎧

≤≤=
==

920
110

0

00

iig
gg

   ،{ } { } ( ) iji jgji δ=∈∀∈∀ :9,...,1,0,9,...,2  

  
  .9بعده  IRهو فضاء شعاعي على  1Eوبالتالي  1Eهي أساس لــ 

  
,2ليكن . 3 Egf )لدينا إذن     ∋ ) ( ) 21703 −=+ ff         وأيضا( ) ( ) 21703 −=+ gg    وبالتالي  
   

( )( ) ( )( ) 41703 −=+++ gfgf  
  
2Egfهذا يعني أنّ        IRوهو وبالتالي ليس فضاء شعاعي على  Eج من -ش-ليس ف 2Eومنه   +∌
  )2للملاحظة ارجع (
  

    3التّمرين 
  
  . شعاعيّين جزئيين  فضاءين 1E،2Eوليكن  Kفضاء شعاعي على الحقل  Eليكن  

21نفرض أنّ . 1 EE 12و ⊅ EE 11أوجد . ⊅ Ev 22و ∋ Ev 2121بحيث  ∋ EEvv ∪∉+. 
21استنتج أنّ . 2 EE 21هو فضاء شعاعي جزئي إذا وفقط إذا آان ∪ EE 12أو  ⊇ EE ⊆.  
  

  الحلّ
  
21بما أنّ . 1 EE 211فإنّه يوجد  ⊅ EEv 12و بما أنّ  ∋− EE 122فإنّه يوجد  ⊅ EEv −∈  

121لنبرهن أنّ  Evv 121إذا فرضنا العكس، أي . +∌ Evvv ∈+=.  
,11ج و -ش-ف 1Eبما أنّ  Evv 11فإنه  ∋ Evv ∈+−  

)هذا يعني أنّ  ) 1211 Evvv   وخاصية التجميع للقانون الداخلي تؤدي إذن إلى −++∋
  

( ) 122211 0 Evvvvv E ∈=+=++−  
  

211وهذا تناقض مع آون  EEv 121وبالتالي  ∋− Evv ∉+  
221و بالمثل نستطيع أن نبرهن أيضا أن  Evv 2121أنّ و هذا يعني  +∌ EEvv ∪∉+  

  
21إذا آان . 2 EE 12أو  ⊇ EE 221فإن  ⊇ EEE 121أو  ∪= EEE 21و بالتالي فإن ∪= EE   .ج -ش-ف ∪

21أمّا إذا آان  EE 12و ⊅ EE 2111يوجد  ، 1نه حسب السؤال ، فإ⊅ EEEv و يوجد   ∋⊃∪

2122 EEEv 2121بحيث  ∋⊃∪ EEvv ∪∉+  
21ممّا يعني أنّ  EE   ج-ش-ليس ف ∪
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  4التّمرين 

  
: جموعة التّاليةنعتبر الم IRعلى الحقل  3IRالشّعاعي  في الفضاء 

( ){ }032:,, 3 =+−∈= zyxIRzyxF   
  .3IRفضاء شعاعي جزئي من  Fبرهن أنّ  .1
 .أوجد أساس لهذا الفضاء ثمّ استنتج بعده .2
 

  الحلّ
  
)واضح أنّ  .1 ) F∈0,0,0  وبالتّاليF  3جزء غير خال منIR. 

)من أجل   ) ( ) Fzyxzyx ∈′′′ IR∈βαومن أجل  ,,,,,   فإنّ   ,
  

 ( ) ( ) ( )zzyyxxzyxzyx ′+′+′+=′′′+ βαβαβαβα ,,,,,,         
  ولدينا    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 000323232 =+=′+′−′++−=′++′+−′+ βαβαβαβαβα zyxzyxzzyyxx        
  

 )( ) 032 =+− zyx  لأن( ) Fzyx )و   ,,∋ ) 032 =′+′−′ zyx  ّلأن( ) Fzyx ∈′′′ ,,      (  
)وبالتالي    ) ( ) Fzyxzyx ∈′′′+ ,,,, βα  ّوعليه فإنF 3ج من -ش-فIR.  
 
)ليكن  .2 ) FzyxV ∈= 032، لدينا أوّلا ,, =+− zyx  ّوعليه فإنyxz 32  و بالتّالي     =−+
 

( ) ( ) ( ) ( )3,1,02,0,132,,,, yxyxyxzyxV +−=+−==  
  

)هذا يعني أنّ   ) ( )[ ]3,1,0,2,0,1 −=F )F  مولّد بالمجموعة( ) ( ){ }3,1,0,2,0,1 − (       

  من جهة أخرى، لدينا 

 

( ) ( ) ( ) 0
032

0
0

0,0,03,1,02,0,1 ==⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=
=

⇔=+− βα
βα

β
α

βα  

  

  
)ممّا يثبت أنّ   ) ( ){ }3,1,0,2,0,1 )إذن . Fمجموعة مستقلّة خطّيا وهي بالتالي أساس لــ  − ) 2dim =F  
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  5التمرين 
  
الفضاء الشّعاعي الجزئي المولّد بالمجموعة  1Eوليكن  IRعلى الحقل 4IRالفضاء الشّعاعي Eنعتبر  

( ) ( ) ( ) ( ){ }2,4,5,2,0,1,1,2,1,2,4,1,0,1,2,2 4321 −−=−=−== vvvv 2وE  الفضاء الشّعاعي الجزئي المولّد

)بالمجموعة  ) ( ){ }4,3,2,1,5,4,1,2 21 == ww.  

  

)ثمّ استنتج   2Eو 1Eأوجد أساس لكلّ من .1 )1dim E و( )2dim E.  

 ؟  Eإلى أساس للفضاء  1Eلفضاء هل يمكن تكملة أشعّة أساس ا.2

 
  الحلّ

}لتكن .1 }43211 ,,, vvvvG هو أآبر مجموعة مستقلّة خطّيا يمكن  1Eفإن أساس  )ت( 1ةتيج، إذن حسب الن=

  .1Gاستخراجها من 

  

  .هي أآبر مجموعة مستقلّة خطّيا 1Gتكون  لندرس إمكانيّة أن

  

  لدينا      

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
−=

⇔

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−
=−−+
=−++
=+++

⇔=++

43

42

41

42

4321

4321

4321

4411 2

02
042
0542
0222

0 4

λλ
λλ
λλ

λλ
λλλλ
λλλλ
λλλλ

λλ
IR

vv K
  

  

14إذن مثلا من أجل  =λ      نجد( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,0,0,02,4,5,20,1,1,21,2,4,120,1,2,2 =−−+−−−+−  

 )ليست أآبر مجموعة مستقلّة خطّيا(مرتبطة خطّيا  1Gوهذا يعني أنّ 

  

نختبر الآن إمكانيّة أن تكون أآبر مجموعة مستقلّة خطّيا مشكّلة من ثلاث أشعّة ولنختار المجموعة ل

{ }431 ,, vvv rrr على سبيل المثال 

  

                          0

02
04
052

0222

0 431

4

431

431

431

443311 4 ===⇔

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=−−
=−+
=++

⇔=++ λλλ

λ
λλλ
λλλ
λλλ

λλλ IRvvv 
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}هذا يعني أنّ  }431 ,, vvv 1وعة مستقلّة خطّيا يمكن استخراجها من مستقلّة خطّيا وهي بالتّالي أآبر مجمG.  

}إذن  }431 ,, vvvB )وعليه فإنّ  1Eتشكّل أساس لــ  = ) 3dim 1 =E. 

  

يست وحيدة، وهو ما يفسّر ل 1Gتجدر الإشارة هنا، أنّ أآبر مجموعة مستقلّة خطّيا يمكن استخراجها من 

الاختيار الذي انطلقنا منه عند اختبارنا لإمكانيّة أن تكون المجموعة مشكّلة من ثلاث أشعّة وعليه فإنّ الأساس 

 .وحيدآلّ الأسس المستخرجة الممكنة  عدد عناصرالمستخرج بهذه الطريقة ليس وحيدا ولكنّ المؤآد أنّ 

 . تشكّل أآبر مجموعة مستقلّة خطّيا 1Gال أنّ آلّ ثلاث أشعّة من ويمكن أن نتحقق بسهولة، في هذا المث

 

}من أجل  }212 ,wwG ر هي أآب 2E )2Gمستقلّة خطّيا وهي بالتّالي أساس لــ  2G، فإنّنا نتحقّق بسهولة أنّ =

)وعليه فإنّ ). مجموعة مستقلّة خطّيا ) 2dim 2 =E. 

  

)(منته  Eبما أنّ بعد الفضاء 2. ) 4dim =E ( 1آما أنّ أساس الفضاءE  هو مجموعة مستقلّة خطّيا فيE 

آلّ مجموعة أشعّة :  2وذلك حسب النظريّة  Eإلى أساس للفضاء  1Eأساس الفضاء فإنّه يمكن تكملة أشعّة 

  )5ارجع للملاحظة (مستقلّة خطّيا في فضاء شعاعي ببعد منته يمكن تكملتها إلى أساس 
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  مقترحةسلسلة تمارين                                                  
  

  1التّمرين 
=×∗ لتكن    IRIRE  .نعرّف على  E القانونين التّاليين:  

               ( ) ( ) ( )21212211 ,,, yyxxyxyx ++=+       ،( ) ( )yxyx αα ,, =•    
  ؟ IR ونين فضاء شعاعي على الحقلمزوّدة بهذين القان Eهل المجموعة 

  
  2التّمرين 

  .Kعلى الحقل  E. ش-من الف. ج.ش.في آل حالة من الحالات التالية، عين تلك التي تمثل ف 
  
}               .أ } IRKIREcbaIRcbaE ==≤++∈= ,, 1:),,( 32223

1  
        
}                  .ب } IRKIREcaIRcbaE ===+∈= ,, 0:),,( 33

2      
).       ج ){ } ( ) IRKIRIRAEIRxxfxfIRIRAfE ==∈∀−=−∈= ,,, ),()(:, 3

  

).                   د ){ } ( ) IRKIRIRAEfIRIRAfE ===∈= ,,, 0)1(:, 4
  

  
  

  3التّمرين
  :ادرس الاستقلال أو الارتباط الخطّي للمجموعات التّالية 
 1. ( ) ( ){ }1,1,2,1,0,1   .IRعلى الحقل 3IRفي الفضاء الشّعاعي  −
 2. ( ) ( ) ( ){ }0,1,1,2,1,1   .IRعلى الحقل 2IRفي الفضاء الشّعاعي  −
 3. ( ) ( ){ }x

IR
i

iiii
exfIRIRff α

αααα =→ +
∈ + )حيث  ::/ ) ∗∈INiiα متتالية متزايدة في+IR في ،

)الفضاء )+IRIRA ,  
  

  4التّمرين 
}في أيّ حالة تشكّل المجموعة  IRعلى الحقل 3IRفي الفضاء الشّعاعي }321 ,, vvv rrr

أساسا لهذا الفضاء، ثمّ  
)أوجد مرآّبات الشّعاع   )1,3,0=vr  في هذا الأساس.  

1 .( ) ( ) ( )1,1,3,0,1,1,0,0,1 321 −=== vvv rrr                2 .( ) ( ) ( )5,2,1,2,1,2,2,1,3 321 −=== vvv rrr   
                                            3 .( ) ( ) ( )1,2,1,1,1,0,0,1,1 321 === vvv rrr  

  
  5التّمرين 

  IRعلى الحقل 3IRالتّي تجعل الأشعّة التّالية مستقلّة خطّيا في الفضاء الشّعاعي  αأوجد قيمة  
                                       ( ) ( ) ( )ααα ,1,1,1,,1,1,1, 121 −−=−−=−−= vvv rrr

  
  

  6التمرين 
  Kفضاء شعاعي على الحقل  Eليكن  

nvvبرهن أنّه إذا آانت . 1 r
K

r 11وآانت  Eأشعّة آيفيّة في  1,, ,, +nuu r
K

r   مزوجا خطّية للأشعّةnvv r
K

r ,,1 
  )nاستخدم البرهان بالتّراجع على : مساعدة.(فإنّ هذه الأخيرة مجموعة مرتبطة خطّيا

  .لها نفس عدد الأشعّة Eمنته فإنّ جميع أسس  Eاستنتج أنّه إذا آان بعد . 2
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  التّطبيقات الخطّية . 2
  

  تعريف وخواص أوليّة 1.2
  

21ليكن   تعريف , EE  فضاءين شعاعيّين على نفس الحقلK  وليكنf  1تطبيق منE  2فيE . ّنقول أنf 
   :يلي اتطبيق خطّي إذا تحقّق م

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )xfxfKEx
yfxfyxfEyx

ααα =∈∀∈∀
+=+∈∀

:.2
:,.1

1

1
r  

  
   :ويمكن آتابة الشّرطين السّابقين في شرط واحد آما يلي

  
( ) ( ) ( )yfxfyxfKEyx βαβαβα +=+∈∀∈∀ :,,, 1 

 
  1 ملاحظة

  
12تطبيقا خطّيا بين  فضاءين شعاعيّين  fإذا آان  .1 , EE  على نفس الحقلK  ّخطّية فإنf  فقطلا تتعلّق 

12فضاءين الشعاعيّين مباشرة ببنية ال أيضا بصيغته ولكنّها ترتبط , EEفيمكن أن يكون نفس التّطبيق ،، 

لبنية إذا غيّرنا هذه اولا يكون آذلك  ، 2E) أو ( و  1Eين الشعاعيّين فضاءلل بنية معيّنة إذا اعتبرناخطّيا 

 .)2لتّمرين إلى ا انظر( 

 

باعتباره فضاء شعاعيّا ( Kحو ن E، فإن آلّ تطبيق خطي من Kفضاء شعاعي على حقل  Eإذا آان  .2

  .يسمى شكلا خطّيا) على نفسه

  

12 ليكن  خواصّ , EE  فضاءين شعاعيّين على نفس الحقلK   وf  1تطبيق خطّي منE  2فيE . لدينا

  :نإذ

) .أ )
21

00 EEf )  .ب،              = ) ( )xfxfEx −=−∈∀ :1  

  

  البرهان

)تماثل بين الزمرتين  f التطبيق الخطي عن آوننتج مباشرة الخواص المذآورة ت )+,1E و( )+,2E  

   

؛ لذلك تعريف التطبيق الخطي، عمليّة ترآيب التّطبيقات والتّطبيق العكسيمن بسهولة  القضيّة الآتية تنتج

  .سنقتصر على برهان الجزء الأول منها
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321ليكن   :1قضيّة ,, EEE  فضاءات شعاعيّة على نفس الحقلK وليكنf  1تطبيق خطّي منE 2 فيE  و

g  2تطبيق خطّي منE 3 فيE .لدينا إذن:  

1 .fg o  1تطبيق خطّي منE 3 فيE  

  1E في 2Eهو تطبيق خطّي من  f−1تقابلي فإن التطبيق العكسي  fإذا آان . 2
  

 البرهان
  
,1من أجل  .1 Eyx ):  ، لدينا∋ )( ) ( )( ) ( ) ( )( )yfxfgyxfgyxfg +=+=+o ) لأنf خطي(  

                                  ( )( ) ( )( )yfgxfg   )خطي gلأن (                 =+
                              ( )( ) ( )( )yfgxfg oo  )تعريف التطبيق الخطي(                          =+

  
)  لدينا ،K∈αو  ∋1Exمن أجل   )( ) ( )( ) ( )( )xfgxfgxfg ααα ==o ) لأنf خطي(  

                                         ( )( )xfgα=           ) لأنg خطي(  
                                      ( )( )xfg oα=                          )تعريف التطبيق الخطي( 

  
fgوبالتالي  o تطبيق خطّي.  

  
12ليكن   :2قضيّة , EE  فضاءين شعاعيّين على نفس الحقلK . إذا آان { }nvvv ,,, 21 K   1أساس لـE  و

{ }nuuu ,,, 21 K  2أشعة آيفية منE فإنه يوجد تطبيق خطي وحيد f  1منE 2 فيE يحقق ( ) ii uvf = 

niوذلك من أجل آلّ  ≤≤1.  

  

 :البرهان

  

}بما أن   }nvvv ,,, 21 K   1أساس لـE  ّ1فإنه من أجل آلEx∈  يوجدKn ∈ααα ,,, 21 K بحيث  

nn vvvx .,.. 2211 ααα ++= K، 
 

)                        إذن نضع   ) nn uuuxfEx .,..: 22111 ααα ++=∈∀ K 
  

)ح أنه يحقق آما أنه واض ، تطبيق خطي fنتحقق بسهولة أن  ) ii uvf niوذلك من أجل آلّ  = ≤≤1.  

)أيضايحقق  2E في 1Eمن  gلنفرض الآن أنّه يوجد تطبيق خطي آخر  ) ii uvg وذلك من أجل آلّ  =

ni ≤≤1. 

 
nnبحيث  ∋1Exمن أجل آلّ  vvvx .,.. 2211 ααα ++= K لأن (، لدينا إذنg تطبيق خطي(  
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( ) ( ) ( ) ( )nn vgvgvgxg ααα +++= K2211  

nn uuu .,.. 2211 ααα ++= K  
gfوبالتالي فإن  =  

  
  
  

  تطبيق خطّيصورة و نواة  .2.2

  

  .Kعلى نفس الحقل  2Eو 1Eفضاءين شعاعيّين  بينتطبيق خطّي  f ليكن  تعريف

)ونرمز لها بالرّمز  fنواة التّطبيق الخطّينسمّي  )fker  المجموعة( ){ }
2

0:1 ExfEx   أي ∋=

  

( ) ( ){ }
2

0:ker 1 ExfExf =∈=  

  

)ونرمز لها بالرّمز  f و نسمّي  صورة التّطبيق الخطّي )fIm  المجموعة( ){ }1: Exxf   أي ∋

  

( ) ( ){ }1:Im Exxff ∈=.  

  

  

  ، ما يليينتج مباشرة عن التعريف السابق  2 ملاحظة

( ) ( )
2

0ker 1
Eff )و     =− ) ( )1Im Eff =  

  

21ليكن  خواصّ , EE فضاءين شعاعيّين على نفس الحقلK وليكن f 1تطبيق خطّي منE 2فيE.  

  :الخواص الآتية لدينا إذن 

  

)فإنّ  2Eج من -ش -ف Hا آان إذ .1 )Hf ) وبصورة خاصّة فإنّ 1Eج من -ش -ف −1 )fker    هو 

   .1Eج من -ش -ف

  

)فإنّ  1E ج من-ش -ف Lإذا آان . 2 )Lf 2ج من -ش -فE  ّوبصورة خاصّة فإن( )fIm  هو  

  .2E ج من-ش -ف
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3 .f  متباين( ) { }⇔=
1

0ker Ef
r

  

  

4 .f  غامر( ) ⇔= 2Im Ef  

  

  البرهان

  

)ليكن  .1 )Hfyx 1, )هذا يعني أن  ∋− ) ( ) Hyfxf ∈, 

)وبالتالي  ) ( ) Hyfxf   أعلاه. إذن حسب تعريف التطبيق الخطّي والخاصية ب. ج-ش -ف Hلأن  −∋

( ) ( ) ( ) Hyxfyfxf ) وهذا يعني أن +−=−∋ )Hfyx 1−∈−  

) ليكن )Hfx )، هذا يعني أن K∈αو  ∋−1 ) Hxf ∈.  

)لدينا حسب تعريف التطبيق الخطّي   ) ( ) Hxfxf ∈=αα  لأنH ج وبالتالي -ش -ف( )Hfx 1−∈α  
  ج-ش -ف Hإذن 

  
 .1بطريقة مماثلة لـ  .2
  

 .متباين fلنفرض أن  .3
  

)ليكن   )fx ker∈ إذن ،( )
2

0Exf )وبما أن  = )
21

00 EEf )فإن  = ) ( )
1

0Efxf  يؤدي إلى  fتباينلكن  ،=

1
0Ex )وعليه  = ) { }

1
0ker Ef = 

  

 

)لنفرض الآن أن  ) { }
1

0ker Ef =  

,1ليكن  Eyx )بحيث  ∋ ) ( )yfxf )أن  يستلزم، هذا  = ) ( )
2

0Eyfxf )وبالتالي  −= )
2

0Eyxf لأن  −=

f عني أن هذا ي.  خطي( )fyx ker∈−  وبما أن( ) { }
1

0ker Ef فإن  =
1

0Eyx yxأي  −= مما يؤدي  =

  .fإلى تباين 

 

)تنتج مباشرة عن تعريف  .4 )fIm وتعريف الغمر. 
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12ليكن : 1نظريّة , EE  فضاءين شعاعيّين على نفس الحقلK   وليكن { }nvvv ,,, 21 K   1أساس لـE  و

{ }nuuu ,,, 21 K  2أشعة آيفية منE  وf  1التطبيق الخطي منE 2 فيE  الذي يحقق( ) ii uvf وذلك  =

niمن أجل آلّ    لدينا إذن. 1≥≥

1. f  متباين إذا وفقط إذا آان{ }nuuu ,,, 21 K مستقلة خطيا 

2.  f  غامر إذا وفقط إذا آان{ }nuuu ,,, 21 K  2تولدE 

3. f  تقابلي إذا وفقط إذا آان{ }nuuu ,,, 21 K   2أساس لـE 

   

  البرهان

 .2، تضمنه القضية  fلنلاحظ أوّلا أن وجود ووحدانية التطبيق الخطي 

  

nnبحيث  ∋1Exليكن  .1 vvvx .,.. 2211 ααα ++= K فإن   2، إذن حسب قضيّة 

( ) nn uuuxf .,.. 2211 ααα ++= K 

 

}إذا آان  . أ }nuuu ,,, 21 K  مستقلة خطيا فإن 

                          ( ) ( )
2

0ker Exffx =⇒∈  

                   
2

0.,.. 2211 Enn uuu =++⇒ ααα K  

                   
1

0,21 En ====⇒ ααα K   ) لأن{ }nuuu ,,, 21 K مستقلة خطيا(  

                        
1

0Ex =⇒  

)مما يعني أن   ) { }
1

0ker Ef   .متباين fوهذا يكافئ أن  =

  

متباين وفرضنا أن  fإذا آان  . ب
2

0.,.. 2211 Enn uuu =++ ααα K  

)فهذا يكافئ أن  )
2

0.,.. 2211 Enn vvvf =++ ααα K   

)وهذا يعني أن  )fvvv nn ker.,.. 2211 ∈++ ααα K  

)وبما أن  ) { }
1

0ker Ef فإن ) متباين fلأن ( =
1

0.,.. 2211 Enn vvv =++ ααα K  

Knوهذا يجعل  0,21 ==== ααα K ) لأن{ }nvvv ,,, 21 K خطيا باعتبارها أساس مستقلة(  

2.   

  

}إذا آانت  . أ }nuuu ,,, 21 K  2تولدE  2فإن آلّ شعاعEy∈  يمكن آتابته على الشكل 
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nn uuuy .,.. 2211 ααα ++= K  

)وهذا يعني أن  )nn vvvfy .,.. 2211 ααα ++= K  

)وبالتالي فإن  )fy Im∈  وعليه فإنf غامر.  

  

)بحيث  ∋1Exفإنه يوجد  ∋2Eyغامر وفرضنا أن  fإذا آان  . ب )xfy =  

nnإذن من أجل          vvvx .,.. 2211 ααα ++= K  فإنnn uuuy .,.. 2211 ααα ++= K  وهذا يعني أن    

{ }nuuu ,,, 21 K  2تولدE  

  

  2و  1تنتج مباشرة عن  .3
  

  ، نظريّة الأبعاد ونتائجهاطبيق خطّيرتبة ت.3.2

  

  .Kعلى نفس الحقل  2Eو 1Eتطبيق خطّي بين فضاءين شعاعيّين  f ليكن  تعريف

)ونرمز بالرّمز  fنسمّي رتبة التّطبيق الخطّي  )frangج -ش -، بعد الـ ف( )fIm أي  

( ) ( )( )ffrang Imdim=  

 

21ليكن   )نظريّة الأبعاد( 2 نظريّة  , EE حقل فضاءين شعاعيّين على نفس الK  حيث

( ) ( )2,1dim =∞< iEi  21وليكن: EEf   :نإذ .تطبيقا خطّيا→

( ) ( ) ( )ffE Imdimkerdimdim 1 +=  

  

  البرهان  

  سنميّز حالتين

1. { }
1

0ker Ef =  

)بالتالي فإن  متباين و f إذن  ) 0kerdim =f بيق والتطfEf Im: 1  فإنّ عليهيكون تقابلا و →

( ) ( )fE Imdimdim 1 )ومنه  = ) ( ) ( )ffE Imdimkerdimdim 1 +=  

  

2.  { }
1

0ker Ef ≠  

}نفرض أنّ  } niiv }و fkerتشكّل أساس للفضاء الجزئي  1≥≥ } miiu  ولتكن  fImأساس للفضاء الجزئي 1≥≥

{ } miinv ≤≤+ )تحقّق  1Eأشعّة من 1 ) iin uvf miوذلك من أجل آلّ  += ≤≤1.  
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)لنبرهن أنّ  ) mniiv   . 1Eتشكّل أساس للفضاء  1≥≥+

  

       لنفرض أنّ

1
01111 Emnmnnnnn vvvv =+++++ ++++ λλλλ KK  

  ن             إذ

( )
2

01111 Emnmnnnnn vvvvf =+++++ ++++ λλλλ KK   

  فإن بالتّاليو

( ) ( ) ( )
2

0111111 Emnmnnnmnmnnnnn vvfvvfvvf =++=+++++ ++++++++ λλλλλλ KKK  

  

}و  خطّي f لأنّ (  } niiv   عليه فإنّو) fkerأشعّة من  1≥≥

  

( ) ( )
2

011 Emnmnnn vfvf =++ ++++ λλ K  

  ومنه) خطّي fلأنّ ( 

2
011 Emmnn uu =++ ++ λλ K            ) ّلأن( ) ( )miuvf iin ≤≤=+ 1(  

  

}لكن  } miiu   أنّفينتج عن ذلك  )fImلأنّها أساس للفضاء الجزئي(خطّيا  أشعّة مستقلّة 1≥≥

Kmnn 01 === ++ λλ K  

  وبالتّالي فإنّ  

1
011 Ennvv =++ λλ K  

} وأيضا } niiv   فينتج عن ذلك أنّ) fkerلأنّها أساس للفضاء الجزئي(أشعّة مستقلّة خطّيا  1≥≥

  Kn 01 === λλ K  

}الأشعّة  عليه فإنّو } mniiv   . مستقلّة خطّيا 1≥≥+

  

}نبرهن أنّ  أن يكفي الآن } mniiv       . 1E تولّد 1≥≥+

)فإنّ  ∋1Exآلّ شعاع من أجل  ) fxf Im∈ ما أنّ وب{ } miiu   فإنّ  fImأساس لـ  1≥≥

( ) ( ) mm
m

m uuxfK λλλλ ++=∈∃ KK 111 :,,  

  خطّي فإنّ  fبما أنّ و 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

01111 Emmmnmn xfxfuuxfvvxf =−=++−=++− ++ λλλλ KK  

) نإذ ) fvvx mnmn ker11 ∈++− ++ λλ K  ومنه  

  

( ) ( ) nnmnmn
n

n vvvvxK ββλλββ ++=++−∈∃ ++ KKK 11111 :,,  

  

   فإنّ   وبالتّالي

mnmnnn vvvvx ++ +++++= λλββ KK 1111  

  

} هذا يعني أنّ و } mniiv   .أساس فهي وبالتّالي 1Eتولّد  1≥≥+

)      إذن   ) mnE +=1dim     يه  فإنّ    وعل ( ) ( ) ( )ffE Imdimkerdimdim 1 +=  

  

  

  .Kعلى نفس الحقل  2Eو 1Eتطبيق خطّي بين فضاءين شعاعيّين  f ليكن  3نظريّة  

  يليا م نلدينا إذ 

1 .( ) ( )1dim Efrang )و    ≥ ) ( )2dim Efrang ≤  

2 .( ) ( )1dim Efrang =⇔ f تطبيق متباين.  

3 .( ) ( )2dim Efrang =⇔ f تطبيق غامر.  

  

  البرهان

  

 )حسب نظرية الأبعاد(لدينا  .1

( ) ( ) ( )frangfE += kerdimdim 1  

) فإن                             وبالتالي ) ( )1dim Efrang ≤  

 

)وبما أن  )fIm 2ج من -ش- فE  فإن ( )( ) ( )2dimImdim Ef ≤    

  

) لكن  ) ( )( )ffrang Imdim= فإن      وبالتالي ( ) ( )2dim Efrang ≤  
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)حسب نظرية الأبعاد،  .2 ) ( )1dim Efrang )إذا وفقط إذا آان  = ) 0kerdim =f  وهذا يعني  أن 

( ) { }
1

0ker Ef  متباين  f وهذا يكافئ أن  =

 

3. f  تطبيق غامر إذا وفقط إذا آان( ) 2Im Ef )وهذا يكافئ  = )( ) ( )2dimImdim Ef وهو المطلوب =

)لأن  ) ( )( )ffrang Imdim=  

  

   2لنظريّة ا التالية حالة خاصّة من   نتيجةال 

  

)ش حيث  -ف-E،Kليكن    1 نتيجة ) ∞<= nEdim وf تطبيق خطّي للفضاءE القضايا في نفسه، ف

   ةمتكافئالآتية 

1 .f تطبيق غامر  

 2.f تطبيق متباين  

 3.f تطبيق تقابلي  

4. ( ) nfrang =  

  .Eأيضا أساس للفضاء وه fوفق التطبيق  Eصورة أيّ أساس للفضاء . 5  

  

  البرهان

  

  3ينتج مباشرة عن النظريّة  4و 3، 1،2تكافؤ القضايا 

  1وبالتالي بقية القضايا ينتج عن النظريّة 3مع القضية  5تكافؤ القضية 

  

تطبيق  f وليكن .Kعلى نفس الحقل  nفضاءين شعاعيّين ببعد منته يساوي  2Eو 1E ليكن  4نظريّة 

  القضايا الآتية متكافئة  .2Eنحو 1E منخطّي 

  
1. f تطبيق تقابلي 

2. f تطبيق متباين 

3. f تطبيق غامر 

:12يوجد تطبيق خطي  .4 EEg بحيث  →
2EIgf =o 

:12يوجد تطبيق خطي  .5 EEg بحيث  →
1EIfg =o 
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  البرهان

  

  3نظريّة الينتج مباشرة عن  3و 2، 1تكافؤ القضايا 

=−1ويكفي إذن أخذ ) 1يةارجع للقض(خطي  f−1محققة، إذن التطبيق العكسي  1لنفرض أن القضية  fg 

  5و 4 تينلتتحقق القضي

  

  .محققة  4القضية لنفرض أن 

  :       ، لدينا  ∋2Eyليكن 

( ) ( )( ) ( )( )ygfygfyIy E === o
2

  

)هو صورة الشعاع  yهذا يعني أن  )yg ) 1الذي ينتمي إلىE ( بواسطةf  وعليه فإنf تطبيق غامر  

  .مع بقية القضايا 4وبهذا يتحقق تكافؤ القضية 

  

  .محققة  5 لنفرض الآن أن القضية

)ليكن  )fx ker∈ ،إذن ( )
2

0Exf = .  

  لكن                

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
121

00 EEE gxfgxfgxIx ===== o  

  

)هذا يعني أن  ) { }
1

0ker Ef   .مع بقية القضايا 4تطبيق متباين، وبهذا يتحقق تكافؤ القضية  fوبالتالي فإن  =

  
  فضاء التطبيقات الخطيّة

  

 1Eالتطبيقات الخطّية من  نرمز لمجموعة آلّ . Kالحقل نفس على فضاءين شعاعيّين  2Eو 1Eليكن 

)بـ  2Eنحو )21, EEL .  

)المجموعة  )21, EEL القانونين الآتيينمزوّدة ب  

  

                                      ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )xfxfxffExEELff 212112121 :,,, +=+∈∀∈∀  

                                              ( ) ( )( ) ( )xfxfExKEELf ααα =∈∀∈∀∈∀ :,,, 121  

  

  .يسمى فضاء التطبيقات الخطّية Kهي فضاء شعاعي على الحقل 
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  تمارين الفصل الثّانيسلسلة                                                 

  
  

  1التّمرين 
  : بيّن أيّا من التّطبيقات التّالية عبارة عن تطبيق خطّي    
1 . 24: IRIRf ): حيث → ) ( )214321 ,,,, xxxxxxf =  

2 .IRIRf ): حيث :2→ ) 2121, xxxxf =  
3 .33: IRIRf ): حيث → ) ( )32121321 2,2,,, xxxxxxxxf ++=  
4 .23: IRIRf ) :حيث → ) ( )0,,, 1321 xxxxf = 
 

  الحلّ
  

  .خطي f لنثبت أن التطبيق .1
  
  :لدينا

  

( ) ( )

( )

),,,(),,,(

),(),(              

,              

,,,),,,(),,,(

:),,,(,),,,( ,,

43214321

2121

2211

4433221143214321

4
43214321

yyyyfxxxxf

yyxx

yxyx

yxyxyxyxfyyyyxxxxf

IRyyyyxxxxIR

βα

βα

βαβα

βαβαβαβαβα

βα

+=

⋅+⋅=

++=

++++=⋅+⋅

∈∀∈∀

  

  .خطي fهذا يعني أن التطبيق 
  
)من أجل  .2 ) ( ) 2

21 2,1, IRxx =∋IRومن أجل  =∋ 2α ّنجد أن:  
  

  ( ) ( ) ( ) 84.24,2)2,1(2),( 21 ===⋅=⋅ ffxxf α  
                             

)                             لكن       ) ( ) ( ) 42.1.22,12, 21 === fxxfα       
                

)هذا يعني أن     ) ( )2121 ,),( xxfxxf αα   .ليس تطبيقا خطيا fوبالتّالي فإنّ    ⋅≠
  
  
  
  
  لدينا  . 3
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

),,(),,(

)2,2,()2,2,(              

2,2,              

,,),,(),,(

:),,(,),,( ,,

321321

3212132121

3322112211

332211321321

3
321321

yyyfxxxf

yyyyyxxxxx

yxyxyxyxyx

yxyxyxfyyyxxxf

IRyyyxxxIR

βα

βα

βαβαβαβαβα

βαβαβαβα

βα

+=

++⋅+++⋅=

+++++++=

+++=⋅+⋅

∈∀∈∀

  

  
  .خطي fهذا يعني أن التطبيق 

  
)من أجل . 4 ) ( ) ( ) ( ) 3

321321 1,1,2,,,3,2,1,, IRyyyxxx   لدينا     ==−∋
                                                                                                                                    

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0,10,14,3,1,,,, 321321 =−=−=+ fyyyxxxf  
  

)لكن                        ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,30,20,10,20,1,,,, 321321 =+=−+=+ yyyfxxxf  
  

)                هذا يعني أنّ   ) ( )( ) ( ) ( )321321321321 ,,,,,,,, yyyfxxxfyyyxxxf +≠+  
  

  .ليس تطبيقا خطيا fفإنّ وبالتّالي 
  
  

  2التّمرين 
CCfليكن    ) :تطبيقا معرّفا آما يلي :→ ) ( )zzf Re=.  

 Cولا يكѧون آѧذلك عنѧدما يكѧون       IRفضѧاءا شѧعاعيّا علѧى     Cيكون تطبيقѧا خطّيѧا عنѧدما يكѧون      fبرهن أنّ 

  .فضاءا شعاعيّا على نفسه 

  
  الحلّ

  ، فإنIRّفضاءا شعاعيّا على  Cإذا اعتبرنا 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )21

2121

2121

21

              

ReReReRe              

Re

:, ,,

zfzf

zzzz

zzzzf

CzzIR

⋅+⋅=

+=⋅+⋅=

⋅+⋅=⋅+⋅

∈∀∈∀

βα

βαβα

βαβα

βα

  

  .تطبيق خطي fفإنّ وعليه 
  

CizCi من أجلفضاءا شعاعيّا على نفسه فإنّه مثلا  Cأمّا إذا اعتبرنا  ∈+=∈+= 1,1α  لدينا  
  

( ) ( )( ) ( ) ( ) 02Re21 2 ===+=⋅ iififzf α  
  لكنّ       

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) iiiifizf +=++=++= 11Re111α  
  

)هذا يعني أنّ  ) ( )zfzf αα   .ليس تطبيقا خطيا fفإنّ وعليه  ⋅≠
  

             
  3التمرين 

EEfليكن    ) :حيث تطبيق خطّي :→ ) +∞<= nEdim.  

ff=0 برهن أنّه إذا آان o   و( )frang2=n    ّفإن( ) ( )ff Imker =.  

  
  الحلّ 

)لنبرهن أوّلا أنّ  ) ( )ff kerIm ⊂  
  

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )fy

xffxffyf

xfyExfy

ker

0

/:Im

∈⇒

===⇒

=∈∃∈∀

o
  

  
  فإنّنظريّة الأبعاد ومن جهة أخرى، حسب 

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )frangfffEn +=+== kerdimImdimkerdimdim  

  
)وبما أنّ  )frang2=n  ّفإن  

( ) ( )ff Imdimkerdim =  
  

)لنبرهن الآن أنّ  ) ( )ff Imker ⊂  
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}ليكن  } miiv }و fkerأساس للفضاء الجزئي  1≥≥ } miiu ) fImأساس للفضاء الجزئي 1≥≥ )nm ≤  

mjإذا فرضѧѧѧѧنا أنѧѧѧѧّه يوجѧѧѧѧد  }لѧѧѧѧيس مزجѧѧѧѧا خطّيѧѧѧѧا للأشѧѧѧѧعّة   jvبحيѧѧѧѧث يكѧѧѧѧون الشѧѧѧѧعاع  1≥≥ } miiu فѧѧѧѧإنّ  1≥≥

{ }{ }jmii vu ,1 )ن وهذا تناقض مع آو fkerتشكّل مجموعة مستقلّة خطّيا في  ≥≥ ) mf =kerdim.  

}إذن آلّ واحد من الأشعّة  } miiv }هو مزج خطّي للأشعّة  1≥≥ } miiu )وبالتّالي فإنّ  1≥≥ ) ( )ff Imker ⊂  

  
                                                                                                                        

   4التمرين 
  برهن أنّ. في نفسه Eتطبيقا خطّيا من  fببعد منته وليكن  Kفضاء شّعاعي على حقل Eليكن

( ) ( )ffE Imker )إذا وفقط إذا آان  =⊕ ) ( )fff oImIm =  

  
   

  الحلّ
  
)لنفرض أنّ .1 ) ( )ffE Imker ⊕=.  

)حتّى نبرهن   ) ( )fff oImIm )، يلزم ويكفي أن نبرهن أنّ = ) ( )fff oImIm و  ⊃

( ) ( )fff ImIm ⊂o.  

) بـ لنبدأ أوّلا  ) ( ) ( )( )ffff oImImIm 2 =⊂     
  لدينا         

( ) ( )vfwEvfw =∈∃∈∀ /:Im  
  

)ا أنّ وبم ) ( )ffE Imker )فإنّه             =+ ) ( ) yxvfyfx +=∈∃∧∈∃ :Imker  
  

  وبالتّالي  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yfyfyfxfyxfvfw E =+=+=+== 0 )( ) Exf )لأنّ   =0 )fx ker∈(  

  
)لكن  )fy Im∈  ممّا يستلزم أنّه يوجدEz∈  بحيث( )zfy   وعليه فإنّ =

  
( ) ( )( ) ( )zfzffyfw 2===  

  
)و هذا يعني أنّ    )2Im fw∈           ّوالنّتيجة أن( ) ( )2ImIm ff ⊂  

  
)لنبرهن الآن أنّ   ) ( )ff ImIm 2 ⊂     
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )fw

Exfyyfw

xffxfwExfw

Im

/

/:Im 22

∈⇒

∈==⇒

==∈∃∈∀

  

)وبالتّالي  ) ( )ff ImIm 2 ⊂  
  
)نّ لنفرض الآن أ.2 ) ( )2ImIm ff   ، إذن=
  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )ffyfuv

fyfvu

yfvf

yffyfvfEy

ffvfEv

E

Imker

ker

0

:

ImIm:

2

2

+∈+=⇒

∈−=⇒

=−⇒

==∈∃⇒

=∈∈∀

  

  
)بالتّالي         ) ( )ffE Imker   إذن  =+

  
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )ffffffE ImkerdimImdimkerdimImkerdimdim ∩−+=+=  

  
  لكن من جهة أخرى وحسب نظريّة الأبعاد 

  
( ) ( )( ) ( )( )ffE Imdimkerdimdim +=  

  
)وعليه فإنّ         ) ( )( ) 0Imkerdim =∩ ff        ّممّا يعني أن( ) ( ) { }Eff 0Imker =∩  

  
)إذن فالمجموع مباشر أي            ) ( )ffE Imker ⊕=  

  
  5التّمرين 

:33ليكن    IRIRf ) :تطبيقا خطّيا معرّفا آالتّالي → ) ( )32121321 2,2,,, xxxxxxxxf ++=  
  
 . fأوجد نواة  .1

}إذا آان  .2 }321 ,, eee rrr ّ3ظامي للفضاء الأساس النIR استنتج أساس ثاني لهذا الفضاء ،. 
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  الحلّ
  

  لدينا               .1
( ) ( ) ( ) ( ){ }0,0,0,,:,,ker 3 =∈= zyxfIRzyxf  

  
  إذن           

( ) ( ) 0
02

02
0

ker,, ===⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=
=+

⇔∈∀ zyx
zy

x
yx

fzyx  

  
)هذا يعني أنّ     ) ( ){ }0,0,0ker =f.  

  

)بما أنّ .2 ) ( ){ }0,0,0ker =f  ّفإنf متباين  

)(مѧѧؤثّر خطѧѧّي علѧѧى فضѧѧاء ببعѧѧد منتѧѧه  fوبمѧѧا أنّ    ) ∞<= 3dim 3IR (  ّإنѧѧفf   اينѧѧمتب⇔f  امرѧѧغ⇔ 

  ). 1ارجع للنّتيجة ( 3IRهو أيضا أساس لــ fوفق التطبيق  3IRصورة أيّ أساس لـ 

  أنّ وبالتالي ف

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,0,0,2,0,1,0,2,1 321 === efefef rrr 3هو أيضا أساس لــIR.  
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  سلسلة تمارين مقترحة
  

  1التمرين 
): بما يلي 3IRي المعرّف على الفضاء الشّعاعي الشّكل الخطّ fليكن   ) zyxzyxf +−= 32,,.  
 .وأساسا له fثمّ استنتج  بعد صورة  fأوجد أساس لنواة  .1
  .3IRرته أساسا للفضاء وأساسي نواته وصو fاستنتج من خلال التّطبيق الخطّي  .2
 )غامر؟ متباين؟ تقابلي؟( fما هي طبيعة التّطبيق الخطّي  .3
  

:33ليكن  2التمرين  IRIRf ):    تطبيقا خطّيا معرّفا آالتّالي → ) ( )32121321 2,2,,, xxxxxxxxf ++=  
  
   

)أوجد أساس للفضاء الجزئي .1 )fIm . هل التّطبيقf   تقابلي؟  
}إذا آان .2 }321 ,, eee rrr  3الأساس النّظامي للفضاءIR استنتج أساس ثاني لهذا الفضاء ،. 
  
  3التمرين  
}وليكن  IRفضاء شعاعي على الحقل  Eليكن    }321 ,, vvv rrr أساسا لهذا الفضاء وf  تطبيقا خطّيا منE  في

  .نفسه
)يكون معرّفا تماما إذا علمت قيم   fبرهن أنّ .1 ) ( ) ( )321 ,, vfvfvf rrr. 
)نفرض أنّ  .2 ) ( ) ( ) 213312321 ,, vvvfvvvfvvvf rrrrrrrrr

)وجد أ. =+=+=+ )332211 vvvf rrr λλλ ++  
)أوجد .3 )fker  ّثمّ استنتج أنf تقابلي.  
)واستنتج  f−1أوجد .4 )1ker −f.  
  
  4التمرين  
)ليكن   ) ( ) ( ){ }3,2,1,6,4,3,1,1,3 321 === vvv rrr  3أساس للفضاء الشّعاعيIR  على الحقلIR  وليكنf 

) :الشّكل الخطّي الذّي يحقّق ) ( ) ( ) 3,5,2 321 −==−= vfvfvf rrr  
)أوجد قيمة  )2,1,0f.  

  
  5التمرين 

}وليكن  IRلى الحقل ع 3IRالفضاء الشّعاعي  Eليكن   }321 ,, vvv rrr أساس لهذا الفضاء وf  تطبيقا خطّيا من
E في نفسه المعرّف بما يلي:  

( ) ( ) ( ) 321321 2
1

2
1 vvvvvvf rrrrrr γγβαγβαγβα +++−++−=++  

)أوجد .1 )fker  و( )fIm.  
): هن أنّبر.2 )( ) ( )ii vfvff rr

)من أجل  = )3,2,1=i. 
)بيّن أنّ .3 ) ( )ffE Imker )وأنّ  =⊕ ) YXf

rr
)حيث  = )fY Im∈

r
  

  
   6 نــمريـــّـتـال
)  Eفѧѧѧѧѧѧѧѧѧي  Eتطبيѧѧѧѧѧѧѧѧѧق خطѧѧѧѧѧѧѧѧѧّي مѧѧѧѧѧѧѧѧѧن( Eمѧѧѧѧѧѧѧѧѧؤثّر خطѧѧѧѧѧѧѧѧѧّي فѧѧѧѧѧѧѧѧѧي الفضѧѧѧѧѧѧѧѧѧاء الشѧѧѧѧѧѧѧѧѧّعاعي   ϕلѧѧѧѧѧѧѧѧѧيكن  

):حـيـث ) ( ) { }E0Imker
r

=∩ ϕϕ .  
)بـرهـن أنّـه إذا آـان  )ϕker∉xr ّفـإن :( ) E

n xINn 0:*
rr

≠∈∀ ϕ         )1−= nn ϕϕϕ o ( 
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  المصفوفات .3
  

  تعريفات .1.3
  
njmi: حيث Kمن حقل  ijaالمقادير السّلّميّة  إنّ مجموعة من   ,,1,,,1 KK ==  

: عمود وتكتب على الشّكل nسطر و mمصنّفة وفق جدول ذي 
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⎝

⎛
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قم ر iعناصر المصفوفة حيث يمثّل الدّليل الأوّل  ija المقادير السّلّميّةوتدعى )  matrice( تسمّى مصفوفة 

  : ويمكن آتابة المصفوفة بشكل مختزل آما يلي. رقم العمود jالسّطر و يمثّل الدّليل الثّاني 
( )

nj
miijaA
≤≤
≤≤=

1
1.  

  
)مصفوفة من الدّرجة  nوعدد أعمدتها  mنسمّي المصفوفة التّي عدد أسطرها  )nm× ول ذات أو نق

( )nm× بعد.  
  

)نرمز لمجموعة المصفوفات من الدّرجة  )nm×  ذات العناصر في الحقلK بالرّمز  ( )KM nm,  ونرمز
) لـ باختصار )KM nn, ) في حالةnm )بالرّمز  ) = )KM n من  صفوفات المربّعةوتسمّى عناصرها بالم
  .nالدّرجة 

  
  أنواع المصفوفات

  
)نقول عن المصفوفة   المصفوفة الصّفريّة ) ( )KMaA nmij   : أنّها مصفوفة صّفريّة إذا آان =∋,

  
njmiaij ,,1,,,10 KK =∀=∀=  

  
)لتكن   منقول مصفوفة ) ( )KMaA nmij  المصفوفة TA، ونرمز بالرّمزAنسمّي منقول المصفوفة  =∋,

( ) ( )KMbB mnij   : بحيث =∋,
( ) mjnijiab jiij ≤≤≤≤∀= 1,1:,  

  
)نقول عن مصفوفة   المصفوفة المربّعة ) ( )KMaA nmij nmأنّها مصفوفة مربّعة إذا آان  =∋, ونسمّي  =

nnaaaوتسمّى العناصر  Aدرجة المصفوفة  nعندئذ  ,,, 2211 K  في هذه الحالة بالقطر الرّئيسي للمصفوفة
A.  
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 المربّعة نسمّي المصفوفة  ثلّثيّةالمصفوفة الم

⎟⎟
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والتّي تكون عناصرها الواقعة  

  .القطر الرّئيسي أصفارا بمصفوفة مثلّثيّة علويّةتحت 

 المربّعة نسمّي المصفوفةآما 
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⎠

⎞
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⎝
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والتّي تكون عناصرها الواقعة فوق القطر  

  .الرّئيسي أصفارا بمصفوفة مثلّثيّة سفليّة
  
  

عدا الواقعة على القطر نسمّي المصفوفة المربّعة التّي تكون جميع عناصرها أصفارا ما  المصفوفة القطريّة
  .الرّئيسي بمصفوفة قطريّة

  
المصفوفة المربّعة من  nIونرمز لها بالرّمز nنسمّي مصفوفة حياديّة من الدّرجة   المصفوفة الحياديّة

  التّالية nالدّرجة
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K

nI  

  
)هي عنصر حيادي في المجموعة  nIالمصفوفة   1ظة ملاح )KM n  بالنّسبة لعمليّة ضرب المصفوفات التّي

  .ستعرّف لاحقا
  

  العمليّات على المصفوفات.2.3
  

): إنّ مجموع مصفوفتين من مرتبة واحدة  مجموع مصفوفتين .1 )ijaA )و  = )ijbB هو مصفوفة  =
C وعناصرها  لها المرتبة ذاتهاijc معرّفة آما يلي: 

jibac ijijij ∀∀+= 
BAC: ونكتب += 

  
)جداء مصفوفة   ضرب مصفوفة بمقدار سلّمي .2 )ijaA هو مصفوفة  K∈αبمقدار سلّمي  =

 : أيαبالمقدار Aعناصرها تنتج من ضرب عناصر المصفوفة 
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)لتكن    جداء مصفوفتين .3 )ijaA )و  = )ijbB )مصفوفتين من الدّرجة  = )nm×  و( )qp×  على

pnالتّوالي؛ إذا آان   Aإنّنا نعرّف جداء المصفوفتين ف)  Bيساوي عدد أسطر  Aعدد أعمدة (  =
)من الدّرجة  Cبأنّه المصفوفة  Bو  )qm×  حيث عناصرهاijc معرّفة آما يلي: 

( )qjnibababac njinjijiij ,,1,,12211 KKK =∧=+++= 
 

وع جداءات عناصر من مصفوفة الجداء يساوي إلى مجم ijcينتج من تعريف عمليّة الضّرب أنّ العنصر 

من المصفوفة الثّانية؛ وهذا ما  jمن المصفوفة الأولى بالعناصر المقابلة لها في العمود رقم  iالسّطر رقم 

يفسّر اشتراط تساوي عدد أعمدة المصفوفة الأولى مع عدد أسطر المصفوفة الثّانية في تعريف جداء 
  .نمصفوفتي

  
)لتكن ) المصفوفة العكوسة أو القابلة للقلب أو المنتظمة ( تعريف )KMA n∈ إذا وجدت مصفوفة ،
( )KMB n∈ تحقّق  

nIABBA == ..  
  A−1ونرمز لها بالرّمز  Aقلوب م Bعكوسة ونسمّي المصفوفة  Aفإنّنا نقول أنّ المصفوفة  
  

  المصفوفة المرافقة لتطبيق خطّي  .3.3
  

21ليكن  , EE  فضاءين شعاعيّين على نفس الحقلK  حيث( ) nE =1dim  و( ) mE =2dim  وليكن
{ }nvvvB ,,, 211 K=  1أساس للفضاءE  و{ }muuuB ,,, 212 K=  2أساس للفضاءE  وليكن

21: EEf    .تطبيقا خطّيا→
)  نإذ ) ( ) ( ) 221 ,,, Evfvfvf n ∈K ّأي أن      

( )
( )

( ) mmnnnn

mm

mm

uauauavf

uauauavf
uauauavf

+++=

+++=
+++=

K

M

K

K

2211

22221122

12211111

Kaijحيث                ∈  

  
    نسمّي المصفوفة
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، ونرمز لها بالرّمز على التّرتيب 2Bو  1Bبالنّسبة للأساس  fبالمصفوفة المرافقة للتّطبيق الخطّي  

( )21,, BBfM فوفة المرافقة للتّطبيق الخطّيونقول باختصار المص ؛f ونرمز لها بالرّمز ،fM ) ما لم يكن
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التّطبيق الخطّي المرافق  أنّهfعن  آما نقول ،) التباس بالنّسبة لأساسي فضائي البدء والوصولهناك 
  .Aللمصفوفة 

  
   2ملاحظة 

  
EEE في حالة . أ == فإنّنا نرمز باختصار للمصفوفة المرافقة  Bوليكن  Eواعتبرنا نفس الأساس لـ  21

EEfلتطبيق خطّي  )بالرّمز  :→ )BfM , 
 
)يمكن اعتبار آلّ مصفوفة  . ب )ijaA )من الدّرجة  = )nm×   بعناصر في حقلK أنّها المصفوفة ،

  .لهذين الأخيرين النّظاميّة سلأسلبالنّسبة  nKنحو  mKمن  fالمرافقة لتطبيق خطّي 
  
  

  وفاتالعمليّات على المصف تفسير
  

)إذا آانت  )KMA nm,∈  و( )KMB qp,∈  فإنّه يوجد تطبيقين خطّيّينf  وg  مرافقين للمصفوفتينA  و

B على التّرتيب حيث :mnpq KKfKKg →→ حقّق بسهولة من تعريف العمليّات على ونت :,:
  :المصفوفات من الخواصّ التّالية

  
pmإذا آان  .1 qnو   = mn: فإنّ التّطبيق = KKh ): المعرّف آما يلي :→ ) ( ) ( )xgxfxh += 

BAM ونتحقّق بسهولة أنّهو تطبيق خطّي  h += 
  

mn: ؛ التّطبيقK∈λمن أجل  .2 KKh ): المعرّف آما يلي :→ ) ( )xfxh λ=  هو تطبيق خطّي
AM ونتحقّق بسهولة أنّ h λ= 

  
  

pnإذا آان  .3 gfhفإنّ التّطبيق   = o= ّلاحظ أنّ ( يهو تطبيق خطpn هو الشرط الذي يجعل  =
gfالتّطبيق  o  ونتحقّق أيضا أنّ )معرّفا BAM h ×=  

  بعدد أسطر  Aبتساوي عدد أعمدة المصفوفة  ×BAي جداء المصفوفالويبرّر بالتّالي تعريف         
gfالذي يجعل ( Bالمصفوفة          o  وقاعدة جداء أسطر المصفوفة  )معرّفاA  بأعمدة المصفوفةB    
  .باعتبارات تتعلّق بالتّطبيقات الخطّيّة المرافقة        

  
)إذا آانت   1نظريّة  )KMA n∈ وf  التّطبيق الخطّي المرافق للمصفوفةA فإنّ القضايا الآتية متكافئة:  

  
  عكوسة    Aالمصفوفة .  1

  تقابلي  fالتّطبيق الخطّي . 2 
  متباين fق الخطّي التّطبي . 3
    غامر fالتّطبيق الخطّي .  4
 5 .( ) nfrang =   
  مستقلّة خطّيا Aأشعّة أعمدة المصفوفة . 6 
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  البرهان

  
  )ل الثانيمن الفص 1ارجع للنتيجة (هو نتيجة سابقة  5و  2،3،4  اياتكافؤ القض

  .2و 1لنبرهن تكافؤ القضيتين 
)أنّه توجد مصفوفة  عنيعكوسة ، هذا ي Aلنفرض أن المصفوفة   )KMB n∈  بحيثnIABBA == فإذا . ..

     إن العلاقة المصفوفية الأخيرة تعادلف Bهو التّطبيق الخطّي المرافق للمصفوفة  gآان 
nK

Ifggf == oo     )ارجع إلى تفسير العمليّات على المصفوفات(  
  .تقابلي fمن الفصل الثاني،  أن  4وهذا يكافئ،  حسب النظريّة 

  
  6و 2لنبرهن الآن تكافؤ القضيتين 

  .متباين fتكافئ أن  2ن الفصل الثاني، فإن القضية م 1أوّلا بالنظر إلى النتيجة 
هي مجموعة  fبواسطة  nKمتباين تكافئ أن صورة أساس لـ  fمن الفصل الثاني فإن  1حسب النظريّة 

هي  Aأشعّة أعمدة المصفوفة  (مستقلّة خطّيا  Aة أعمدة المصفوفة مستقلّة خطيّا وهذا يكافئ أنّ أشعّ
  )  fبواسطة  nKبالتعريف مرآبات صورة أساس لـ 

 
 

  الأساس مصفوفة العبور وعلاقتها بالمصفوفة المرافقة لتطبيق خطي عند تغيير
  

)حيث  Kفضاء شعاعي على الحقل  Eليكن   تعريف ) nE =dim   وليكن{ }nvvvB ,,, 211 K=       
{ }muuuB ,,, 212 K=   أساسين للفضاءE .  

؛ المصفوفة المربعة التي تتشكل أعمدتها من  2B إلى الأساس  1B نسمي مصفوفة العبور من الأساس

  .1Bبالنسبة للأساس  2Bمرآبات أشعة الأساس 
  

  فإنّ Eأساسين لـ 1B  ،2Bو  nببعد منته يساوي  Kفضاء شعاعي على الحقل  Eإذا آان  3ملاحظة 
  
  

طابق للفضاء هي المصفوفة المرافقة للتّطبيق الم 2Bإلى الأساس  1Bمصفوفة العبور من الأساس  . أ

E  )2حين نزوّد فضاء البدء بالأساس) وهو تطبيق خطّيB 1وفضاء الوصول بالأساسBأنّها أي 

   المصفوفة المرافقة للتّطبيق التّالي                    
xx

EEI BBE

a

12
: ⎯→⎯

 

  
 

 فإنّ  مصفوفة العبور من الأساس 2B إلى الأساس 1B  هي مصفوفة العبور من الأساس P إذا آانت . ب

2B 1 إلى الأساسB  1هي−P  
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  2 نظرية

21ليكن   , EE  فضاءين شعاعيّين على نفس الحقلK  حيث( ) nE =1dim  و( ) mE =2dim  وليكن
{ }nvvvB ,,, 21 K=،{ }nvvvB ′′′=′ ,,, 21 K  1 أساسين للفضاءE  و{ }muuuR ,,, 21 K= ،
{ }muuuR ′′′=′ ,,, 21 K 2سين للفضاء أساE  21وليكن: EEf هي المصفوفة  Aتطبيقا خطيا حيث →

  .Rو Bالمرافقة له في الأساسين 
هي مصفوفة العبور من الأساس  Qو  ′Bإلى الأساس  Bهي مصفوفة العبور من الأساس  Pإذا آانت 

R′  إلى الأساسR  فإن المصفوفة المرافقة لـf  في الأساسينB′وR′ هي :PAQ ××  
  

  2فإنّ النّتيجة التّالية هي حالة خاصّة من النّظريّة ) ب( 3بالنّظر للملاحظة 
  

و  Eأساسين لـ 1B  ،2Bو  nببعد منته يساوي  Kفضاء شعاعي على الحقل  E ليكن  1نتيجة 
  .1Bهي المصفوفة المرافقة له في الأساس  Aحيث  Eتطبيقا خطيا على fليكن

في الأساس  fفإن المصفوفة المرافقة لـ  2Bإلى الأساس  1Bهي مصفوفة العبور من الأساس  Pإذا آانت 

2B  هي :PAP ××−1  
  

  محدّد مصفوفة مربّعة .4.3
  
  .Kفضاء شعاعي على الحقل  Eليكن   )طية المتناوبةالأشكال المتعددة الخ( تعريف 
KEEf، آل تطبيق  Eعلى  nمن الدرجة  متعددة الخطيةنسمي شكل  

foisn

→×× 43421 K:  من أجل آل  يحقق

( ) ( ) n
nn Euuuvvv ∈,,,,,,, 2121 KK  ،K∈λ و من أجل آلni   ما يلي   =1,...,

  
                              ( ) ( ) ( )nininii vuvfvvvfvuvvf ,,,,,,,,,,,,.1 111 KKKKKK +=+  

                                                             ( ) ( )nini vvvfvvvf ,,,,,,,,.2 11 KKKK λλ =  
  

)ضافة إلى ذلك متناوب إذا آان بالإ ةمتعددة الخطيشكل  fونقول أن  ) Kni vvvf 0,,,,1 =KK  آلّما تساوى
niاثنان من الأشعة  vvv ,,,,1 KK  

  
، هو شكل خطي Eعلى  nمن الدرجة  متعددة الخطيةأن آل شكل  ينتج عن التعريف السابق مباشرة ملاحظة

  .بالنسبة لكلّ مرآبة Eعلى 
  

  .المتناوبة يمكن البرهان بسهولة على الخواص التالية للأشكال متعددة الخطية
  

  إذن ،Kعلى حقل  Eعلى فضاء شعاعي  nمتناوب من الدرجة  متعددة الخطيةشكل  fليكن   خواص
)قيمة  .1 )ni vvvf ,,,,1 KK  آلما أجري تبديل بين اثنين من الأشعة ) -1(تضرب بالمقدار

ni vvv ,,,,1 KK 
niإذا آانت الأشعة  .2 vvv ,,,,1 KK  مرتبطة خطيا فإن( ) 0,,,,1 =ni vvvf KK 
)قيمة  .3 )ni vvvf ,,,,1 KK  أضفنا إلى أي شعاع لا تتغير إذاiv مزج خطي لبقية الأشعة. 
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)ولتكن  تبديلي حقل Kليكن  تعريف  ) ( )KMaA nij nnو  nمصفوفة مربّعة من الدّرجة  =∋ KKf →: 
  .التطبيق الخطي المرافق لها

)ونرمز بـ  Aمصفوفة نسمي محدد ال )Adétمتعدد  ، المقدار السلمي الوحيد الذي يحقق من أجل آل شكل
nو من أجل آلّ  nKعلى  nمتناوب من الدرجة  hالخطية 

ni Kvvv ∈,,,,1 KK:  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )nini vvvhAdétvfvfvfh ,,,,,,,, 11 KKKK =  

  
التعريف السابق للمحدد يمكننا من استنتاج خواصه الجبرية باعتباره شكل متعدد الخطية متناوب ولكنه غير 

  .التعريف المكافئ الموالي يقدم طريقة عملية قيمة المحدد بطريقة تراجعية. عملي لإيجاد قيمته
  
  

          و  تبديلي حقل Kليكن     )مكافئ( تعريف
( )

aA
KKMf n

a

→:
  :تطبيق يحقّق ما يلي           

  
)و   n=1من أجل  .1 )aA ): فإنّ = ) aAf =    

  

و  n<1من أجل  .2

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

K

KKKK

K

K

21

22221

11211

) :فإنّ   ) ( ) ( )ij

n

i
ij

ji AfaAf ∑
=

+−=
1

1 ( )nj ≤≤1 

  
تسمّى مصفوفة ( jوالعمود iوذلك بحذف السّطر  Aالمصفوفة النّاتجة عن المصفوفة  هي ijAحيث 

)مستخرجة من الدّرجة  )1−n(. 
  

)نسمّي  )Af  محدّد المصفوفةA ونرمز بالرّمز :( )Adét  أوA.  
  

ويمكن البرهان على أنّنا  jقيمة المحدّد من خلال التّعريف السّابق يسمّى النّشر وفق العمود   4 ملاحظة

)أي      iفس النّتيجة بالنّشر وفق سطر نحصل على ن ) ( ) ( )ij

n

j
ij

ji AfaAdét ∑
=

+−=
1

1  ( )ni ≤≤1  

  
  

  أمثلة
  :محدّد من الدّرجة الثّانية .1

⎟⎟نعتبر 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

aa
aa

A . لنحسب محدّدA بالنّشر وفق العمود الثّاني :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 112221122222
22

1212
21

2

2

1
2

2 111 aaaaAdétaAdétaAdétaAdét i
i

i
i +−=−+−=−= ++

=

+∑  

  
   :محدّد من الدّرجة الثّالثة .2
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نعتبر 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A . لنحسب محدّدA بالنّشر وفق العمود الأوّل :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )221323123132133312213223332211

2322

1312
31

3332

1312
21

3332

2322
11

3131
13

2121
12

1111
11

1

3

1
1

1 1111

aaaaaaaaaaaaaaa
aa
aa

déta
aa
aa

déta
aa
aa

déta

AdétaAdétaAdétaAdétaAdét i
i

i
i

−+−−−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−+−+−=−= +++

=

+∑

  

  

إذا آانت   3 نظريّة

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn aaa

aa
a

A

K

KKKK

K

K

21

2221

11

0
00

  :   فإنّ  

  
( ) nnaaaAdét K2211=  

  
  .nاجع على البرهان يكون بالتّر

  
  .يمكن البرهان أيضا على أنّ محدّد مصفوفة مثلثيّة علويّة هو جداء عناصر القطر الرّئيسي  5ملاحظة

  
  
  
   2يجة نت

  .محدّد مصفوفة قطريّة هو جداء عناصر القطر الرّئيسي .1

nIAإذا آانت  .2 ): فإنّ = ) 1=Adét 

  

  صّ المحدّداتخوا
  

  باستعمال تعريف المحدد وخواص العمليات في حقل تبديلي، نتحقق بسهولة من الخواص التالية
  

إذا جعلنا الأسطر أعمدة ( لا تتغيّر قيمة المحدّد إذا بادلنا بين الأسطر والأعمدة دون تغيير التّرتيب  .1

 )والأعمدة أسطرا 
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nnnn

njjj

n

n

nnnjnn

nj

nj

aaa

aaa

aaa
aaa

aaaa

aaaa
aaaa

M

MMMM

M

MMMM

M

M

KKK

KKKKKKK

KKK

KKK

21

21

22212

12111

21

222221

111211

=  

 
  

)د بالمقدار تضرب قيمة المحدّ .2  آلّما أجري تبديل بين اثنين من أعمدته أي  −1(
 

 

nnninjn

nij

nij

nnnjnin

nji

nji

aaaa

aaaa
aaaa

aaaa

aaaa
aaaa

KKK

KKKKKKK

KKK

KKK

KKK

KKKKKKK

KKK

KKK

1

22221

11111

1

22221

11111

−=  

  
 

 إذا اتّفق أن آان بين عناصر أحد أعمدته عامل مشترك، فيمكن إخراج هذا العامل خارج المحدّد .3
 
  

nnnjnn

nj

nj

nnnjnn

nj

nj

aaaa

aaaa
aaaa

k

akaaa

akaaa
akaaa

KKK

KKKKKKKK

KKK

KKK

KKK

KKKKKKKK

KKK

KKK

21

222221

111211

21

222221

111211

=  

  
  
  

 
 عمود مزج خطّي لبقيّة الأعمدة  لا تتغيّر قيمة المحدّد إذا أضفنا إلى .4

nnnjnn

nj

nj

nn

n

ji
i

ninjnn

n

n

ji
i

ij

n

n

ji
i

ij

aaaa

aaaa
aaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

KKK

KKKKKKK

KKK

KKK

KKK

KKKKKKK

KKK

KKK

21

222221

111211

1
21

2
1

222221

1
1

111211

=

+

+

+

∑

∑

∑

≠
=

≠
=

≠
=

  

 
  تنعدم قيمة المحدّد إذا تناسبت فيه عناصر عمودين، وفي حالة خاصّة ينعدم إذا تساوى فيه  .5

  عمودان أي
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0

1

22221

11111

=

nnninin

nii

nii

akaaa

akaaa
akaaa

KKK

KKKKKKK

KKK

KKK

  

  
   6 ةملاحظ

 .آلّ الخواصّ المذآورة أعلاه تبقى صحيحة أيضا بالنّسبة لأسطر المحدّد . أ
 

تعمل الخواص السابقة لتبسيط المحدد قبل تفكيكه، ونعني به إظهار أآبر عدد ممكن من تس . ب
وذلك بإجراء تحويلات على أسطر أو  .المعاملات المعدومة التي تجعل حسابه أآثر سهولة

  .أعمدة المحدّد؛ وهذه بعض الرّموز المستخدمة في هذا الصّدد
  

jii: فإنّنا نرمز لهذا التّحويل آما يلي jسطر  iإذا أضفنا إلى سطر  LLL +→  
jii: فإنّنا نرمز لهذا التّحويل آما يلي jعمود  iوإذا أضفنا إلى عمود  CCC +→  

  
  

  أمثلة

: حسب المحدّدلن .1
2

2

2

1

1
1
1

cc
bb
aa

=Δ 

  

( )( ) ( )( )( )bcacab
ac
ab

acab
acac
abab

acac
abab

aa

LLL
LLL

−−−=
+
+

−−=
−−
−−

=
−−
−−=

−→
−→

≈Δ
1
1

1
0
1

22

22

22

22

2

133

122
1

  

: حسب المحدّدنل  .2
987
654
321

2 =Δ.    لدينا 

 

0
217
214
211

133

122
2 ==

−→
−→

≈Δ
CCC
CCC

  

  
  اتتطبيق

إنّ لمحدّد مصفوفة تطبيقات عمليّة مفيدة آأن نختبر ما إذا آانت مجموعة أشعّة مستقلّة أو مرتبطة خطّيا وآأن 

  .عكوسة أم غير عكوسة وآيف نحسب المقلوب في حالة الإيجاب نختبر أيضا ما إذا آانت مصفوفة مّا
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)لتكن   تعريف ) ( ) ( )n
nnnn

nn xxxxxxxxxxxx K
r

KK
r

K
r ,,,,,,,,, 21

2
2
2

1
221

2
1

1
11   ، nKمجموعة أشعّة في  ===

  
  نسمّي المصفوفة

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

n
n

nn

n

n

xxx

xxx
xxx

M

MMMM

M

M

21

22
2

2
1

11
2

1
1

  

nxxxمصفوفة الأشعّة  r
K

rr ,,, 21  
  

nxxxإذا آانت   4 نظريّة r
K

rr ,,, فإنّ هذه الأشعّة مستقلّة خطيّا إذا وفقط إذا آان  nKمجموعة أشعّة في  21

  .محدّد مصفوفة هذه الأشعّة غير معدوم

  
  البرهان

nxxxنفرض أن  r
K

rr ,,, nαααليست مستقلّة خطيّا، هذا يعني أنّه توجد مقادير سلمية  21 ,,, 21 K  ليست آلّها
    بحيث   معدومة

02211

rr
K

rr
=+++ nn xxx ααα  

  
Kiنفرض أنّ  0≠α ،  إذن          ∑

≠

−−−− −=−−−−=
ij

jijniniii xxxxx rr
K

rrr 11
2

1
21

1
1 αααααααα  

nxxxوبالتالي فإن مصفوفة الأشعّة  r
K

rr ,,,   هي المصفوفة  21
  

⎟
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11
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1
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1
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11
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1

1
1

αα
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∑بإجراء التحويل 

≠

+→
ij

jii CCC )على محدد  )أعلاه 4خاصية وهو لا يؤثر على قيمة المحدد، حسب ال

  المصفوفة السابقة نحصل على المحدد التالي

n
n

n
i

n
i

n

nii

nii

xxxx

xxxx
xxxx

KK

MKMMKKM

MKMMKKM

KK

KK

111

22
1

2
1

2
1

11
1

1
1

1
1

0

0
0

+−

+−

+−

  

  
  .أعلاه، معدومة 5وقيمة هذا الأخير حسب الخاصية 
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)إذا آانت   3 نتيجة )KMA n∈  ّفإنA  عكوسة إذا وفقط إذا آان( ) 0≠Adét  

  
  ريقة إيجاد مقلوب مصفوفة عكوسةط
  

)لتكن   تعريف )KMA n∈ . نسمّي معامل مرافق( )ji,  )cofacteur  ( للمصفوفةA  ونرمز بالرّمز( )Acij 

): المقدار التّالي ) ( ) ( )ij
ji

ij AdétAc +−= 1  

  
)لتكن   تعريف )KMA n∈ . نسمّي مرافق المصفوفةA  )adjoint  ( ونرمز بالرّمز( )AAdj منقول ،

)                مصفوفة المعاملات المرافقة )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T

nnnn

n

n

AcAcAc

AcAcAc
AcAcAc

AAdj

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

K

MMMM

K

K

21

22221

11211

  

  
)إذا آانت   5 نظريّة )KMA n∈ حيث  ( ) 0≠Adét  ّفإن  ( ) ( )AAdj

Adét
A 11 =−  

  
  ، خواصها والطريقة العمليّة لحسابهارتبة مصفوفة .5.3

  
)لتكن   تعريف ) ( )IRMaA nmij )ونرمز بالرّمز  A، نسمّي رتبة المصفوفة =∋, )Arang  رتبة التّطبيق

  .Aالخطّي المرافق للمصفوفة 

  
)هو بعد الفضاء الشعاعي  fعن آون رتبة تطبيق خطّي  مباشرة لتالية تنتجالنظرية ا )fIm بالإضافة إلى 

  .أن الأساس في فضاء شعاعي ببعد منته هو العدد الأعظمي للأشعة المستقلّة خطيا في هذا الفضاء

  
)لتكن   6نظريّة  ) ( )IRMaA nmij هي العدد الأعظم للأشعّة المستقلّة خطيّا المشكلّة  Aبة المصفوفة رت. =∋,

  . Aلأعمدة المصفوفة 

  
)لتكن   تعريف ) ( )IRMaA nmij )وليكن  =∋, )nms ,min1  sنسمّي محدّد مستخرج من الدّرجة . ≥≥

الأعمدة من ) أو(، آلّ محدّد يمكن الحصول عليه بحذف بعض الأسطر و) A  )mineur d’ordre sة للمصفوف

  .Aالمصفوفة 
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لتكن    مثال
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2211
2013
4211

A . لدينا
23
41

1 =s  يه حصلنا عل( هو محدّد مستخرج من الدّرجة الثّانية

  ) 3والسّطر  2,1بحذف العمودين

  

221
203
421

2 =s  2حصلنا عليه بحذف العمود( هو محدّد مستخرج من الدّرجة الثّالثة (  

  
  

)إذا آانت   7نظريّة  ) ( )IRMaA nmij )فإنّ   =∋, ) rArang   :إذا وفقط إذا تحقّق ما يلي =
  

 .غير معدوم Aللمصفوفة  rيوجد على الأقلّ محدّد مستخرج من الدّرجة  .1

  

 .فهو معدوم Aللمصفوفة  rآلّ محدّد مستخرج من درجة أآبر تماما من  .2

nmي حالة خاصّة، إذا آان وف       )فإنّ  = ) nArang )إذا وفقط إذا آان  = ) 0≠Adét 

  

النظريّة السّابقة تقدّم طريقة عمليّة لحساب رتبة مصفوفة باستعمال المحدّدات  ودون اللّجوء إلى   7 ملاحظة

  .التّعريف المباشر

  

مصفوفة  حسب رتبة اللن مثال
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3221
6452
3231

A  

)بما أنّ  )IRMA ): فإنّ ∋4,3 ) ( ) 34,3min =≤Arang  

0                      : لدينا
221
452
231

321
652
331

321
642
321

322
645
323

====   

  .جميع المحدّدات المستخرجة من الدّرجة الثّالثة معدومة أن أي

01  ولدينا أيضا
52
31

  د مستخرج من الدّرجة الثّانية غير معدومأي يوجد محدّ =−≠

): وبالتّالي  ) 2=Arang  

  
  من النّظريّة السّابقة ومن خواصّ المحدّدات نستنتج مباشرة الخواصّ التّالية
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  خواصّ رتبة مصفوفة

). رتبة مصفوفة تساوي رتبة منقول هذه المصفوفة .1 ) ( )( )TArangArang =  

) أو عمود ( أو إذا أضفنا إلى سطر ) أو عمودين ( إذا بادلنا بين سطرين  رتبة مصفوفة لا تتغيّر .2

  ).مزج خطّي لبقيّة الأعمدة ( مزج خطّي لبقيّة الأسطر 

   8 ملاحظة

نحتاج إلى حساب عدد آبير من المحدّدات إذا ( مباشرة لحساب رتبة مصفوفة مكلّف  7إنّ تطبيق النّظريّة  

السّابقة تمكّننا من تسهيل حساب رتبة مصفوفة وذلك  2لذلك فإنّ الخاصيّة و) آانت درجة المصفوفة آبيرة 

أي مصفوفة يكون آلّ سطر فيها يحتوي على عدد من الأصفار مرتّبة من (متدرّجة بتحويلها إلى مصفوفة 

  .لها نفس الرّتبة لكن لها شكل أوضح لرتبتها )اليسار إلى اليمين، يفوق أو يساوي السّطر الذّي يسبقه 

  

التّحويلات على باستعمال جملة من  سنستعرض في المثال الموالي طريقة تحويل مصفوفة إلى مصفوفة متدرّجة

  وز التّي أشرنا إليها في السّابقأسطرها لا تغيّر رتبتها وسنحتفظ بالرّم

  

                    رتبة المصفوفة لنجد  مثال

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−−−
−−

=

11110
04031
22211
40411

A    

B
LLL
LLL

LL
LL

LLL
LLL

A

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
−−

=
+→
+→

≈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
−−

=
→
→

≈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

−−

=
−→
−→

≈

00000
00000
11110
40411

2
4

22220
44440
11110
40411

11110
44440
22220
40411

244

233

24

42

133

122

  

  
  

):  لدينا ) ( ) ( ) 45,4min =≤= BrangArang   
  

   . معدومة Bنلاحظ أنّ جميع المحدّدات المستخرجة من الدّرجة الثّالثة للمصفوفة    

01 لدينا
10
11

)وبالتّالي )  Bمحدّد مستخرج من الدّرجة الثّانية للمصفوفة (  =≠ ) 2=Brang  

) وعليه فإنّ  ) 2=Arang  
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 لثتمارين الفصل الثّاسلسلة                                                 
 

⎟⎟ لتكن  :1التّمرين       
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

133
021

A ،⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

254
411

B  ،
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

932
412
401

C  

BA احسب.1         2+  ،TT BA 3+.  
CBBCCAACBAAB: اذآر أيّا من الجداءات التّالية معرّف ثمّ احسبه. 2 ,,,,,  
  

  الحلّ

1.  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=+

31311
843

2BA  ،
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=+

512
185
154

3 TT BA 

⎟⎟الجداءات المعرّفة هي  .2
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
1501
425

AC   ،⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
541110
361311

BC 

 
  

:22 ليكن  :2التّمرين          IRIRf ) :معرّف آما يليالخطّي التطبيق ال → ) ( )yxyxyxf −+= ,,.  

)أوجد           )21,, BBfM  حيث( ) ( ){ }1,2,2,1 211 === uuB ،( ) ( ){ }1,3,3,1 212 === vvB.  

  
  الحلّ         

): لدينا          ) ( ) 2211111 1,3 vavauf )  و  =−=+ ) ( ) 2221122 1,3 vavauf +==  

) عن المقادير السّلمية الآن نبحثل          )
21
21
≤≤
≤≤
j
iija التي تحقق   

( ) ( )

( ) ( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

2....................

1.....................

2221122

2211111

vavauf

vavauf

  

  
  

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+

=+
⇔

13

33
1

2111

2111

aa

aa

)              و            )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+
⇔

13

33
2

2212

2212

aa

aa

  

  

)بحلّ الجملة              4      نجد 1(
5,

4
3

2111 =−= aa  بحلّ الجملة  و( 0,1      نجد 2( 1222 == aa    
  

)          فإن  وبالتالي              )
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

=
1

4
5

0
4
3

21,, BBfM  
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  3ن ــمريـــّـتـال
  : بما يلي IRعلى الحـقـل  3IR الشّـكـل الخـطّـي الـمـعـرّف في الـفـضاء الـشّـعاعي fليكـن 

( ) zyxzyxf −+= 2,,  

)أوجـد أسـاس للـفـضاء الـجـزئي  .1 )fker ثمّ اسـتـنتج بـعــده.  

)(  fباستـعـمال نـظـريّة الأبـعـاد؛ اسـتـنـتـج رتـبـة الـتّـطبـيـق الـخـطّي  .2 )frang ( 

 )عـلّل إجـابـتـك ( غـامـر؟ مـتـبـايـن؟  fهل الـتّـطبـيق الـخـطّي  .3

): بالنّسبة للأساسѧين  fالـمـصفـوفة الـمرافـقـة للتّـطبـيق الخطّي  fMأوجد  .4 ) ( ) ( ){ }0,0,1,0,1,1,1,1,11 =B   

}و  }22 =B  3للـفـضاءيـن الشّـعاعـيّـينIR  وIR على التّـرتـيب. 

 
  

  الحلّ
  لدينا    .1

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }02:,,0,,:,,ker 33 =−+∈==∈= zyxIRzyxzyxfIRzyxf  
  وبالتّالي 

                             
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) IRzxzxzzxxzyxfzyx

zxyfzyx

∈+−=+−=∈∀⇒

+−=∈∀

,/1,1,00,2,1,2,,,:ker,,

2:ker,,

  

  
)هذا يعني أنّ   ) ( ) ( )[ ]1,1,0,0,2,1ker −=f    

  
)ونتحقّق بسهولة أنّ  ) ( ){ }1,1,0,0,2,1 )مجموعة مستقلّة خطّيا وهي بالتّالي أساس لــ  − )fker  ّوعليه فإن  

  
( )( ) 2kerdim =f.  

  
  حسب نـظـريّة الأبـعـاد فإنّ     .2

( ) ( ) ( )frangfIR += kerdimdim 3  
  

)      وبالتّالي فإن             ) ( ) ( ) 123kerdimdim 3 =−=−= fIRfrang  
  

)بما أنّ  ) ( )IRfrang dim1==     ّفإنf من الفصل الثاني  3حسب النظرية ( غـامـر(  
  

)بما أنّ  ) ( )3dim31 IRfrang  )من الفصل الثاني 3حسب النظرية( .ليس متباين fفإنّ     =≠=
  
              لدينا     .3



56 
 

( )

( )

( ) 1.220,0,1
2
3.230,1,1

1.221,1,1

==

==

==

f

f

f

  

  
  هي 2Bو   1Bبالنّسبة للأساسين fالـمرافـقـة للتّـطبـيق الخطّي  fMالـمـصفـوفة  fMوبالتّالي فإنّ 

  

                                                             ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1

2
31fM                        

   4التّمرين 
  

}تطبيق خطّي حيث المصفوفة المرافقة له فѧي الأساسѧين    fليكن  }3211 ,, vvvA rrr
}؛= }211 ,uuB rr

للفضѧاءين   =

⎟⎟:    على التّرتيب هي 2IRو  3IRالشّعاعيّين 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

323
112

A.  

21 :وليكن
/
3 vvv rrr

+= ,31
/
2 vvv rrr

+= ,32
/

1 vvv rrr
)؛     =+ )21

/
2 2

1 uuu rrr
−= ,( )21

/
1 2

1 uuu rrr
+=  

}: برهن أنّ .1 }/3/
2

/
12 ,, vvvA rrr

}و = }/2/
12 ,uuB rr

  .على التّرتيب 2IRو  3IRهما أساسان للفضاءين  =

إلѧѧى  2Bمѧѧن الأسѧѧاس   Qومصѧѧفوفة العبѧѧور  2Aإلѧѧى الأسѧѧاس  1Aمѧѧن الأسѧѧاس  Pأوجѧѧد مصѧѧفوفة العبѧѧور  .2

 .1Bالأساس 

 .fدون إيجاد صيغة  2Bو 2Aفي الأساسين الجديدين  fاستنتج المصفوفة المرافقة للتّطبيق الخطّي .3

)أوجد  .4 )( )fkerdim ثمّ استنتج طبيعة التّطبيق الخطّيf ) هل هو غامر؟ هل هو متباين؟.( 

  
  الحلّ

)بمѧѧا أنّ .1 ) 3dim 3 =IR  ونѧѧى تكѧѧّفحت{ }/3/
2

/
12 ,, vvvA rrr

خطّيѧѧا و  مسѧѧتقلّة 2Aيكفѧѧي أن تكѧѧون  3IRأسѧѧاس لـѧѧـ =
  .غير معدوم  2Aمستقلّة خطّيا يكفي أن يكون محدّد أشعّة   2Aحتّى تكون 

02بعد الحساب نجد     
011
101
110

  .3IRأساس لــ 2Aوعليه فإنّ    =≠

  .2IRمستقلّة خطّيا وهي بالتّالي أساس لــ 2Bبسهولة أنّ  وبالمثل نستطيع أن نتحقّق
  
  
المصفوفة المربعة التي تتشكل أعمدتها من هي  2Aإلى الأساس 1Aمن الأساس Pبما أنّ مصفوفة العبور.2

فإنّ    1Aبالنسبة للأساس  2Aآبات أشعة الأساس مر
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

011
101
110

P  
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/لدينا    
2

/
11 uuu rrr
+=        ،/

2
/

12 uuu rrr
إلى الأساس  2Bمن الأساس Qوبالتّالي فإنّ مصفوفة العبور    =−

1B          هي⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
11

11
Q  

  
3 .2233

2

2

11

3

2 B
I

B
f

A
I

A IRIRIRIR IRIR ⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯⎯→⎯  

مرافقة للتّطبيق المرآّب هي المصفوفة ال 2Bو 2Aفي الأساسين الجديدين  fالمرافقة لــ Bالمصفوفة 

32 IRIR
IfI oo  ّوبالتّالي فإن   

  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==
431

631

011
101
110

431
215

011
101
110

323
112

11
11

.. PAQB  

  
)لدينا .4 ) ( ) 23,2min =≤Arang   
  

07وأيضا 
23
12

≠=
حصلنا عليه بحذف العمود ( من الدّرجة الثّانية  Aهو محدّد مستخرج من المصفوفة  −

)وبالتّالي فإنّ ) 3رقم  ) 2=Arang  
  
)وبما أنّه بالتّعريف   ) ( )frangArang )فإنّ  = ) 2=frang.  

  
                          الآن بتطبيق نظريّة الأبعاد نجد

( ) ( ) ( )

( ) 123kerdim

kerdimdim3 3

=−=⇒

+==

f

frangfIR
  

  
)بما أنّ  ) 01kerdim ≠=f   ّفإنf ليس متباين.  

  
) بما أنّ ) ( )2dim2 IRfrang   .غامر fفإنّ   ==

  
  

}ولѧيكن   2ببعѧد منتѧه يسѧاوي     IRفضاءا شعاعيّا على الحقل  Eليكن        :5التّمرين  }21 ,vv rr
   Eأساسѧا فѧي    

EEfg:    و   :   تطبيقين   خطّيين   معرّفين   آالتّالي        ,:→

( ) ( ) ( ) ( ) 212211212211 23,2,,5 vvvgvvvgvvvfvvvf rrrrrrrrrrrr
+=−=+=+=.  

  
gffggfgfأوجد المصفوفة المرافقة لكلّ من  +,,,, oo  في الأساس{ }21 ,vv rr

.  
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  الحلّ

⎟⎟لدينا إذن  . gالمصفوفة المرافقة لـ  Bو  fالمصفوفة المرافقة لـ  Aن لتك
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

11
15

A  و⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
21
32

B  

gfالمصفوفة المرافقة لـ  ⎟⎟هي  +
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

30
47

BA  

gfالمصفوفة المرافقة لـ  o  هي⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

51
179

AB المصفوفة المرافقة لـ ،fg o  هي⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
13
513

BA  

  
  6التمرين   
)و  IR∈α*ليكن     ) ( )IRMxxxX n

T
n 1,21 ... XX=1حيث  =∋ T  )n≤2 ( ولتكنA   المصفوفة  

TXXA :المعرفة آما يلي  nالمربعة من الدرجة     α=  

)ثم أوجد  A≠0برهن أن .1 )Arang )  رتبة المصفوفةA ( . 

)استنتج .2 )Adét  و طبيعة التطبيق الخطي المرافق للمصفوفةA  ) غامر؟ متباين ؟ مع التّعليل(  

 
  الحلّ

  
  لدينا        .1

                 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

2
21

2
2
212

121
2
1

nnn

n

n

xxxxx

xxxxx
xxxxx

A

K

KKKK

K

K

α  

  

  

2هي  Aة وبالتّالي فإنّ عناصر القطر الرّئيسي في المصفوف
ix )ni ≤≤1(.  

1...1لدينا    22
2

2
1 =+++⇔= n

T xxxXX   هذا يعني أنّه يوجد ni 02بحيث   1≥≥ ≠ix  ّ0وبما أن≠α 

  .A≠0 فإنّ

  

) لسطرهو مضاعف لـ Aأنّ آلّ سطر من المصفوفة  نلاحظ )nxxx ni يوجد وبما أنّه 21... ≤≤1  

في المقدار  i، فإنّه بضرب السّطر رقم ix≠0بحيث 
i

j

x
x ر رقم ثمّ إضافته للسّطj  ّوذلك من أجل آلji ≠ 

  فإنّنا نحصل على
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+→≈

0............00

................

0...........00

2
21

MMMMM

MMMMM

niiiii
i

j
jj xxxxxxxL

x
x

LLA  

  
2لأنّه يحتوي على المقدار (أي نحصل على مصفوفة فيها سطر وحيد غير معدوم تماما 

ix ( ّوبالتّالي فإن

( ) 1=Arang.  

  

) ا أنّبم.2 )IRMA n∈ و ( ) nArang )فإنّ  ≠ ) 0=Adét ) 7حسب النّظريّة(  

)فإنّ   1وبالتّالي حسب النّظريّة  ) ( ) { }nIR
fAdét 0ker0   .ليس متباين fوعليه فإنّ  =⇔≠

)وبما أنّ  ) ( )frangArang ) فإنّ) بالتّعريف (  = ) nfrang   ليس غامر  f وهذا يكافئ أنّ ≠
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  مقترحة سلسلة تمارين

  

لتكن   :1ن يالتّمر        
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

005
100
010

A  .ّ3: تحقّق أن
3 5IA   .A−1وأوجد  عكوسة Aثمّ استنتج أنّ  =

لتكن   :2التّمرين         
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

212
100
111

A  .  

3: تحقّق أنّ . 1               
23 33 IAAA +−=  

3بدلالة  4Aعبّر عن . 2               
2 ,, IAA ثمّ احسبها  

  .   A−1عكوسة ثمّ استنتج  Aلتثبت أنّ  1استعمل . 3               
  

     3التمرين 
  حيث المصفوفة المرافقة له       IRعلى الحقل  2IRتطبيق خطي  للفضاء الشعاعي  fليكن   

)س بالنسبة للأسا   ) ( ){ }1,0,0,1=B    هي⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

23
32

fM  

)وليكن    ){ }XXfIRXE
rrr

−=∈= :2
1       ،( ){ }XXfIRXE

rrr
5:2

2 =∈=    
   

}أوجد أساس .1 }1ur  وأساس{ }2ur  1للفضائين الشعاعيين الجزئينE 2وE على التوالي  
}تحقق أن .2 }21 ,uuB rr

 2IRهو أساس للفضاء الشعاعي  ′=
  ′Bإلى الأساس  Bمن الأساس  Pأوجد مصفوفة العبور .3
fMأوجد .4 PMPMثم تحقق أن   ′B بالنسبة للأساس fالمرافقة للتطبيق المصفوفة  ′ ff

1/ −=  
  

)إذا آانت   :4التّمرين        )KMA n∈ نعرّف ،mA بالتّراجع آما يلي :nIA =0 ،AAA mm 1−= ( )1≥m  

)                                                  : لنعتبر الجملة التّالية           )
⎩
⎨
⎧

−−=
+=

+

+

nnn

nnn

yxy
yxx

S
59

47

1

1
   

)أآتب الجملة. 1        )S  على الشّكلnn AXX =+1   

⎟⎟: أنّ nبرهن بالتّراجع على . 2       
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

+
=

nn
nn

An

619
461

  

nnاستنتج قيم . 3 yx 00بدلالة  , , yx.  
  
  

:             لتكن : 5التّمرين        
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

14963
9642
5321
4321

A .  

)أوجد . 1            )Arang  ثمّ استنتج( )Adet.  
  هل التّطبيق الخطّي المرافق للمصفوفة غامر؟ متباين؟ ثمّ استنتج بعد نواته . 2           
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  جمل المعادلات الخطيّة. 4
  

  وصياغات مختلفة تعريفات .1.4

 nوالحاوية على  mولتكن جملة المعادلات الخطيّة التّي عددها )  Cأو  IRأو  Q( حقل تبديلي   Kليكن 

  مجهول التّالية

  

( )
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=++

=++
=++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

S
K

M
K

K

2211

22222121

11212111

  

  
)حيث  ) Ka

nj
miij ∈
≤≤
<≤

1
)و  1 ) Kb mii ∈<≤1.  

  
)نسمّي حلاّ للجملة  )S  آلّ مرتّب( ) n

n K∈ααα ,,, 21 K  يحقّق الجملة( )S.  
  
  

      نسمّي الجملة

( )
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=++

=++
=++

′

0

0
0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

S
K

M
K

K

  

  
)بالجملة المتجانسة المرافقة للجملة   )S.  
  

)نقول عن جملتين  )1S و( )2S كافئتان إذا آان لهما نفس مجموعة الحلولأنّهما مت.  
  

)صياغات مختلفة للجملة  )S  

}نعتبر  }mee r
K

r }و  mKالأساس النّظامي لـ  1,, }nuu r
K

r   .nKالأساس النّظامي لـ  1,,

  
)الشّكل الشّعاعي للجملة  . أ )S  
 
njeaeaeav: مجموعة الأشعّة mKنعتبر في   mmjjjj ≤≤+++= 1/2211

r
K

rrr   و

mmebebebb r
K

rrr
+++= 2211   
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)فالجملة  )S   تكافئ  

( ) bvxvxvxV nn

rr
K

rr
=+++ 2211 

 
)الشّكل التّابعي للجملة  . ب )S  

mnبيق الخطّي إذا اعتبرنا التّط  KKf )الذّي يحقّق  :→ ) ( )njvuf jj ≤≤= 1rr   

)فإنّ الجملة  )S تكتب بالشّكل   

( ) ( ) bxfF
rr

=  
nnuxuxuxx :حيث r

K
rrr

+++= 2211  
 
)الشّكل المصفوفي للجملة  . ت )S  

إذا اعتبرنا  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmmm

n

n

aaaa

aaaa
aaaa

A

K

KKKKK

K

K

321

2232221

1131211

 

  
)فإنّ الجملة  )S  تكتب بالشّكل       

( ) BAXM =  

)حيث                          )TnxxX K,1=  و( )TmbbB K,1=  

)نسمّي  )M  الشّكل المصفوفي للجملة( )S  ونسمّيA ة المرافقة للجملة المصفوف( )S.  

  

  )Systèmes de Cramer( جمل آرامر   .2.4

  

  تحقق مايلينقول عن جملة معادلات خطيّة أنّها جملة آرامر إذا  تعريف

)عدد المعادلات يساوي عدد المجاهيل   .1 )mn =  

)إذا آان محدّد المصفوفة المرافقة للجملة غير معدوم  .2 ) 0≠Adét.  

  

)إذا آانت  1 نظريّة )S  جملة معادلات خطيّة من نوع  آرامر حيثA  هي المصفوفة المرافقة للجملة( )S 

)فإنّ  )S سمّى بدساتير آرامرتقبل حلّ وحيد يعطى بالقوانين التّالية والتّي ت:  

  

( ) ( )nj
Adét

x j
j ≤≤

Δ
= 1  

  



63 
 

  

                             : حيث 

nnjnnjnn

njj

njj

j

aabaa

aabaa
aabaa

111

21221221

11111111

+−

+−

+−

=Δ

K

MMMMMM

K

KK

  

  
  
  

  البرهان
  

)لنأخذ الشكل المصفوفي للجملة  )S    :BAX =  

)بما أن  ) 0≠Adét  فإنA    عكوسة وبالتالي فإنBAX )وهذا يعني أنّ للجملة   =−1 )S ّحل.  

,21نفرض أنّ  XX  حلّين للجملة( )S ّهذا يعني أن ،BAX BAXو  1= =2  

  
                         أي 

021 =− AXAX  
( ) 021 =−⇔ XXA  
( ) 021

1 =−⇔ − XXAA  
( ) 00 2121 =−⇔=−⇔ XXXXIn  

21 XX =⇔  
  

  .وهذا يعني أنّ الحلّ وحيد 
  

)لنأخذ الآن الشكل الشعاعي للجملة  )S     :bvxvxvx nn

rr
K

rr
=+++ 2211  

)إذا آان  )nααα ,,, 21 K  حلّ للجملة( )S   فإن  bvvv nn

rr
K

rr
=+++ ααα 2211   

njjمصفوفة الأشعّة وبالتالي فإن محدد  xvbvvv rrrr
K

rr ,...,,,,,, 1121   jΔهو      −+
):                         باستعمال خواص المحددات نجد أن )Adétjj α=Δ  

  
عمود (  Aفي المصفوفة  jهو محدّد المصفوفة النّاتجة عن تعويض العمود رقم  jΔالمحدّد   1 ملاحظة

  .بعمود ثوابت الجملة)  jxالمعاملات المرافقة للمجهول 
  

في حساب حلول الجمل الخطية ذات المصفوفات المربعة والعكوسة  تعتبر طريقة آرامر من الطرق الشائعة

فهي تعطي مباشرة قيمة آل مجهول، ولكنها تستوجب وقتا طويلا من أجل إعطاء القيم النهائية  nمن الدرجة

الجمع، الطرح، الضرب (لعمليات آبير، نحتاج إلى إجراء عدد آبير جدا من ا nللمجاهيل، فمن أجل 

     .n لـ ة، لذلك فإننا عادةً لا نلجأ إلى استعمال هذه الطريقة إلا من أجل قيم صغير)والقسمة

  
  الجملة التّالية     IRحلّ في      مثال
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( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
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=++

23
122

1

zyx
zyx

zyx
S  

  

: المصفوفة المرافقة للجملة هي
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

311
212
111

A وبالحساب نجد :( ) 02 ≠−=Adét  

  
) نإذ )S هي جملة آرامر فهي تقبل بالتّالي حلّ وحيد هو  
  

( ) ( ) ( ) 2
1

211
112
111

1,1
321
212
111

1,
2
1

312
211
111

1
====

−
==

Adét
z

Adét
y

Adét
x  

  
  

  جمل المعادلات الخطيّة المتجانسة
  
  

)إذا آانت  )S لها حلّ واضح هو الشّعاع الصّفري ويسمّى هذا الحلّ بالحلّ جملة معادلات خطيّة متجانسة ف
  .التّافه

  
)إذا آانت   2 نظريّة )S  جملة معادلات خطيّة متجانسة ذاتn  مجهول وn  معادلة، فإنّه يكون لهذه الجملة

  .ط إذا انعدم محدّد المصفوفة المرافقة للجملةحلّ غير الحلّ التّافه إذا وفق
  

  البرهان
)إذا آان  ) 0≠Adét حيث ،A  هي المصفوفة المرافقة للجملة( )S فإن ،( )S  جملة آرامر وهي بالتالي تقبل

  .حلّ التافههو حتما ال 1حلّ وحيد حسب النظرية 

  
)أمّا إذا آان  ) 0=Adét ممّا يعني أن ،A وهذا يكافئ  )من الفصل الثالث 3إلى النتيجة  رجعا(ليست عكوسة

؛ إذن من الفصل الثالث 1ة النظريّليس متباين، وذلك حسب  Aالمرافق للمصفوفة  fأن التطبيق الخطي 

( ) { }nK
f 0ker )وهذا يعني أنّ للجملة  ≠ )S حلّ غير الحلّ التّافه.  

  
  

  : الجملة المتجانسة التّالية مثال
  
  

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+
=+−

034
02
02

zyx
zyx
zyx

     تقبل حلّ غير الحلّ التّافه لأن         
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0
314
112

211
=

−
−

−
  

  
  

  اسة العامّة لجملة معادلات خطيّةالدّر.3.4
  

)نعتبر جملة معادلات خطّيّة  )S ممثّلة بالمعادلة المصفوفيّة  BAX =  
  

           حيث       
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

mnm

n

aa

aa
A

K

MMM

K

1

111

 ،( )TnxxX ,,1 K=  و( )TmbbB ,,1 K= .  

  
)المرافقѧة للجملѧة    Aوفة نفرض أنّ رتبة المصѧف   )S  يѧهk ( )( )kArang ؛ هѧذا يعنѧي أنѧّه يوجѧد محѧدّد مѧن       =

  .غير معدوم)  Aمستخرج من المصفوفة (  kالدّرجة

وافقة لأسطر هذا المحدّد بالمعادلات الرّئيسѧيّة آمѧا نسѧمّي المجاهيѧل الموافقѧة لأعمѧدة هѧذا        نسمّي المعادلات الم 

  .المحدّد بالمجاهيل الرّئيسيّة

kxxنفرض أنّ   ,,1 K     ددهاѧي عѧّى التѧادلات الأولѧهي المجاهيل الرّئيسيّة والمعk    ّيѧادلات الرّئيسѧي المعѧة   ه )

  ). إذا لزم الأمر  المجاهيل )أو( ترقيم المعادلات و ن الحصول على ذلك بإعادةيمك

  

  .اختيار المعادلات الرّئيسيّة و المجاهيل الرّئيسيّة ليس وحيدا  2 ملاحظة
  

)إذا أخѧѧذنا الشѧѧّكل الشѧѧّعاعي للجملѧѧة    )S   عّةѧѧإنّ الأشѧѧفkvv r
K

r تكѧѧون  )ة المحѧѧدّد المسѧѧتخرج الموافقѧѧة لأعمѧѧد ( 1,,

nvvمستقلّة خطّيّا و تنتمѧي الأشѧعّة    r
K

r إلѧى الفضѧاء الشѧّعاعي الجزئѧي الѧذّي أساسѧه        )nKالمشѧكّلة لأسѧاس   ( 1,,

{ }kvv r
K

r )ويكون للجملة  1,, )S آان الشّعاع إذا طوفق حلّ إذاb
r

ينتمي إلى هذا الفضاء الشѧّعاعي الجزئѧي، أي    

  من الشّكل k+1إذا انعدمت جميع المحدّدات من الدّرجة 

  
   

mrk ≤≤+1      

rrkrr

kkkkk

k

baaa
baaa

baaa

K

K

MMMMM

K

21

11

111211

  

  
  

)وفي هذه الحالة يمكن آتابة الجملة  )S بالشّكل  
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S
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M
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1111
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1111
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1

  

  
  

nkويكون الحلّ بإعطѧاء المجاهيѧل غيѧر الرّئيسѧيّة      xx ,,1 K+   ةѧّيم إختياريѧتكن  قѧول nk ββ ,,1 K+    لѧن الحقѧمK 

)فتكون الجملة  )1S  التّي يمكن إيجاد حلّها عندئذ جملة آرامر( )kαα ,,1 K.  

  
nnkk  بمѧѧѧѧѧѧا أنّ الشѧѧѧѧѧѧّعاع  vvb r

K
rr

ββ −−− ++ }يُكتѧѧѧѧѧѧب بشѧѧѧѧѧѧكل وحيѧѧѧѧѧѧد فѧѧѧѧѧѧي الأسѧѧѧѧѧѧاس      11 }kvv r
K

r فѧѧѧѧѧѧإنّ  1,,

kknnkk vvvvb r
K

rr
K

rr
ααββ ++=−−− ++ )وهذا يعني أنّ جميع معادلات  1111 )S   ادلاتѧغير مع( )1S   قѧّتتحق

)  أيضا بالحلّ )nkk ββαα ,,,, 11 KK +.  

  
)نسمّي المصفوفة الموسّعة المرافقة للجملة   تعريف )S المصفوفة النّاتجة عن ،A   نѧبإضافة العمود المشكّل م

)ثوابت الجملة ونرمز لها بالرّمز  )BA أي      :( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

mmmm

n

baa

baa
BA

K

MMMM

K

1

1111

  

  
  ممّا سبق النّظريّة التّاليةنستنتج إذن 

  
  

)لتكن  3 نظريّة )S تحتوي على( جملة معادلات خطّيّةm معادلة وn صيغتها المصفوفيّة  )مجهولBAX =  
  

)  آان إذا .1 ) ( ) kBArangArang )للجملة فإنّ  == )S ّولدينا حلا: 
  
nk في حالة  . أ )الجملة فإنّ  = )S  حلاّ وحيدا تقبلجملة آرامر وهي بالتّالي.  

)فѧѧي حالѧѧة    . ب ) nknk )فѧѧإنّ الجملѧѧة   ≠> )S لѧѧر   تقبѧѧددا غيѧѧدد     عѧѧون عѧѧث يكѧѧول حيѧѧن الحلѧѧه مѧѧمنت

knوعدد المجاهيل الإختياريّة مساويا لـ kالمجاهيل الرّئيسيّة مساويا لـ −.  

  
)إذا آان .  2 ) ( )BArangArang )فإنّ الجملة  > )S ّلا تقبل حلا.  
  
  

نحتѧاج فيѧه إلѧى حسѧاب عѧدد      ( السّابقة مباشرة لحѧلّ جملѧة معѧادلات خطّيѧّة مكلѧّف       اسةدّرال اتّباعإنّ   3 ملاحظة

لذلك غالبا ما نستعيض عن الجملة المفروضة بجملѧة مكافئѧة لهѧا وذات شѧكل     ) آبير من المحدّدات المستخرجة 
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لهѧѧا علѧѧى  متѧѧدرّج حيѧѧث تحتѧѧوي المعادلѧѧة الأخيѧѧرة منهѧѧا علѧѧى مجهѧѧول رئيسѧѧي واحѧѧد وتحتѧѧوي المعادلѧѧة السѧѧّابقة   

وذلك بتطبيق متتاليѧة   للجملة نحصل على شكل جديد حتّى المجهول المذآور وهكذا امجهولين رئيسيّين أحد هم

والتѧّي تجعلنѧا ننتقѧل بهѧا إلѧى مصѧفوفة تمثѧّل جملѧة          هѧا من التّحويلات على أسطر المصفوفة الموسѧّعة المرافقѧة ل  

 Gaussتسѧمّى هѧذه الطّريقѧة بطريقѧة     . لّ أآثر سهولة مكافئة للجملة الأولى وذات شكل متدرّج يجعل حساب الح

  .حلّلل

  

  مثال

)الجملة التّالية        IRفي  لندرس )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−−
=++

249
12
24

zyx
zyx
zyx

S  

 ( ) BAXS )      حيث ⇔= ) ( )TT BzyxXA 212,,
491
211

141
==

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−=  

)  لدينا ) 0=Adét  نإذ ( )S      يѧر فهѧة آرامѧت جملѧالي ليسѧّدا     بالتѧلاّ وحيѧل حѧلا تقب)( )S     لѧلاّ أو تقبѧل حѧلا تقب
  ). عددا غير منته من الحلول 

  
)والمصفوفة الموسّعة  Aلتحديد ذلك علينا مقارنة رتبة المصفوفة  )BA  

  
  

                    

( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−+→≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−

−→
−→

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

1000
1350

2141

0350
1350

2141

2491
1211
2141

233

133

122

LLL

LLL
LLL

BA

  

  

)واضѧѧح أنّ  ) 3<Arang ديناѧѧ05: ول
50

41
≠−=

 فѧѧإنّ وبالتѧѧّالي) محѧѧدّد مسѧѧتخرج مѧѧن الدّرجѧѧة الثّانيѧѧة    (  −

( ) 2=Arang   

05 لكѧѧѧѧن 
100
150

241
≠=

−
 وبالتѧѧѧѧّالي) محѧѧѧѧدّد مسѧѧѧѧتخرج مѧѧѧѧن الدّرجѧѧѧѧة الثّالثѧѧѧѧة للمصѧѧѧѧفوفة الموسѧѧѧѧّعة       (  −−

( ) 3=BArang.  
  

)بما أنّ  ) ( )BArangArang )فإنّ الجملة  ≠ )S ّلا تقبل حلا.  
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  سلسة تمارين الفصل الرّابع

  
  1التّمرين 

)جملة المعادلات الخطّيّة التّالية      IRنعتبر في  )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=−−
−=−+

1825
122
12

zyx
zyx

zyx
S  

  
) ملةأثبت أن الج )S لا تقبل حلاّ وحيدا، ثم أوجد الصيغة العامة  للحلول  

  
  الحلّ

                                               

 ( ) BAXS ): حيث ⇔= ) ( )TT BzyxXA 111,,
825
221
121

−==
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

=  

  
)لدينا   ) 0=Adét  إذن( )S دا    ليست جملة آѧلاّ وحيѧل حѧرامر فهي إذن لا تقب)( )S      دداѧل عѧلاّ أو تقبѧل حѧلا تقب

  ).غير منته من الحلول 

  

              

( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−−
−→≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−

−→
−→

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
=

0000
2140
1121

3

63120
2140
1121

5
1825
1221
1121

233

133

122

LLL

LLL
LLL

BA

  

  
)من المصفوفة الأخيرة واضح أنّ  ) 3<Arang و( ) 3<Brang  

  

04: ولѧѧѧѧدينا 
40

21
≠−=

وبالتѧѧѧѧّالي فѧѧѧѧإنّ )  Aمحѧѧѧѧدّد مسѧѧѧѧتخرج مѧѧѧѧن الدّرجѧѧѧѧة الثّانيѧѧѧѧة مѧѧѧѧن المصѧѧѧѧفوفة  (  −

( ) ( ) 2=== kBArangArang.  
  

)إذن  )S  2تقبل عددا غير منته من الحلول ولدينا=k  123مجهول رئيسي و   .مجهول إختياري −=

  . zومجهول إختياري واحد وليكن ,yxلدينا إذن مجهولين رئيسيّين وليكونا 
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)بهذا الاختيار وحسب جملة التّحويلات السّابقة فإنّ  الجملة  )S      تكافئ( )
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++

⎩
⎨
⎧

+=−
+−=+

⇔

0000

24
12

1

zyx

zy
zyx

S
S  

  

)وحلّ الجملة  )S  يرجع إذن إلى حلّ الجملة( )1S.  

)مѧѧѧن المعادلѧѧѧة الثّانيѧѧѧة للجملѧѧѧة  )1S   دѧѧѧنجzy
4
1

2
1
وبتعѧѧѧويض هѧѧѧذه القيمѧѧѧة فѧѧѧي المعادلѧѧѧة الأولѧѧѧى نجѧѧѧد    =−−

zx
2
3

=.  

)إذن  )S نѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧه مѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧر منتѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧددا غيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧل عѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧي  تقبѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧول هѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة للحلѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧّيغة العامѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧّول والصѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧالحل

( ) ( )IRzyx ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= αααα ,

4
1

2
1,

2
3,,  

  
  

   2التّمرين 

  جملة المعادلات الخطّيّة التّالية   IRنعتبر في  

     

( )

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=+++++

=++
=+++++

54
765432

1
1222

6

654321

642

654321

x
xxxxxx

xxx
xxxxxx

S  

  
  

)برهن أنّ الجملة  )S هاعددا غير منته من الحلول يطلب إيجاد صيغت تقبل.  
  
  

  الحلّ
  

)المعادلة المصفوفيّة المكافئة للجملة  )S  هيBAX =      

)حيث                   ) ( )TT BxxxxxxXA 5711,,

400000
654321
101010
212121

654321 ==

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=  

  
  بإجراء التّحويل الموضّح أدناه على السّطر الثّالث في المصفوفة الموسّعة نجد
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                    ( )
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=−→≈

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

5
6
1
1

400000
442200
101010
212121

5
7
1
1

400000
654321
101010
212121

133 LLLBA  

  
)واضح أنّ  ) ( )6,4min4 =≤Arang  وآذلك( ) ( )7,4min4 =≤BArang   

  
  

08ولدينا 

4000
4200
1110
2221

≠==Δ  ) محدّد مستخرج من الدّرجة الرّابعة من المصفوفةA  ( ّوهذا يعني أن  

  
( ) ( ) 4== ArangBArang    ةѧإنّ الجملѧوبالتّالي ف( )S  لѧول لأنّ       تقبѧن الحلѧه مѧر منتѧددا غيѧعnk =<= 64 

−=2مجاهيل رئيسيّة  و  4ولدينا إذن  kn  3ارجع للنّظريّة (مجاهيل إختياريّة.(  

  
6421مجاهيѧѧل الرّئيسѧѧيّة  هѧѧي   المختѧѧار فѧѧإن ال  Δوحسѧѧب المحѧѧدّد   ,,, xxxx )  دّدѧѧذا المحѧѧدة هѧѧة لأعمѧѧو ) الموافق

53المجاهيل الإختياريѧّة هѧي بالتѧّالي     , xx    ةѧلّ الجملѧوح( )S     ّلѧى حѧع إذن إلѧة  يرجѧالجمل( )S الموافقѧة  (التّاليѧة   ′

  ) Δللمحدّد 

  

                                                    ( )

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
−−=+

=++
−−=+++

′

54
42642

1
1222

6

5364

642

536421

x
xxxx

xxx
xxxxxx

S  

  
  
  

)نحلّ الجملة  )S مѧن المعادلѧة الأخيѧرة ثѧمّ نعوّضѧها فѧي        6xبالتѧّدرجّ مѧن الأسѧفل إلѧى الأعلѧى حيѧث نجѧد قيمѧة          ′

وأخيѧرا نعѧوّض جميѧع     2xهاتين القيمتين في المعادلة الثّانية فنجد قيمة  ثمّ نعوّض 4xالمعادلة الثّالثة لنجد قيمة 

  فنحصل على النّتائج التّالية 1xالقيم المحصّل عليها في المعادلة الأولى لنجد 

  

  

5315325346 1,2
4
3,2

2
1,

4
5 xxxxxxxxxx −−=++

−
=−−==  
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  3التّمرين        

                            IRدلات الخطّية التّالية في نعتبر جملة المعا        
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+
=−

4

3

2

1

42
7

3
3

byx
byx
byx
byx

  ( )S  

)أآتب الجملة  .1 )S معادلة مصفوفيّة على شكل :BAX = .  

)أوجد  .2 )Arang  وناقش حسب قيم( ) 41 ≤≤iib  رتبة المصفوفة الموسعةBA. 

)استنتج قيم  .3 ) 41 ≤≤iib  التّي تجعل( )S  تقبل حلاّ،  ثمّ حلّ الجملة في هذه الحالة. 

 
 

  الحلّ 

)لدينا    .1 ) BAXS ):           حيث    ⇔= ) ( )TT bbbbByxXA 4321,,

42
71
13
31

==

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

=  

  

)  لا تغيّر رتبتهѧا وتحѧوّل الجملѧة المرافقѧة لهѧا إلѧى جملѧة مكافئѧة        (بإجراء تحويلات على أسطر المصفوفة الموسّعة .  2

  نحصل على

                                                   

                                      

( )
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
+−

−
−

−→
−→

≈

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

−

−→
−→
−→

≈

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

=

421

321

12

1

244

233

14

13

12

1

144

133

122

4

3

2

1

2
3

00
00

100
31

2

3

100
100
100

31

2

3

42
71
13
31

bbb
bbb

bb
b

LLL
LLL

bb
bb
bb

b

LLL
LLL

LLL

b
b
b
b

BA   

          

)ح أنّ واض ) 2≤Arang  010ولدينا
100

31
≠=

−
وبالتѧّالي  )  Aمحدّد مستخرج من الدّرجة الثّانية من المصѧفوفة  (  

)فإنّ  ) 2=Arang.  

  

02من أجل  321 ≠+− bbb  0421أو ≠+− bbb    ّفإن  
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0
200

3100
31

321

21

1

≠
+−

+−
−

bbb
bb

b

0أو   
00

3100
31

421

21

1

≠
+−
+−

−

bbb
bb

b

  

  
  
)وبالتّالي     ) محدّدان مستخرجان من الدّرجة الثّالثة من المصفوفة الموسّعة (  ) 3=BArang.  
  

02أمّا من أجل  321 =+− bbb  0421و =+− bbb     ّفواضح أن( ) 2=BArang  
  
  
)فإنّ الجملة  3 يّةحسب النّظر.3 )S       انѧط إذا آѧلاّ إذا وفقѧل حѧتقب( ) ( )BArangArang فѧإن   2إذن حسѧب السѧّؤال    =

( )S  02تقبل حلاّ إذا وفقط إذا آان 321 =+− bbb  0421و =+− bbb    راتѧويلات المجѧوفي هذه الحالة، حسب التّح

)، فإنّ الجملة 2في السّؤال  )S      تكافئ الجملة  

⎩
⎨
⎧

−=
=−

32

1

310
3

bby
byx

  

  

)وبالتّالي فإنّ حلّ الجملة  )S   هو( )21 3
10
1 bbx +=     ،( )12 3

10
1 bby −=  

  
  

   4التّمرين 

)معادلات الخطّيّة التّالية      جملة ال 3IRنعتبر في    )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+

=+−

125
22

32

yx
zax

bzyx
S    حيث( ) 2, IRba ∈  

  
  
)ناقش حسب قيم الوسيطين الحقيقييّن  )ba,  حلّ الجملة( )S.  
  
  
  

  الحلّ
  

( ) BAXS ):           حيث      ⇔= ) ( )TT BzyxXa
b

A 123,,
025
20

21
==

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=  

  

): لدينا ) ( )122 −= abAdét  إذن( ) 120 ≠⇔≠ abAdét ومن أجل هذه القيم( )S   لѧهي جملة آرامر وتقب

  .حلّ وحيد يمكن إعطاؤه بدساتير آرامر
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  )لّ أو عدد غير منته من الحلول ليس للجملة ح(  ab=12لندرس الآن الحالة التّي يكون فيها  

  

             

( )

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

−

→

↔
≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−

−→
−→

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

aaba

b
b

LL

LL

b
aaba

b

LLL
aLLL

a
b

BA

32220
6
7

12
510

321

12
1

145120
32220

321

5
1025
220
321

22

32

133

122

      

  

      

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

−

−→≈
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

−

≈

3
26000
6
7

12
510

321

3
26

6
1200

6
7

12
510

321
2

32220
6
7

12
510

321

233

a

b
b

aab

b
b

aLLL

aaba

b
b

   

  
3026:من أجل ≠⇔≠− aa  ّفإن( ) ( ) 32 =∧= BArangArang   وبالتّالي( )S   لا تقبل حلا.  

  

3026:من أجل =⇔=− aa  ) اѧّ4لي بالت=b  (   ّإنѧف( ) ( ) 2== BArangArang  اليѧّبالت( )S    دداѧل عѧتقب

  ). zومجهول إختياري واحد وليكن ,yxلدينا مجهولين رئيسيّين وليكونا ( غير منته من الحلول 

  

  

)التّحويلات السّابقة، الجملة بهذا الاختيار وحسب جملة   )S     تكافئ  

  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

−=−

zy

zyx

3
5

6
7

432
  

  والصّيغة العامّة للحلول هي  إذن 

  

( ) ( )IRzyx ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
+= αααα ,

3
5

6
7,

3
2

3
2,,  
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  5 نــمريـــّـتـال

IRcba:       (جـمـلة الـمعادلات الخـطّيّة التّـاليـة IRنعتـبـر في  ∈,,,λ     (( )
( )

( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++

czyx
bzyx
azyx

S
1

1
1

λ
λ

λ

  

  
  

)أآـتـب  .1 )S على شـكـل مـعـادلـة مـصـفـوفـيّة :BAX =.  

)بعد إجراء تحويلات مناسبة على أسѧطر المصفѧـوفة الѧـموسّعة     .2 )BA    ـطѧـيم الوسـائѧب قѧـش حسѧ؛ ناق( )cba ,,,λ :

( )Arang    و( )BArang. 

)اسـتـنـتج قـيم  .3 )cba ,,,λ  الـتّي تجـعـل الجـمـلة( )S: 

  لا تـقـبـل حـلاّ. تـقـبـل عـددا غـير منـتـه مـن الحـلول   ،      ج. جـمـلة آـرامـر  ،     ب. أ

  

 .يغـة الـعـامّة للـحـلـول في الـحـالـة بأعـط الـصّـ .4

 
  

  الحلّ
  

1. ( ) BAXS ):           حيث      ⇔= ) ( )TT cbaBzyxXA ==
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

+
= ,,

111
111
111

λ
λ

λ

  

  
  
  
2.        

               

( ) ( ) ( )

( ) ( )⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−++−
−−

+
=+→≈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−−−−
−−

+
=

+−→
−→

≈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

+
=

2003
0
111

102
0
111

1
111

111
111

2
233

2133

122

λλλ
λλ

λ

λλλλ
λλ

λ

λ
λ

λ
λ

acb
ab

a
LLL

c
ab

a

LLL
LLL

c
b
a

BA

  

  
  

}من أجل  }3,0 −−∈ IRλ                           ّفإن( ) ( ) ( )IRcbaBArangArang ∈∀== ,,3  
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)فإنّ                                   λ=0من أجل  ) ( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

==
≠∨≠

=∧=
cba

acab
BArangArang

:1
:2

1  

  
  

)فإنّ                                   λ=−3من أجل  ) ( )
⎩
⎨
⎧

≠++
=++

=∧=
0:3
0:2

2
cba
cba

BArangArang  

  
  

)تكون الجملة . 3 )S    انѧر إذا آѧجملة آرام( ) ( ) 3== BArangArang    ؤالѧّب السѧل        2وحسѧن أجѧا مѧون محقّقѧك يكѧإنّ ذلѧف

( ) { }( ) 33,0,,, IRIRcba ×−−∈λ  

  
)الجملѧѧة  )S لѧѧان      تقبѧѧول إذا آѧѧن الحلѧѧه مѧѧر منتѧѧددا غيѧѧع( ) ( ) 3<= BArangArang     لѧѧن أجѧѧا مѧѧك محقّقѧѧون ذلѧѧويك

( ) ( )030 =++∧−=∨==∧= cbacba λλ  

  
)وأخيѧѧѧѧѧѧѧرا فѧѧѧѧѧѧѧإنّ الجملѧѧѧѧѧѧѧة   )S  للاѧѧѧѧѧѧѧان   تقبѧѧѧѧѧѧѧلاّ إذا آѧѧѧѧѧѧѧح( ) ( )BArangArang ويكѧѧѧѧѧѧѧون ذلѧѧѧѧѧѧѧك مѧѧѧѧѧѧѧن أجѧѧѧѧѧѧѧل    ≠

( )( ) ( )030 ≠++∧−=∨≠∨≠∧= cbacaba λλ  

  

  
cbaفي حالة .4 ==∧= 0λ  

)لѧѧدينا مجهѧѧول رئيسѧѧي واحѧѧد ومجهѧѧولين إختيѧѧاريين والجملѧѧة      )S    ةѧѧافئ المعادلѧѧتكzyax صѧѧّيغة العامѧѧّة  وال =−−

)للحلول هي إذن                        ) ( ) ( ) 2,/,,,, IRazyx ∈−−= βαβαβα  

  
03في حالة  =++∧−= cbaλ  

)لدينا مجهولين رئيسيين ومجهول واحد إختياري والجملة  )S            تكافئ الجملة( )⎩
⎨
⎧

−−=−
+=+

xaby
xazy

33
2

  

xbazxbay)            بالتّعويض للخلف(التّي حلّها  −
+

=+
−

=
3

2,3
3  

                  

)والصّيغة العامّة للحلول هي إذن                        ) ( )IRbabazyx ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

−
= αααα

3
2,3

3
,,,  
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   مقترحةســلسلــة تـــمــارين                                                 

  
  

    1التّمرين 

)ناقش حسب قيم الوسائط   )4,3,2,1,, =ibba i  حلول الجمل التّالية فيIR   

                                
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=++
=++

3

2

1

8
352

32

byx
bzyx

bzyx

                 
( )

( )
( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=+++
=+−+

bazayxa
azyxa

azyaax

2
01

02

  

  
    2التّمرين 

                           IRنعتبر الجملة التّالية في  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+++
=++

0
0

023

tx
tzyx

zyx

  ( )S  

)برهن أنّ مجموعة حلول  .1 )S  4تشكّل فضاءا شعاعيّا جزئيّا منIR.  

 .أوجد أساس لهذا الفضاء ثمّ استنتج بعده .2

  

  

cbaأوجد قيم  : 3التّمرين  متجانسة التّالية تقبل حلاّ غير الحѧلّ التّافѧه ثѧمّ أوجѧد الصѧّيغة العامѧّة       التّي تجعل الجملة ال ,,

)                 :  للحلول في هذه الحالة ) ( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+++++

=++

0
0

0

abzacybcx
zbayacxcb

zyx

  

  
   4 نــمريـــّـتـال

))     ∋IRa:       (جـمـلة الـمعادلات الخـطّيّة التّـاليـة IRنعتـبـر في  )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=++−

=+−

1
1

azayax
zayx

azayx
S  

)أآـتـب .1 )S على شـكـل مـعـادلـة مـصـفـوفـيّة :BAX =.  

): aناقـش حسب قـيم الوسـيـط .2 )Arang    و( )BArang.  

)الـتّي تجـعـل الجـمـلة  aاسـتـنـتج قـيم .3 )S: 

  لا تـقـبـل حـلاّ. تـقـبـل عـددا غـير منـتـه مـن الحـلول   ،      ج. جـمـلة آـرامـر  ،     ب. أ     

)أوجد حلّ الجملة .  4 )S في الـحـالـتين أ و ب.  
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  5 نــمريـــّـتـال

IRba:       (جـمـلة الـمعادلات الخـطّيّة التّـاليـة IRي نعتـبـر ف ∈,     (( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−
=+−

bzyx
azyx
zyx

S
543

532
432

  

)أآـتـب  .1 )S على شـكـل مـعـادلـة مـصـفـوفـيّة :BAX =.  

)أحـسـب  .2 )Adét ـنتج ثـمّ اسـتΩ  مجـموعة قـيمa  الـتّي مـن أجـلـها تـقـبل( )S حـلاّ وحـيـدا. 

)؛ أوجــد Ω∉aمن أجــل  .3 )Arang  و ناقــش حـسـب قـيـمb ( )BArang. 

)الـتّي مѧـن أجـلѧـها تـقѧـبل     bاسـتـنتج قـيم  .4 )S           ـامّةѧـة الـعѧـط الـصّـيغѧمّ أعѧـلول ثѧـن الحѧـه مѧـير منـتѧـددا غѧعـ

 .  للـحـلـول فـي هــذه  الـحـالـة

  
  6 نــمريـــّـتـال           

IRba:       (جـمـلة الـمعادلات الخـطّيّة التّـاليـة IRنعتـبـر في  ∈,     (( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

bzayx
zayx

zayx
S

3
12

1

  

  

)أآـتـب  .1 )S على شـكـل مـعـادلـة مـصـفـوفـيّة :BAX =. 

)أحسب  .2 )Adét  ّثمّ استنتج أن( )S لا تقــبل حــلاّ وحــيـدا.  

): bو  aناقـش حسب قـيــم الوسـيـطــيـن  .3 )Arang    و( )BArang. 

)اسـتـنـتج قـيم  .4 )ba,  الـتّي تجـعـل للجـمـلة( )S ّثمّ أعـط الصّيغة العامّة للحلول من أجل هذه القيم حلا. 

  
3:أوجѧѧѧѧѧد آثيѧѧѧѧѧر الحѧѧѧѧѧدود مѧѧѧѧѧن الدّرجѧѧѧѧѧة الثّالثѧѧѧѧѧة   :7التّمѧѧѧѧѧرين 

3
2

210 xaxaxaay : الѧѧѧѧѧذّي يمѧѧѧѧѧرّ بالنّقѧѧѧѧѧاط =+++
( ) ( ) ( ) ( )2,3,2,1,5,1,1,2 −−−. 

  
   8التّمرين 

 .17,21,23,29: نحصل على النّتائج فنا معدّل ثلاثة منها إلى العدد الرّابعضأعداد صحيحة، إذا أ ةأوجد أربع 
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