
1 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  الفصل ا�ول

  التكام�ت المضاعفة

  

  

  

  

  

  

  

  

  



2 

 

  

 عملية حلو� يقدم والذي الحديثة، الرياضيات في الھامة الفروع من التحليل فرع يعتبر
 المستعملة ا*دوات أھم بين ومن التقنية التخصصات مختلف في المطروحة المسائل من لكثير

 دورا يلعب التطبيقية، و البحتة الرياضيات فروع أھم يعد الذي التكامل مفھوم التخصص ھذا في

 ميادين في المطروحة المسائل حل في ةفعال مساھمة ويساھم الرياضيات، تطوير في رئيسيا

 . إلخ....والھندسة والكيمياء والفيزياء كالطب شتى

من المعلومات حول ا بسيطا وميسرا من خ5ل ھذا القدر البسيط ليس من السھل اعطاء مفھوم  
لجوع إلى ايمكنه   مع ذلكا7كثار على الطالب  وخشية الحشو  وذلك امل الثنائي و الث5ثيالتك

] ھي المرجعو  في تلخصي  ھذا الفصل عليھا عتمدتالمراجع التي ا ]16 −،[ ]89 − ،

[ ]1113 − ،[ ]15.  

    تذكير: - 1-1

  متعددة المتغيرات الدوال -1-1-1

  الدالة لمتغيرين: 

)لمتغيرين حقيقينfنسمي دالة : )1.1.1(تعريف )yx, الع5قة التي ترفق بكل ثنائية( )yx, من

fDIRمجال التعريف  ⊃2
)وحيد نرمز اليه العدد الحقيقي ال  )yxf ,  

): عين مجموعة تعريف الدالة )1.1.1(مثال ) 229, yxyxf −−=  

اي 
( ) }{

( ) }{ 9/,

09/,

222

222

≤+∈=

≥−−∈=

yxIRyx

yxIRyxD f

      

  النھايات و ا�ستمرار:

)عندماfنھاية للدالة  l: يكون العدد الحقيقي)2.1.1(تعريف )yx,تنتھي الى( )ba, -  ليس

و نكتب   -fDشرطا من
( ) ( )

( ) lyxf
bayx

=
→

,lim
,,

اذا وفقط اذا كان 

( ) ( ) ( ) ( ) εδδε <−→<−+−∈∀>∃>∀ lyxfbyaxDyx f ,;,,0,0
22

  

)عندما f: احسب نھاية الدالة)2.1.1(مثال )yx,تنتھى الى( حيث  0,0(

( )
221

,
yx

yx
yxf

++

−
=  

): اذا كانت)1.1.1(م5حظة ) 1, lyxf )عندما→ ) ( )bayx ,, و كانت1cوفق المسار→

( ) 2, lyxf )عندما→ ) ( )bayx ,, 21بحيث2cوفق المسار→ ll فإن≠

( ) ( )
( )yxf

bayx

,lim
,, →

  غير موجودة

): احسب النھاية ان وجدت عندما)3.1.1(ثالم ) ( )0,0, →yx :الدوال التالية   
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( ) ( )yxxyyxf 2cos, −= ،( )
22

22

2

sin
,

yx

yx
yxg

+

+
=، ( )

22
,

yx

xy
yxh

+
=  

  ا�ستمرار: 

)انھا مستمرة عند f: نقول عن دالة لمتغيرين حقيقين)3.1.1(تعريف .1 )ba, اذا كانت

( ) ( )
( ) ( )bafyxf

bayx

,,lim
,,

=
→

 Dانھا مستمر ة على المنطقة fو نقول عن الدالة

) نقطة اذا كانت مستمرة عند كل )ba, منD  

: بين فيما اذا كانت الدالة التالية مستمرة)4.1.1(مثال
( ) ( ) ( )

( ) ( )







=
≠

++
=

0,0,;

0,0,,;0

2

,
yx

yxyx

xy

yxsiyxg
  

�  الجزئي: شتقاقا

)عند النقطةxبالنسبة للمتغير f: المشتق الجزئي للدالة )4.1.1(تعريف )ba, و نرمز له

( )baf x )yوذلك بتثبيت ′, )by  أي xبالنسبة للمتغير سب المشتقو نح =

( ) ( )agbaf x
′=′ و نكتب ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )baf
h

bafbhaf

h

aghag
ag x

hh

,
,,

limlim
00

′=
−+

=
−+

=′
→→

بنفس 

)عند النقطةyبالنسبة للمتغير fالطريقة المشتق الجزئي للدالة  )ba,

( ) ( ) ( )
h

bafhbaf
baf

h

y

,,
, lim

0

−+
=′

→
   

  للمشتقات الجزئية كما يلي:  نرمز

 
( ) fDfD

x

f
fyxf xxx ==

∂

∂
=′=′

1,،
( ) fDfD

y

f
fyxf yyy ==

∂

∂
=′=′

2,
  

 ,yxبالنسبة للمتغير : احسب المشتقات الجزئية ا*ولى و الثانية للدالتين)5.1.5(مثال

( ) ( ) ( ) xxyyxhxyyxg sin,,1ln, =−=،  

  .,yxمتغيربالنسبة لل ثم المشتقات الجزئية من الرتب الثانية و الثالثة 
  المشتقات من الرتب العليا:

 
( )

2

2

x

f
ff xxxx ∂

∂
=′′=′′

و  
( )

xy

f
ff xyyx ∂∂

∂
=′′=′′

2

......
( )

n

n
n

x x

f
f n

∂

∂
=

  

 ,yxبالنسبة للمتغير : احسب المشتقات الجزئية ا*ولى للدالة)6.1.1(مثال

( ) xvyeyxf xy sin, 3 += −
،  

  .,yxبالنسبة للمتغير الجزئية من الرتب الثانية و الثالثةثم المشتقات  
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  الدوال لث�ث متغيرات او اكثر:

)لث5ث متغيرات حقيقيةfنسمي دالة : )5.1.1(تعريف )zyx الع5قة التي ترفق بكل ,,

)ث5ثية )zyx fDIRف من مجال التعري,, ⊃3
حقيقي وحيد نرمز اليه عدد  

( )zyxf ,,.  

): عين مجموعة تعريف الدالة )7.1.1(مثال ) ( ) zxyyzzyxg sinln,, +−=  

اي 
( ) }{

( ) }{ yzIRzyx

yzIRzyxDg

>∈=

>−∈=

/,,

0/,,

3

3

  

  المشتقات الجزئية:

)عند النقطةxبالنسبة للمتغير fالمشتق الجزئي للدالة  :)6.1.1(تعريف )zyx و نرمز  ,,

)له )zyxf x ) و  ′,, ) ( ) ( )
h

zyxfzyhxf
zyxf

h

x

,,,,
,, lim

0

−+
=′

→
  

)متغير ايnو اذا كانت الدالة ذات  )
nxxxfU ,...,, فإن =21

( ) ( ) ( )i

x

nni

hi
i

f
h

xxxfxhxxf

x

U
=

−+
=

∂

∂

→

,...,,,..,,.., 211

0
lim  

و نرمز 
( )

fDf
ii x

i

x بعة للتاالمتتابع الجزئية ، المشتقات=
 

( )
fDf

k
k

xx
kk

xx ..... 1
1

=  

 ,yxبالنسبة للمتغير للدالة ا*ولى : احسب المشتقات الجزئية)8.1.1(مثال

( ) ( ) zxyyzzyxg sinln,, +−=،  

  .,yxبالنسبة للمتغير ثم المشتقات الجزئية من الرتب الثانية و الثالثة 

  :درجيةالدوال ال -  1-1-2

]: نسمي تقسيما للمجال)7.1.1(تعريف ]ba,منIRكل جملة( )
nxx من نقط 0,.....,

]المجال ]ba,بحيثbxxxa n =<<= ندعو خطوة التقسيم10....

( )
nxxS ]للمجال=0,..., ]ba, الموجبالعدد الحقيقيS:والمعرفة  بـ 

( )ii

ni

xxS Max −= +
−≤≤

1

10

  

]المجال المعرفة علىf: نسمي الدالة الحقيقية )8.1.1(تعريف ]ba,منIR دالة درجية

](سلمية)على المجال ]ba,اذا وجد تقسيم( )
nxxS ثابتة على كل fبحيث تكون=0,...,

[مجال جزئي [ nixx ii ,...,2,1,0,, 1 ، ونسمي fتقسيما موصو� بالدالةSو نسمي +=
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]ايضا ] [ ]( )( ) ( ) ( )∑
=

++ −=∈∀
n

i

iiii xfxxbasfRxxx
0

11 مجموع ريمان ,;,,

  Sالمرفق بالتقسيم

  التكامل:

]ليكن  ]baIR ,⊃ ،[ ]( )baE ]الى مجموعة الدوال الدرجة المعرفة على رمزي, ]ba,  

]ليكن :)9.1.1تعريف( ]( )baEf )التقسيم و اليكن∋, )
nxxS للمجال=0,...,

[ ]ba,بحيث
  

] [ ( ) iii cxfnixxx ==∈∀ + ;,....,2,1,0,, 1   

]على المجال fلتابعتكامل ا ]ba, الذي نرمز إليه العدد الحقيقي( )∫
b

a

dxxf :والمعرف بـ  

         ( ) [ ]( )( ) ( )∑∫
=

+
→−→−

−==
++

n

i

iii

xxxx

b

a

cxxbaSfRdxxf
iiii 0

1
00

limlim
11

,,  

]تابع مستمر على المجال f): اذا كان 1.1.1نظرية(. ]ba,  متتالية من الدوال فانه توجد

)الدرجية )
nfتقارب بانتظام نحو الدلةf على المجال[ ]ba,.  

]مستمر على المجال f): كل تابع1.1نتيجة( ]ba,.فھو قابل للمكاملة عليه  

  مثلة للتذكير بما سبق دراسته في المستوى السابق.): تكفي بعض ا�2.1م5حظة(

    :التكامل الثنائي -1-2

نسمي منطقة جزئية من المستوي  :)1.2.1(تعريف
2

IR كل جزء ،
2

IRD يعرف كما  ⊃

  يلي:

               ( ) ( ) ( ){ }xfyxfbxaIRyxD 21

2 ,,, ≤≤≤≤∈=   

]دالتين مستمرتين على  1f،2fحيث    ]ba, و تأخذان قيمھما فيIR   

: إذا كان الجزء المغلق)1.2.1(م5حظة
2

IRD يتكون من اتحاد أجزاء فرعية مغلقة ′⊃

  يدعى متراص جزئي

  كالتالي: المعرفة Dلتكن المنطقة الجزئية

   ( ) ( ) ( ){ }xfyxfbxaIRyxD 21

2 ,,,   حيث  =∋≥≥≥≥

    IRDf ]دالة محدودة، و اليكن  :→ ]dc,  إسقاط للمنطقةD على المحورoy  و

]التقسيمين التاليين للمجالين  ]ba, ،[ ]dc,  إلىm وn جزء على الترتيب أي  

  bxxxa m =≤≤≤= dyyycو  10... n =≤≤≤= ...10  
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]و المربع الجزئي ] [ ] 10,10,,, 11, −≤≤−≤≤×= ++ njmiyyxxR jjiiji  

 كما يلي:DللمنطقةDS)(نعرف التقسيم 

( ){ }njmiIRyxDS ji ≤≤≤≤∈= 0,0,,)( 2
و العددين الحقيقين 

( ) ( ){ }
jiji Ryxyxfm ,, ,/,inf ∈= ،

( ) ( ){ }
jiji RyxyxfM ,, ,/,sup ∈=  

): نسمي العددين الحقيقين التاليين 2.2.1تعريف(

( )( ) ( )( )∑
⊂

++ −−=
DR

ijjjii

ij

myyxxDSfS 11,

( )( ) ( )( )∑
⊂

++ −−=
DR

ijjjii

ij

MyyxxDSfS مجموعي داربو السفلي و العلوي  ,11

  على الترتيب.

)منثبت التقسي ijR): في الرباعي3.2.1تعريف( )DS  وijζنقطة منDRij واليكن العدد  ∩

)الحقيقي )( ) ( )( )( )∑∑
−

=

−

=
++ −−=

1

1

1

1

11,
m

i

n

j

jjiiij yyxxfDSfR ζ  الذي يسمى مجموع ريمان

ويحقق fالمرفق بالدالة المحدودة
[ ] [ ]

( )( ) ( )( ) ( )( )DSfSDSfRDSfS

dcbaDDRijij

,,,

,,/,

≤≤

×⊆∩∈∀ζ
  

DIR):ليكن 4.2.1تعريف( ⊃2
IRDfو     دالة محدودة :→

إذا كان المجموعين Dأنھا قابلة للمكاملة وفق داربو على المنطقة fنقول عن الدالة )1

 العلوي و السفلي متساويين.

 إذا كان للمجموع Dمنطقة أنھا قابلة للمكاملة وفق ريمان على الfنقول عن الدالة  )2

( )),( DSfRنھاية محدودة عندماiijj xxyy −− ++ 11  ينتھيان الي الصفر.,

يكونDعلى المنطقة او داربو قابلة للمكاملة وفق ريمان  fالدالةإذا كانت  )3

( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )DSfSDSfS

DSfRdxdyyxf

DRDR

ij

yy
xxD

ijij

jj

ii

,,

,,

infsup

lim
0

0

1

1

⊂⊂

→−
→−

==

=

+

+

∫∫ ζ

 

DIR): ليكن 1.2.1نظرية( ⊃2
IRDfمتراص جزئي فإن كل الدوال  و المستمرة :→

  عليه قابلة للمكاملة وفق ريمان (باتجاه ريمان).
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  الخواص الجبرية للتكامل الثنائي:

  تالية): التكامل الثنائي وفق ريمان لدالة محدودة على متراص تحقق الخواص ال1.2.1قضية(

DIRالخطية: ليكن  )1 IRDgfو2⊂ دالتين قابلتين للمكاملة وفق ريمان ,:→

βαفإنه مھما كان العددان الحقيقيانDعلى ,  

( )( ) ( ) ( )∫∫ ∫∫∫∫ +=+
D DD

dxdyyxgdxdyyxfdxdyyxgf ,,, βαβα  

21ا�ضافة: ليكن  )2

2 , DDIR 21و⊂

2
DDIR ∩=φبحيث⊂∪ 21 DD،

ℜ→∪ 21: DDfلدينا

( ) ( ) ( )∫∫ ∫∫∫∫ +=
∪ 1 221

,,,
D DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf
 

التزايد: إذا كان  )3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ∫∫≥⇒≥∈∀
D D

dxdyyxgdxdyyxfyxgyxfDyx ,,,,,,

)و بالتالي ) ( ) ( ) 0,0,,, ≥⇒≥∈∀ ∫∫ dxdyyxfyxfDyx
D

 

:المتباينة المضاعفة )4

( ) ( )
( )

( )∫∫∫∫
∈

≤≤
D DyxD

yxfdxdyyxfdxdyyxf ,,, sup
,

 

  ئي:طرق حساب التكامل الثنا

  )Fibiniنظرية فبني(

DIR ليكن ):2.2.1نظرية( IRDfو2⊂ معرفة Dدالة مستمرة إذا كانت :→

  بالكيفية التالية

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }ygxygdycIryx

xfyxfbxaIRyxD

21

2

21

2

,/,

,/,

≤≤≤≤∈=

≤≤≤≤∈=
  

]دالتين مستمرتين على  1f،2fحيث  ]ba, �عداد الحقيقيةو تأخذان قيمھما في مجموعة ا

IR 1  وكذلكg،2g  دالتين مستمرتين على[ ]dc, و تأخذان قيمھما فيIR  

)فإن التكامل الثنائي للدالة )yxf  ھوDعلى,

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

∫ ∫∫∫ ∫ ∫ 












=














=

d

c

yg

ygD

b

a

xf

xf

dydxyxfdxdyyxfdxdyyxf
2

1

2

1

,,,  

): برھان نظرية فبني صعب بالنسبة لھذا المستوى لكن يمكن اعطاء تفسير حدسي 1.2.1تنبيه(

  للنتيجة التالية
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]): اذا كان1.2.1نتيجة( ] [ ]dcbaD ,, فإن=×

( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫ ∫ ∫ 









=










=

d

c

b

aD

b

a

d

c

dydxyxfdxdyyxfdxdyyxf ,,,  

)): اذا كان1.2.1تفسير للنتيجة ( ) ( ) 0,;, ≥∈∀ yxfDyx مل في ھذه الحالة التكا

الثنائي 
  

( )∫∫
D

dAyxf الى غاية المساحةDفي الحيزSللجسم Vيفسر على أنه الحجم ,

( )yxfz )كالتالي:  V، كما يمكن أن نصيغ=, )∫=
b

a

dxxAV  حيث( )xA تمثل

)و بالتاليx لMحداثية oxبالمستوي العمودي على المحورSمساحة مقطع الجسم )xA ھي

)الممثل للدالةCالمساحة المحدود بالمنحنى  )yxfz dycيعتبر ثابت وxحيث =, ≤≤ 

)أي أن     ) ( )∫=
d

c

dyyxfxA ,      

)و منه      ) ( ) ( ) xdydyxfdxxAVdAyxf

b

a

b

a

d

cD

∫ ∫ ∫∫∫ === و بنفس الطريقة  ,,

. لMحداثية oyبالمستوي العمودي على المحورSلمساحة مقطع الجسم بالنسبة y  

)): احسب التكامل الثنائي1.2.1مثال( )dxdyyx∫∫
∆

+ 22

المثلث المحدد كالتالي∆حيث 

( ){ }xyxxIRyx −≤≤−≤≤∈=∆ 11,10/, 2
  

 الحل:

( ) ( )

( ) ( )( )
3

1
113

3

2

3

1

0

32

1

1

1

0

32

1

0

1

1

2222

=−+−=

+=









+=+

∫

∫∫ ∫∫∫
−

−

−

−∆

dxxxx

dxyyxdxdyyxdxdyyx

x

x

x

x

  

حيثD):احسب مساحة الحيز2.2.1مثال(

( )








−≤≤−−≤≤−ℜ∈= 22222 ,
2

3

2

3
/, yRxyRRRyRyxD:الحل 

( ) dyRyRdxdydydxDAir

R

R

R

R

yR

yRRD

)2(

23

23

22

23

23

22

22

∫∫ ∫∫∫
−−

−

−−

بوضع ===−−
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tRy sin= 33نستنتج أن ππ ≤≤− t وبالتالي

( )
3

2
cos)1cos2(

23

3

2 R
tdttRDAire

ππ

π

=−= ∫
−

  

  تحويل المتغيرين:

  ):(قانون تحويل المتغيرين)3.2.1نظرية(

DDليكن DDTو2IRمنطقتين من′, بحيث1Cبلي من الصنفتطبيق تقا:′→

( ) ( ) ( )( )vuyvuxvuT ,,,, غير معدومة على Tإذا كانت المحددة الجاكوبية للتطبيق=

IRDfفإنه من أجل كل دالة مستمرةD المنطقة   نا قانون التحويل التاليلدي:→

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

dudv
vuD

yxD
vuyvuxfdxdyyxf

D D

∫∫ ∫∫
′

=
,

,
,,,,  

حيث  
( ) ( )

( ) u

y

v

x

v

y

u

x

v

y

u

y
v

x

u

x

vuD

yxD
vuJ

∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

== ..
,

,
,

  

)): اذا كان2.2.1نتيجة( ) ( )θθθ sin,cos, rrrT يمثل تطبيق (تحويل متغير) من=

D′فيDفإنه من أجل كل دالةDDf لدينا قانون التحويل الى ا�حداثيات القطبية:′→

( ) ( ) θθθ drdrrrfdxdyyxf
D D

∫∫ ∫∫
′

= sin,cos,حيث
( )
( )

r
rD

yxD
=

θ,
,

  

)): احسب التكامل الثنائي3.2.1مثال( )dxdyyx
D

∫∫ −− الحيز المحدد بربع الداDحيث221

( )( )0,0,1 oS0,0و ≥≥ yxحداثيات القطبية�θθلدينا ا sin,cos ryrx ==  

)وبالتالي الحيز الجديد ھو ){ }20,10/, 2 πθθ ≤≤≤≤∈=′ rIRrDو منه

  ( ) ( ) ( )

84

1

42

11

2

0

2

0

1

0

42

2

0

1

0

3222

π
θθ

θθ

ππ

π

==−=











−=−=−−

∫∫

∫∫ ∫ ∫∫∫
′

dd
rr

ddrrrrdrdrdxdyyx
DD

  

 باستخدام ا�حداثيات القطبية أحسب التكامل الثنائي : )4.2.1(مثال
( )∫∫ −

D

dxdyyx
2

حيث 

D يمثل القرص الذي مركزه( )0,0O  و     1ونصف قطرهxy ≤≤0  
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)ا   الحل: لدين ) }{ xyyxIRyxD ≤≤≤+∈= 0,1;, 222
  

              ( ) }{ 40,10;, 2 πθθ ≤≤≤≤∈=′ rIRrD  

( ) ( ) θθθ drdrdxdyyx
DD

232
sincos −=− ∫∫∫∫

′             

( ) [ ] 




 −=−=−∫ ∫ 2

1

44

1
sin

4

1
cossin21

4

0

2

1

0

4

0

3 π
θθθθθ

π
π

ddrr

  

    تحويل المتغيرين بصورة كيفية

):اوجد قيمة التكامل   )5.2.1(مثال ) dxdyyxxy
D

+−∫∫
2

2

       
  

)  حيث  ) }{ 22 10,10;, xyxIRyxD −≤≤≤≤∈=
 : التالي لمستعم� التحوي    

( ) ( )vuyvuxyxuxyv +=−=⇒+=−= 2
3

1
,

3

1
,2

                

 
)  حل : أي  ) }{ uyuuIRvuD ≤≤−≤≤∈=′ 2,10;, 2

  

)ھو  و المحدد الجاكوبي المرفق بھذا التحويل    ) 31
3132

3131
, =

−
=vuJ  

     ( ) ∫ ∫∫∫∫∫
−′

===+−
1

0 2

222
9231312

u

uDD

dvduuvdudvuvdxdyyxxy  

  ريمان: - قانون قرين

منطقة مستوية (أو مساحة مستوية) :)5.2.1(تعريف
 

DIR ⊃2
ل أنھا موجه في ا�تجاه نقو

  يتحرك باتجاه حركة عقارب الساعة. ∂Dالموجب اذا كان المتحرك على الحافة

): ليكن 4.2.1نظرية(
2, IRDD حافته متجه با�تجاه الموجب و كان ∂⊃

( ) ( ) ( )dyyxQdxyxPyxw ,,, فعلى من الصنDشكل تفاضلي معرف =+
1

C 

ريمان -فإن قانون قرين 

( ) ( ) ( ) ( ) dxdyyx
y

P
yx

x

Q
dyyxQdxyxP

DD

∫∫∫ 








∂

∂
−

∂

∂
=+

∂

,,,,  

)): اذا كان الشكل التفاضلي3.2.1نتيجة( ) ( ) ( )dyyxQdxyxPyxw ,,, شكل =+

تفاضلي من الصنف
1

C  معرف على المغلقDفإن∫
∂

=
D

w 0
  


