3 Module libre sur un anneau :

3.1 Proposition :

Soit A un anneau principal, E un A-module libre de rang fini, M un sous de E alors M est
libre et rang M <rang E.

Déemonstration :

Soit €,,e,,...,€, unebase de E, e,e,,...,e,” la base duale de E”

Soit E, le module engendré par {e ,e,,....e} et M; =MnNE,

*

e (I\/Ii ) est un sous module de A, c'est-a-dire un idéal de A ; comme A est principal, il existe

a, e Atel que e (M, ) =Aga,
Si a #0 soit d, € M, tel quee; (d,) =2,
SoitS={i e[1,n];a =0}, et montrons que B={d,,i S} est une base de M

B est libre :
Zi =0 avec c, e ApourtoutieS, siles ¢, nesont pas tous nuls, soit i, le plus grand i €S

tel quec, 0.
Ona:cd =-> cdeM,

ieS
i<iy

e; (c,d, )=ce (d; )=c,a, = O0car E étant libre, il est sans torsion.

e | >.cd [=0care (d,)=0 pourtouti<i,
is

Contradiction.

B est donc libre.

B engendre M :

Soit M’ le sous module de E engendré par B.

Montrons par récurrence que M'> M,, Vi
On aura alors M'> M, =M et comme M'< M (car d; e M; = M), on conclura que M'= M
a) M>oM,?
Soit xe M, =MNE, doncxeE, etx=ce ; ce A
e (x)=cee (M,)=Aa doncc=ha,;
Deux cas peuvent se présenter :
(1) a=0=c=0=>x=0=>xeM
(2) a, #0:x=bae ord, =ae card, eAe ete (d,)=a,dou x=hd, eM".
b) Supposons M' > M, _; et montrons M'> M, .
Soitxe M,, & (x)=cee (M,;)=Aa
Deux cas peuvent se présenter :



(1) =0=c=0=>xeM,=xeM.

(2) & #0:c=ha,. Considérons I’élément x—bd, € M,
e (x—bd;)=ba, —ba, =0= x—bd, e M, ; = x—bd; € M’
Mais bd, e M'donc x e M'".

3.2 Corollaire :

Soit A un anneau principal, E un A-module engendré par un ensemble a n éléments ; M un
sous module de E, alors M est engendré par un ensemble de cardinal inférieure ou égal a n.
Démonstration :

Soit le A-module libre A", (g)
définie par f ()=l ({by,b,,....b,} étant un systéme générateur de E).

sa base canonique et f : A" — E I’application linéaire

I<i<n

f est surjective et f ~*(M)est un sous module de A"
Donc f *(M)est libre de base{d,,...,d, } aveck <n.
M= f (f7(M)) estengendré par { f(d,),..., f (d,)}.

3.3 Proposition :

Soit A un anneau principal, L un A-module libre de rang n ; M un sous module de L de

rangr, (doncr <n). Alors, il existe une base (e;) _._ de L et une suite (a,)

Atel que :
1. (ae
2. ala, pourl<i<r-1.

- d’éléments de

I<i I<i

i)Kigr est une base de M.

Les idéaux (ai) sont appelé facteurs invariants du sou module M par rapport a L et sont

uniquement déterminés par la donnée de L et M.
Démonstration :

Nous montrons d’abord que si M = {0}, il existe ¢ L, a, € A, N sous module de L tel que :
L=Ae ®N
M=Aae, ®N"M

L’ensemble des idéaux {v(M); v e £(L,A)} posséde un élément maximal. Soit :u(M) = Aa,

Soit e'e M tel queu(e’)=a,.

Montrons que : Vv e £(L,A):a |v(e’)

Soit d le PGCD de a, et v(e') donc :

d=ah+kv(e')=(fu—kv)(e')=w(e')ew(M) avec we L(LA).

Ona: Aa, c Ad c w(M) mais Aa, maximal parmi les

v(M), ve L(L,A) donc Aa, =Ad eta, |d|v(e').

Soit x,,..., X, une base de L et ( p; )L<iSn les formes coordonnées(ie p; (xj ) =0 )

Comme M # {0}, I'un des p; (M) est non nul, donc

a, #0 (sinon Aa, c dans l'un des p, (M) = {O}) Et ne serai pas donc maximal.



a | p;(¢') doncp, (e')=da,, d;, eA. Soit e:Zn:dixi et Ponadonce’'=ae, comme

i=1
u(e')=a, #0onau(e)=1.Considérons alors :
p:L—>L
x> u(x)e
t(t(x))=u(x)u(e)e=u(x)e=t(x). pestprojecteur.
Kerp=Keru, Imp=AeetL=Ae®Keru ; ImAe carimpc Ae etp(ae)=aeeImp.
. p':M—->M
Soit :
X u(x)e

u(x)e=aae=ae'eM

p* (x)=p'(u(x)e)=u(x)e=p'(x)

Donc p' estun projecteur etlm p'= Aae et Kerp'=M N Keru . Ainsi M = Aa,e @ Keru
Nous montrons 1’existence des a, et e, par réccurence sur le rang r de M.

Sir=1:

Soit e,,e,,...,e, une base de keru (L =Ae®Keru),

dimM =1+dim(MnKeru) donc dim(MKeru)=0

Donc M Keru ={0} donc M = Aae. Ainsi e =e,e,,...,e, est une base de L avec a,e, base

de M.
Supposons le résultat vrai pourr —1.
Soit M tel que dimM =2

dimM =1+dim(MnKeru)d’ou dim(MnKeru)=r-1; dimKeru=n-1

M Keru est un sous A-module de Keru

Il existe donc une base a,,...,a, de A tel que a.e,,...,a,e, base de M Keru,

aveca, |a,, pourtouti, 2<i<r-1

Or L=Ae®Keru donce, =e,e,,...,e, basede L et M=Aae®MnKeru

Donc ae;,a.e,,...,a,e, base de M, il reste & montrer que a, |a, :

Considérons te £(L,A)définie par t(e,)=t(e,)=1ett(e)=0pouri>2

Ona a =t(ae)=t(e')et(M) donc Aa, =t(M) donc Aa, =t(M), or a, =t(a,e,) donc
a, € Aa, c'est-a-dire a, | a, CQFD.

3.4 Corollaire :

Soit A un anneau principal, E un A-module de type fini. Alors E est isomorphe a un produit
A A

A .
x —=x---x— ol les (@ )sont des idéaux de A tels que(a,) >(a,) >--->(a,).
(@) (&) (&)

Démonstration :

Soit {X,,...., X, } un systéme générateur de E.

On a un épimorphisme ¢:A" > E
On en déduit : E=A/Kerg



A"est un A-module libre et Kerg est un sous module de A", par le théoreme précédent, il
existe une base {e,,e,,....e,} "de A", unentier q<n et des éléments a,,...,a,de A tel que

{ag,a,e,,...a,¢, | soit une base de Kerg etque a |a, ;1<i<q-1
Posons a, =0 pour q+1< p<n ;alors A/Kerg est isomorphe au produit
desAe /Aa e ;1<i<n.

Le résultat s’en suit en remarquant que Ae, /Aa, e, = A/Ag,



