2 Modules sur un anneau principal :
Les anneaux considérés sont intégres et commutatif

2.1 Définition :
Soit E un A-module et S une partie de E. On appelle annulateur de S 1’ensemble
Ann(S)={aeA;VxeS:ax=0}.

2.2 Proposition :
i. Ann(S) est un idéal de A.
. Si (E;),_, une famille de sous module de E, alors :

Ann(ZEiJ:Ann(UEij:ﬂAnn(Ei)

iel iel iel
iii. Ann(E)=A < E={0}.
iv.  Si xeE:Ann(x)={0} < x libre
V. Si E est un Z—module fini, c'est-a-dire un groupe commutatif fini, et si
ScEalors:

Ann(S)=(m); métant le PPCM des périodes des éléments de S.
Démonstration : laisser au lecteur.

2.3 Proposition :
Soit E un A-module, B=A/Ann(E). Il existe une structure de B-module sur E telle que si

acAetxeE: ax=ax.
Démonstration :

Montrons que la loi externe est bien définie (5 =b=ax= bx) , le reste est laissé au lecteur :

a=b<(a-b)=0<a-beann(E)= VxeE, (a-b)x=0=vxeE, ax=bx.

2.4 Exemple:

Si A est un anneau principal, p un élément irréductible, E un A-module tel que
(p)=Ann(E), alors K =A/(p)estun corps car ( p)est maximal et E a une structure
d’espace vectoriel sur K.

2.5 Deéfinition :
Un A-module E est dit monogene s’il est engendré par un ensemble a un élément.

2.6 Proposition :

i, Si I est un idéal de A, A/1 est monogeéne et | =Ann(A/l).
ii. Si E est monogéne alors E = A/Ann(E).

Démonstration :

. A/lest engendré parl car a =al.



i Soitx un générateur de E, alors Ann({x})=Ann(E)
Considérons f : A — E définie par f (a) = ax.
f est surjective et Kerf = Ann({x})=Ann(E) d’ou: E=A/Ann(E).

2.7 Définition :
Soit ¢c € A. L’application h, : E — E définie par h, (x) = cx est évidemment A-linéaire. Elle est

appelée I’homothétie de rapport ¢. On note E(c) = Kerh, et cE =Imh,.

2.8 Proposition :
Soit E un A-module, (E; ) des sous modules de E tels
queE=E, alors E(c ): E (c )etcE:chi.

Démonstration :
Montrons que E(c) =Y E(c

iel

Si xeE(c) anrsx=Zxi x, €E,,Viel etcx=0 d’ou:
cY % =Y.cx =0,etcx eE, vieldonccxizo,viel.
= €E(c),VietE(c)= D E (c

Si xe Y E;(c)alorsx=>"x,x% €E(c),Viel.
= X=) X,0x=0,Viel = cx_Zcxizo = xeE(c).
D’ou E(c)=)E(c

iel

Montrons que la somme est directe :
ZX =0etx eE(c )Viel:ZX =0etx €E,,Viel=x =0Viel.

La démonstration de cE = @cE, est laissée au lecteur.

iel

2.9 Proposition :

Soit A est un anneau principal, a € A* et p irréductible, alors :

i.si plaeta=pbona:pA/(a)=A/(b) (isomorphisme de A-module).

ii. si p nedivise pas aona: pA/(a)=A/(a)

Démonstration :

. Soit f:A— p(A/(a)) définie par f(x)=px alors:

- f estsurjective.

- xeKerf < px=0< pxe(a)<al px or a=pb doncpb| px < b|x < xe(b).
Ainsi Kerf =(b) et pA/(a)=A/(b).

i.  Soit xeA/(a)

p et a étant étranger : 1= pc+ad donc x = pcx+adx et x = pex.



2.10 Proposition :
Soit A un anneau principal, a e A* et p irréductible, alors :

i.si p|aalors %a)(p):A/(p)

ii. si p nedivise pas aona: 7 p)=0.
(a)(P)

Démonstration :
Considérons I’homothétie h, :A/(a)—A/(a); Kerh, =%a)(p)

i. xeKerh, < px=0< pxe(a)or pla donca= pb.
pxe(a)<>xe(b) (b)>(a) dou:
Ay (P)=Keth, =(b)/(2)
Soit g:A—(b)/(a) tel que g(x)=bx.
- g est évidemment surjective.
- X e Kerg <:>b§(=6<:>bXe(a)<:>a|bx<:>bp| pX < p|x< xe(p).

Ainsi, Kerg = (p) et %a)(p)=(b)/(a)=A/(p)

ii. xeKerh < px=0« pxe(a)ealpxealxe xe(a)e x=0.

2.11 Théoreme de Gauss :
Si a| px et a premier a p alors a| x.
En effet 1=au+ pv donc x = aux+ pvx.

a| px < px=at dou : x =aux+avt =a(ux+vt) =a| x.

2.12 Proposition :
Soit E un module sur un anneau A principal et p un élément irréductible de A, alors :

Ann(E(p))=(p) si E={0}.

Ann(E(p))=AsiE={0}.

E(p)a une structure d’espace vectoriel sur A/(p)telle que :

siacAetxeE(p) ax = ax.

Démonstration :

Si Si E={0} etsixeE(p) alors:

vaeA, (ap)x=a(px)=0dol (p)=Ap<=Anmn(E(p)).

A= Ann(E(p)) car E={0} or (p)estun idéal maximal de A donc (p)= Ann(p).
Le reste est trivial.

2.13 Proposition définition :
Soit A un anneau commutatif et intégre, M un A-module et
T=T(M)={xeM, JacA a=0etax=0}.



Alors T est un sous module de M appelé sous module de torsion de M.
Démonstration :
TxScar0eT.

Si x,yeT (ax=0,a=0ethy=0,b=0)etsiceA:
ab(x—y)=0etab=0doux—yeT.
a(cx)=cax=0donccxeT.

2.14 Définition :
Si T(M)=M, on dit que M est un module de torsion.
Si T(M)={0}, on dit que M est sans torsion.

2.15 Proposition :

Si M est un module libre sur un anneau A integre, alors M est sans torsion.
Démonstration :

Soit (g;),_, une base de M ; si xe M:x=> ae,.

iel
Si x non libre, il existe b= 0 avec bx =0.
bx=0=>) bae = ba, =0,Viel=a =0,Viel=x=0,

2.16 Proposition :
Si M un module sur un anneau intégre A et T le sous module de torsion de M, alors (M/T)est

sans torsion.
Démonstration :

Soit x non libre et a0 tel que ax =0 donc ax = 0.
ax=0=axeT=3beA b=0, bax=0=ba=0etbax=0=>xeT=x=0.



